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I. 

Zur  Geschichte  des  Dualismas  in  der  Geometrie. 

Von 

Herrn  Oberschulrath  Dr.  J.  H.  T.  Müller 
zu  Wiesbaden. 


Einsender  dieses  hatte  in  seinem  Lehrbucbe  der  Stereo- 
metrie (Halle  1851)  am  Schlüsse  in  den  historischen  Notizen 
bemerkt,  dass  er  die  ersten  Spuren  des  Dualismus  bei  Mauro- 
lycus  (D.  Francisci  Maurolyci,  Abbatis  Messanensis, 
Opuscula  matbematica.  Venetiis  MDLXXV.  4.)  gefunden. 
Bei  der  Seltenheit  dieses  Werkes  durfte  es  vielleicht  Manchem 
erwünscht  sein,  die  betreffende  Stelle,  deren  Mittheilung  dort 
unterblieb,  wörtlich  kennen  zu  lernen.  Sie  findet  sich  in  der, 
wahrscheinlich  1532  geschriebenen  Vorrede  zu  seiner  Uebersetzung 
des  13.  Buchs  der  Euklidischen  Elemente. 

Quinque  sunt  solida  regularia  Geometrarum,  scilicet 
cubus,  sive  hexahedrum,  quud  sex  basibus  quadratis,  et 
octo  angulis  solidis  clauditur.  Octahedrum,  quod  octo  tri* 
angulis  basibus  et  sex  angulis  solidis  finitur.  unde  baec  sibi 
invicem  correlativa  sunt:  quia  quot  bases  habet  unum,  tot 
solidos  angulos  habet  reliquum.  Sequitur  leoshaedrum  viginti 
triangulis  basibus  et  duodecim  angulis  solidis  constructum. 
Inda  Dodecahedrum  sub  duodecim  basibus  pentagonis  et 
viginti  angulis  solidis  clausum.  et  est  aliud  par  correlati- 
vorura  corporum  vicissim  alternans  basium  etangulorum  nume- 
rum.  Quintum  vero  solidum  Pyramis  unicum  est,  ac  soli- 
tariura,  correlativo  carens.  ipsum  enim  met  sibi  respondet: 
quandoquidem  quatuor  triangulas  bases  et  totidem  solidos 
sortitur. 

Theü  XXXIV.  I 
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Der  von  Maurolycus  für  unser  „dual"  gebrauchte  Name 
cor  relativ  ist  sehr  bezeichnend  und  lässt  vermuthen,  dass  jene 
Gegenüberstellung  der  regulären  Polyeder  kein  flüchtiger  Einfall 
gewesen,  sondern  bei  ihm  aus  anderweitigen  Studien  hervorge- 
gangen sei.  Diess  bestätiget  sich ,  wenn  man  dessen  Arithmetik 
(Ej.  Arithmeticorum  libri  duo,  nunc  prinium  in  lucem 
editi.  Venet.  MDLXXV.  4.)  vergleicht,  worin  er  sich,  der 
damaligen  Richtung  gemäss,  namentlich  mit  den  figurirten  Zahlen 
beschäftigt.  In  der  Einleitung  zum  2.  Theile  des  1.  Buches  be- 
bandelt er  (wie  es  scheint  zum  ersten  Male)  die  centrale  An- 
ordnung der  Punkte  in  den  regulären  Körpern. 

Seite  47. :  Agendum  nunc  de  solidis  regularibus  centralibus, 
in  quibus  semper  vnitas  in  centro  ponitur  sicut  et  in  planis  nume- 
ris  centralibus.  Sed  opercprecium '  est  intelligere  inprimis  quo 
pacto  disponendae  sint  caeterae  unitates,  et  quibus  in  locis,  ad 
efformanda,  ut  decet,  talia  solida  numeralia.  Nec  dubium,  quin 
in  singulis,  posita  unitate  centri  tarn  per  singulos  solidos  angulos, 
quam  per  singula  basium  centra  singulae  sint  unitates  disponen- 
dae. Itaque  cum  pyramis  habeat  quatuor  angulos  et  totidem  bases, 
habebit  cum  central!  unitate  novem  unitates.  Cum  autem  octahe- 
drum  habeat  sex  angulos  et  octo  bases  et  centrum;  habebit  uni- 
tates quindecim.  et  totidem  unitates  cubus:  quandoquidem  habet 
angulos  octo  et  bases  sex  et  centrum.  Unde  sicut  secundus  ab 
unitate  octahedrus,  secundo  adequatur  cubo;  ita  et  tertius  tertio, 
etc.  ut  postca  demonstrabimus.  Deinde  cum  icoshaedrum  habeat 
12  angulos  solidos,  bases  autem  20  et  centrum;  constltuetur  ex 
tinifatibus  33.  et  ex  totidem  unitatibus  dodecahedrus ,  ut  pote  qul 
habet  angulos  20.  bases  12  et  centrum,  hoc  est  secundus  Icos- 
haedrus  secundo  Dodecahedro  aequalis  est.  Et  similiter  deinde 
tertius  tertio  etc. :  et  sequentes  sequentibus  siuguli  singulis  Icos- 
baedri  Dodecabedris  in  Infinitum  semper  adaequabuntur  propter 
eandem,  quae  in  Octahedro  et  Cubo,  reeiprocam  angulorum 
et  basium  numeroruro  aequalitatem.  Sed  quo  pacto  sequeo- 
tes  soiidi  nuroeri,  hoc  est,  sequentium  locorum  fenneutur,  audi. 
Nec  te,  perspicacissime  lector,  taedeat  ea  perpendere,  quae  ad 
hujusmodi  numerarias  formas,  ab  aliis  omissa,  et  ad  speculationis 
Arithmeticae  perfectionem  roaxime  spectant.  Cognosces  enira 
proprietates  earum  notatu  dignissimas,  nec  nisi  curioais  iogeoiis 
patulas.  Imaginor  itaque  in  hisce  quinque  singulis  regularibus 
solidis,  a  centro  ad  angulos  educi  singulas  semidiametros:  quae 
quidem  in  pyramide  erunt  4,  in  octahedro  6,  in  cubo  8,  ia  icos- 
haedro  12,  in  dodecahedro  20:  quot  scilicet  sunt  soiidi  anguli, 
seu  vertiecs  solidorum.    Deinde  in  iisdem  intelligo  linearis  latera 
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in  der  Geometrie.  3 

quae  vertices  ipsos  coniungent.  in  pyramide  scilicet  latera  6.  lu 
octahedro  12.  In  cubo  totidem.  In  icoshaedro  30.  In  dodecahe- 
dro  totidem.  Quae  quidem,  cum  semidiametris  latera  siogula 
bims  totidem  triangulos  continent  quot  sunt  latera. 

Aus  Letzterem  ergiebt  sich  zugleich,  wie  nahe  Maurolycus 
bereits  dem  Eu  (ersehen  Satze,  dass  €  +  /==£ +2,  gewesen  ist 

Die  Verfolgung  des  oben  angedeuteten  Zweckes  bat  unwill- 
kürlich in  ein  anderes  Gebiet,  das  der  figurirten  Zahlen  im  wei- 
teren Sinne  des  Wortes,  geführt,  und  vielleicht  bei  Manchem  die 
Frage  nach  des  Maurolycus*  Cent ralzah len  der  successiven 
regulären  Korper  mit  längneinander  fallenden  Halbmessern  ange- 
regt. Da  die  wörtliche  Mittheilung  des  Originals  hier  zu  fiel 
Raum  in  Anspruch  nehmen  würde«  zumal  ihr  die  Darstellung  der 
Centralzahlen  der  ebenen  Polygone  vorausgehen  musste:  so  wird 
ein  kurzer  Auszug  aus  dem  Ganzen  genügen  und  vielleicht  selbst 
erwünschter  sein. 

Den  Mittelpunkt  jedes  regulären  ebenen  Vielecks  sieht  Mau- 
rolycus als  dessen  Kern,  als  die  Einheit,  an.  Aus  diesem 
zieht  er  nach  allen  Ecken  die  Halbmesser.  Dann  ist  die  Zahl 
jedes  Halbmessers  =1,  also  die  Centraizahl 

des  lsten    3ecks>    4ecks,  öecks,..,. 
=     1+3.1,  1+4.1,  1+6.1,.,.. 

Werden  alle  Halbmesser  verdoppelt  und  zu  deren  Endpunkten 
die  2ten  Vielecke  construirt,  so  sind 

3.2,  4.2,  5.2„... 

die  Zahlen  dieser  Halbmesser.  Hierzu  'kommen  jetzt  noch  die 
Halbirungspunkte  der  neuen  Vielecksseiten,  so  dass  die  Central- 
zahlen der  zweiten  Vielecke 

.  -  .  ■  - 

=  1+3.2  +  3.1,  1  +  4.2+4.1,   1+6.2  +  5.1,.... 

sind. 

Durch  Verdreifachung  der  Halbmesser  gelangt  man  zu  den 
dritten  Vielecken,  deren  Seiten  zu  dritteln  sind,  weshalb  die 
Centralzahlen  der  3ten  Vielecke 

ssl  +  3.3+3.3,  1+4.3  +  4.3,   1+5.3  +  5.3,.... 

«ad  die  der  nten  Vielecke 

±=I+3.n  +  3. -j-^—,    1  +  4. w  +  4.    ]2    ,  l+5.«+5.-y-2-,... 
8md.  ... 


i 
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4  Müller:  Zur  Geschichte  des  Duaifsmv* 

Baut  man  aus  diesen  successiven 

3ecken ,  4ecken ,  5ecken , . . . . 
mit  den  Centralzablen 

1  1  1 

4  5  6 

10  13  16 

10  25  31 

31      41  51 

.        .  • 

;  :  : 

die  3-,  4-,  5*,....  seifigen  Pyramiden  auf,  so  sind  die  Zahlen 
(nicht  die  Centraizahlen)  dieser  Pyramiden : 


1. 

1. 

1, 

5 

6 

7 

15 

19 

23 

34 

44 

54 

65 

85 

105 

: 

• 

• 

: 

• 

• 
• 
• 
• 

Diese  hier  erhaltenen  Werthe  nun  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
Centralzahlen  der  regulären  Polyeder  zu  finden. 

Wie  hei  den  Polygonen  bildet  nach  Maurolycus  auch  bei 
den  Polyedern  der  Mittelpunkt  dessen  Kern  oder  das  nullte  Po* 
lyeder  mit  dem  Werthe  1. 

Aus  diesem  Mittelpunkte  werden  die  Halbmesser  nach  allen 
Polyederscheiteln  gezogen,  wodurch  eben  so  viel  Dreiecke,  als 
das  Polyeder  Kanten,  und  eben  so  viel  Pyramiden  bestimmt  sind, 
als  das  Polyeder  Flächen  hat. 

Die  2ten,  3ten,  4ten,....  zugehörigen  Polyeder  erhält  man 
durch  Ver-  2-,  3-,  4-,....  facbuog  der  Halbmesser  der  fönf  lsten 
Polyeder,  wenn  durch  die  Endpunkte  der  Verlängerungen  die 
entsprechenden  Ebenen  gelegt  werden. 


Demnach 


* 

Halbmesser 

'  Dreiecke 

Pyramiden 

hat  das  Tetraeder  .   .  . 

.  .  4 

6 

4  Witige, 

12 

8  3seitige, 

.   .  8 

12 
30 

6  4eeitige, 

.  .  12 

20  3seitige, 

,,     „  Dodekaeder  > 

.   .  20 

30 

12  Sseitige. 
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Nach  Maurolycu*  nun  sind  fiir  die  Ken,  2teo,  3ten,  4ten,.... 
Polyeder  die  Zahlen  für  die  Dreiecke  =     0,     1,      3,  6,./.. 

die  Zahlen  für  die  3seitig.  Pyramiden  —  1,  5,  15,  34, .... 
n  »  »  »»  4seitig.  „  =  1,  6,  19,  44,.... 
„      „     „    „  öseitig.       „       =    1,     7,     23,  64,.... 

Vergl.  (*). 

Hiernach  ergeben  sich  folgende  Centralzahlen  für  dielsteo, 
2teo,  3ten,  4ten,....  Polyeder,  und  zwar 

für  das  Tetraeder: 
Kern,  Halbu.,  Dreiecke,  Pyraro. 
1  +  4.1  +-  6.0    +  4.1  =  9 

1  +  4.2  +  6.1    +  4.5  =  36 

1  +  4.3  +  6.3   +-  4.15=  91 

1  +  4.4  +  6.6   +  4.34=189 

.         .  .  .  . 

:  :  :  :  : 

•  .  •  .  . 

für  das  Oktaeder:       für  das  Hexaeder: 
1+6.1+12.0+8.1  =  15  =  1+8.1  +  12.0+6.1 

1+6.2  +  12.1+8.5  =  65  =  1+8.2  +  12.1+6.6 

1+6.3+12.3+8.15=175=1+8.3+12.3+6.19 

1  +  6.4+12.6  +  8.34  =  369  =  1+8.4  +  12.6+6.44 

:      :  :        :  :       :       :  :  : 

:      :  :        :         :       :       :  :  . 

für  das  lkosaeder:  für  das  Dodekaeder: 

1+12.1+30.0  +  20.1  =  33=1+20.1+30. 0+12.1 

1  +  12.2  +  30.1  +  20.5  =155=1+20.2  +  30.1  +  12.7 

1+- 12.3  +  30.3  +  20.15  =  427=1  +  20.3  +  30.3+12.23 

1  +  12.4  +  30.6  +  20.34  =  900=1+20.4  +  30.6  +  12.54 

III         !         I      !       I        I  ! 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  von  den  Reihen  in  (0)), 
nämlich  von 

1,  5,  15  ,  34  ,  65,.... 
1,  6,  19,  44,  85,.... 
1,  7  ,  23  ,   54,  105  

die  Rten  Glieder 


n.7i*+l     n.2n*+l  n.5n»+l 


6  Heller:  Geometrische  Aufgaben 

Von  den  drei  Reihen  unserer  Centratzahlen  aber,  nfimlich  von 

1,  9,  35,  91,  189,.... 
1,  15  ,  65,  175,  369,.... 
1,  33,  155,  427,  909,.... 

erhalten  wir  als  ntes  Glied: 

- 

(2ji  —  1)  (**— w  +  1)  för  da*  Tetraeder; 
(2„-l)(2„«-2„+l)„    ,.  S^.edVr' 


(2»-l)(5»»-6»+l)  „ 


»» 


Ikosaeder 

4 

Dodekaeder 


II. 

Geometrische  Aufgaben  durch  Berechnung  gelost. 

Von 

Herrn  H.  4.  Heller, 

Oberlehrer  an  der  Königlichen  Realschule  zu  Berlin. 

Die  LOsung  einer  geometrischen  Aufgabe  durch  Construction 
zu  treffen,  ist  oft  eine  Sache  des  Zufalls;  in  nicht  wenigen  Fäl- 
len ist  man  des  Erfolges  bei  vorhergehender  Berechnung  gewis- 
ser. Allerdings  ist  die  Coostruction  gewöhnlich  kürzer  und  ele- 
ganter, die  Berechnung  nicht  selten  weitläuftig  und  schwerfällig. 
Dagegen  gelangt  man  bisweilen  auf  dem  berechnenden  Wege  zur 
ganz  allgemeinen  Construction  algebraischer  Ausdrücke.  Ich  lasse 
ein  paar  Beispiele  solcher  Losungen  durch  Rechnung  folgen,  die, 
meines  Wissens,  noch  nicht  veröffentlicht  sind,  obgleich  Losun- 
gen durch  Construction  allgemein  bekannt  siud. 
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Aufgabe»  Ein  beliebiges  Dreieck  in  ein  gleichsei- 
tiges zu  verwandeln.    (Taf.  I.  Fig.  1.) 

Gesetzt,  ABC  ist  das  gefundene  gleichseitige  Dreieck  und 
AD  ein  Lotb,  so  ist 

AC2  =  AD*+DC*. 
und  da  DC=\BC=\AC: 

AC*  =  AÜ*  +  \AC*, 

oder 

AD*=\AC*, 

oder 

iAD*  =  ZAC*, 

also 

2AD=ACV* 

oder 

AD  = 

Da  aber  ZJC=  WC,  so  verhalten  sich 

AD:DC=\ACVZ:{AC, 

d.  h. 

AD:DC=  V3:l. 

Zieht  man  ^£  parallel  Z)C  und  C£  parallel  AD,  so  ist  das  Rechteck 
AECD  =  Dreieck  ^Z*C.  Die  Aufgabe  wird  also  gelöst  sein ,  wenn 
man  das  gegebene  beliebige  Dreieck  in  ein  Rechteck  verwandelt, 
dessen  Seiten  sich  wie  V3:l  verhalten. 

Man  verwandelt  also  zuerst  das  gegebene  beliebige  Dreieck 
in  ein  Parallelogramm,  dies  in  ein  Rechteck,  das  Rechteck  in 
ein  Quadrat. 

Gesetzt,  abcd  (Taf.  I.  Fig.  2.)  sei  das  Quadrat,  so  rauss  dies 
einem  Rechtecke  gleich  gemacht  werden,  dessen  Seiten  sich  wie 
y3:l  verhalten. 

Es  sei  dies  das  Rechteck  cefg.  Da  man  die  Länge  der  Seite 
ce  nicht  kennt,  werde  sie  mit  ar,  und  ef  mit  y  bezeichnet;  oder. 

x 

da  a::y=V3:l,  so  ist  y  = 

■  < 

Wird  nun  das  Quadrat  abcd=zl  gesetzt,  so  ist 

x  _  i 
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oder 

\r4=v/3,  xz=\/'& 


und 


V3. 
*  =  V3 


Die  Construction  dieser  Ausdrucke  ergiebt  «ich  auf  folgende  Weise : 

Legt  man  die  Seite  des  Quadrats  in  Taf.  I.  Fig.  2.,  das  man 
durch  Verwandlung  bekommen  hat,  und  welches  man,  wie  seine 
Seite  =1  gesetzt  hat,  doppelt  an  einander  in  mn  (Taf.  L  Fig. 3.)» 
und  schlägt  von  ihrer  Mitte  o  einen  Halbkreis,  tragt  ferner  von 
n  aus  die  Seite  des  Quadrats  =1  bis  p  ab  und  zieht  mp ,  so  ist 
diese  Linie  mp  =  V3. 

Verlängert  man  mp  um  die  Seite  des  Quadrats  =1  bis  q  und 
schlägt  von  r,  der  Mitte  der  Linie  pq,  einen  Halbkreis,  und  trägt 
von  p  aus  in  diesen  die  Differenz  V3 — 1  bis  i  ab,  zieht  alsdann 

qs,  80  ist  diese  Linie  qs  das  Doppelte  von  <j/3,  und  ihre  Hälfte 
gleich  der  einen  Seite  x  des  gesuchten  Kechtecks.  Denn 

9s*  =  (V3  +  l)*-(v'3-l)*, 


also 
und 


q$*  =  4V3 
^  =  2V3,    ?'  =  V3  =  ;r. 


2 

Man  sieht  sogleich,  dass  durch  Fortsetzung  desselben  Ver- 


fahre ns  sich  eben  so  würden  \/3,  V3  und  überhaupt  yZ  (n  als 
ganze  positive  Zahl  genommen)  construireu  lassen. 

Errichtet  man  ferner  Ober  x  ein  Quadrat,  theilt  es  in  3  gleiche 

Rechtecke  und  verwandelt  eines  derselben,  welches  also  =  3 

Vx^  x 
~3  =  V3 

oder  ^3  =  y»  n*  gleich  der  andern  Seite  des  gesuchten  Recht- 
eckes, dessen  Verwandlung  in  das  verlangte  gleichseitige  Drei- 
eck sich  aus  Taf.  I.  Fig.  1.  ergiebt. 

Oder  —  da  aus  Taf.  I.  Fig.  1.  deutlich,  dass  Z.ACE=\\l  ist,  — 
»an  legt,  wenn  x  gefunden  ist,  an  den  einen  Endpunkt  derselben 
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einen  R,  an  den  andern  einen  Winkel  =  JR  an;  die  Linie,  die 
mit  x  den  R  bildet,  wird,  bis  zum  Durchschnittspunkt  mit  der 
anderen  angelegten  Linie,  y  sein. 

In  einem  Lehrbncbe  der  Geometrie,  welches  dem  Unterrichte 
in  einer  preußischen  höheren  Lehranstalt  zu  Grunde  gelegt  wird, 
tindet  sich  folgende  Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe,  —  eine 
Losung,  die  so  abenteuerlich  ist,  dass  ich  mir  ihre  Mittheilung 
nicht  versagen  kann. 

„Auflösung.  Man  gebe  dem  gegebenen  Dreiecke  einen 
Winkel  von  ;R;  und  es  sei  ABC  (Taf.  I.  Fig.  4.)  das  auf  diese 
Weise  entstandene  Dreieck,  dessen  Winkel  bei  B  jene  Grosse 
hat.  Man  lege  nun  in  A  auch  einen  Winkel  von  «R  an ,  wodurch 
das  gleichseitige  Dreieck  BAD  entsteht,  halbire  CD  in  G  und 
ziehe  GE  parallel  mit  AD,  so  ist  BEG  das  gesuchte  Dreieck." 

Bei  dieser  Construction  wird  vorausgesetzt,  wenn  A  BEG 
=  &BAC  sein  soll,  dass  &CFG  =  &AFE  ist.  Das  Letztere 
scheint  der  Erfinder  dieser  Constructionsmethode  ohne  Weiteres 
deshalb  angenommen  zu  haben,  weil  CG=  GD  —  EA  ist. 

Jene  Dreiecke  aber  sind  ungleich.  Denn  verbindet  man  A 
and  G,  so  mtissten,  wenn  &CFG  und  &AFE  gleich  sein  soll- 
ten,  auch  &CAG  und  &AGE  gleich  sein,  da  zu  jenen  Drei- 
ecken nur  das  gemeinschaftliche  A  GAF  hinzugekommen  ist. 

Nun  sind  aber  &CAG  und  &AGE  ungleich;  denn  sie  haben 
zwar  die  gleichen  Grundlinien  CG  und  EAt  aber  ihre  Höhen  AH 
und  GK  sind  ungleich,  da  GK  <  DL,  DL  aber  =  AH  ist. 

Folglich  sind  auch  &CFG  und  &AFE  ungleich,  also  auch 
das  construirte  Dreieck  BEG  dem  gegebenen  ungleich. 

Man  sieht  aus  dem  Obigen,  dass  es  bei  dieser  Constructions- 
weise  auf  die  Annahme  hinausläuft,  als  könnten  Dreiecke  von 
gleichen  Grundlinien  und  ungleichen  Höhen  dem  Flächenraume 
nach  einander  gleich  sein. 

In  einer  anderen  Aufgabe:  „Ein  beliebiges  Dreieck  in 
ein  Dreieck  zu  verwandeln,  dessen  Winkel  gegeben 
sind",  wird  die  Sache  auf  ähnliche  Weise  angestellt. 

D.  b.  wenn  ABC  (Taf.  I.  Fig.  5.)  das  Dreieck  ist,  indem  man 
den  einen  .gegebenen  Winkel  bei  B  schon  angelegt  hat ,  so  soll 
der  andere  Winkel  bei  A  an  /M- angelegt  werden,  so  dass  BAD 
der  zweite  gegebene  Winkel  ist;  es  soll  ferner  CD  in  E  halbirt  und 
£F parallel ^l/> gezogen  werden,  um  A  BFE=  Aufzubekommen. 


10  Heiter:  Ceometrische  Aufgaben 

Aber  diese  Constructiob  ist  wiederum  falsch. 


Denn,  bezeichnet  man  AB  mit  c,  BC  mit  a,  CD  mit  bt 

CE  mit  ^,  BF  mity,  so  raus«  sich,  da  FE  parallel  ist,  ver- 
halten x 

(a  +  6):(o  +  ^)  =  c:y, 

d.  h. 

(a  +  g)  c 

Ferner  ist,  wenn  &BEF=&BACt 


d.  b. 


folglich  müsstc 


«ein,  o<ler 


a  +  2 


oder 


mler 


oder 


(a  +  ^)«  =  «i(a  +  o) 


b2 

a*  4-  «0  +  f  =  a*  + 


welches  falsche  Resultat  nur  von  der  unrichtigen  Annahme,  das» 
A  BEF  =*\BAC  ist,  herrührt. 

Solche  Constructlonen  den  Schülern  vormachen, 
das  heisst  doch,  sie  hinter  das  Licht  führen. 
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Die  richtige  constructive  Lösung  ist  bekanntlich  dieser  zwei- 
ten Aufgabe  mit  der  ersteren  gemeinsam.  Wie  bei  jener  aber 
setze  ich  auch  fi!r  diese  Aufgabe  eine  auf  Rechnung  gegründete 
Losung  her. 

Gesetzt  wieder,  ABC  (Taf. I.  Fig. 6.)  sei  das  Dreieck,  dem 
man  schon  den  einen  Winkel  bei  /? gegeben  hat,  ^BAD  sei  der 
zweite  Winkel,  der  dem  zu  construirenden  Dreieck  gegeben  wer- 
den soll ,  so  handelt  es  sich  darum ,  zwischen  C  und  D  den  Punkt 
zu  finden,  von  dem  aus  die  Parallele  mit  AD  gezogen  werden 
moss,  durch  welche  ein  dem  A  ABC  gleiches  Dreieck  entsteht, 
welches  einen  dem  j£BAD  gleichen  Winkel  hat. 

Ist  F  dieser  Punkt  und  FG  die  Parallele,  so  werde  BC  mit 
a,  CD  mit  6,  BA  mit  c,  die  noch  unbekannte  CF  mit  x,  die 
ebenfalls  noch  unbekannte  GA  mit  y  bezeichnet.  Danach  ist 
FD=b—x. 

Sollen  die  Dreiecke  CFH  und  GAH  gleich  sein ,  was  bei  der 
Losung  der  Aufgabe  stattfinden  muss,  so  muss  GC  parallel  AF  sein. 

Alsdann  verhält  sich : 

a:*=(c— y):y, 
und  da  auch  GF  parallel  AD, 

(c—  y):y  =  (a  +  *):(o— x)> 
a :  x  =  (a +ar) :  (6— x) , 

a  (o— x)  =  x  (a  +  x) , 
ab— ax  =  ax + x2 , 
ab  ==  lax  +  x*. 

Die  CoDstruction  ist  also  so  zu  machen,  dass  die  Gleichung 
+  lax  =  ab  stattfindet 

Zu  diesem  Zwecke  schlägt  man  um  BD  einen  Halbkreis,  er- 
richtet in  C  ein  Loth ,  das  den  Halbkreis  in  J  treffen  möge ,  zieht 
BJ,  schlägt  von  ß  aus  mit  BJ  einen  Kreis,  und  wenn  dieser  die 
BD  in  F  trifft,  so  verhält  sich,  da  BJ=zBF=.a  +  x  ist, 

a:(a+.a:)  =  (a  +  ar):(rt +  6) 

oder 

(a  +  *)«=  a(a-f  6), 
a*  +  2ax  +  x*=a*  +  ab 


folglich 
oder 
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oder 

Die»  ist  aber  die  erforderliche  Gleichung. 


III. 

■ 

Die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks. 

Von 

Herrn  Dr.  </.  F.  König, 
Prufe««or  am  Knciphöf  sehen  G.vmnaaio  zu  Königsberg  i.  Pr. 


Der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  fordert  Theil  II. 
Seite  326.  die  Leser  desselben  auf,  för  das  sphärische  Viereck  einen 
Ausdruck  zu  suchen,  welcher  dem  entspricht ,  den  Herr  Director 
Strehlke  dort  für  das  ebene  Viereck  gegeben  hat.  80  viel  ich 
weiss  ist  nur  der  verstorbene  Professor  Sohncke  dieser  Aufforde- 
rung in  soweit  nachgekommen ,  dass  er  Tbl.  IV.  S.  447.  einige  zwar 
interessante  Fläcbenformeln  für's  sphärische  Viereck  mittbeilt,  von 
denen  aber  wohl  keine  der  fraglichen  entsprechend  genannt  wer» 
den  kann.  Mehr  dürfte  in  dieser  Beziehung  die  zunächst  fol- 
gende Formel  befriedigen. 

Bezeichnet  man  die  auf  einander  folgenden  Seiten  AB,  BC, 
CD,  DA  mit  a,  6,  c,  d,  die  Diagonale  AC  mit  e,  a  +  b  +  c+d 
mit  2s,  dann  hat  schon  Herr  Strehlke  a.  a.  O.  die  auch  auf 
etwas  anderm  Wege  leicht  abzuleitende 'Gleichung : 

sin(x-a)8in(<-6)sin(*-c)siii(*-</)=(i8*n  «  sin  6  sin  /?+ »sin  esinrf  sin/))8 

+ sin  a  sin  6  sin  c  sin  d  cos  i(/?+Z>)* 
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gefunden.   Hieraas  10t  nun: 

1 

sin  a  sin  6  sin  27  -f  sine  sind  sin  Z> 
==2y|sin(*-n)8in(*-6)8in(*-c)sin(*-rf)-sinasin6sincsin</cosi(Ä+W 

und,  wenn  man  die  Flfichen  der  Dreiecke  i4C2*  und  ACD  mit  /" 
und  f  bezeichnet,  da 

■ 

.    O    .    b    .     »  e   •  f 

fiio^sin^sini?^  cosgsio^» 


ist : 


Ferner  ist: 


.  c  .  d  .   _  e  .  /* 

sin g sin  ^ sin =  cos  ^sin^ 

.  /*     2P — sincsindsin  Z) 

8,n2=~  e      a     6  • 

4co8^cos2  CO80 

.         2F — sin  a sin  6 sin  Ä 

8,0  2  =  i  c  d~' 

4cos£  cos^cos  g 


f     1-f  cose-t-cosg-frcoso 

2  "  ~~.      e      a  b~~' 
4  cos  £  cos  ^  cos  ^ 

f  l  +  cose  +  cosc  +  cosrf, 
2  ~~  ~         e      c  d 

4C08t)C08^C08  2 


*  * 


und  diese  vier  Werthe,  in  das  aufgelöste 

""(2+  9=gln2- 

gesetzt»  geben,  wenn  man  noch  mit 

♦ 

e*      a      b      c  d 
4  cos  ^  cos  ^  cos  2  cos  g  cos  2 

multipücirt : 

e2  a  b  c  d  .  F  _  _  e* ,  cos<H-cos6-fcosc+cos<Z 
4  cos  2^08^  C082  cos2  cos 2  s,n  2       *cos  2P   4  

—  %  cos  "2  (sin  a  sin  b  sin  B+  sin  csin   sin  D) 

'  •  "  *      »  •  ' 

.  l  .  »cosafcosÄ     .  .  cosc+cosrf 

—  ( sin  a  sio  bs\x\B  j  \-u\n  cswdsmD  j  }• 
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Nun  ist 

sin a sin 6  sin  Ä-f  sin  cum  dnmD  m  2  F, 

also 

.      .  ,  .  Dc©sa  +  cos©  .  .      ...  _cosc  +  cosi£ 
sinasrao  bidä  ^  hsinesindsinZ)  J  

cosa + coso + cosc-f  cosrf  „  .     .         c+d  c—d 

=  g  r  —  ilsinasmösiniycos— 5— cos— 5— 


.   .      .    ,  .  a  +  6      a— 6, 

+  ein  c  sin  a  sin  //cos  — C08— 2 —  ' 

und  durch  Substitution  schliesslich: 

V/  sin(«— a)sin(«  —  6)s.n(*— c)sin(t— d)  \ 
f  I       — sin  asinosincsinacos — ~ —  % 

sinT  =  t  -3  - 

*  .      a      ö      c  d 

4  cos  ^  cos  £  cos  2  cos  ^ 

sinasin6sin/?cos^^  cos  ^^-f  sincsintiginZJcos^^  cos 


Aber 


a  a  b  c  d  e* 
ocos^  cos  2  cos  ^  cos  2  cos  2" 


cos -2=  cos — 2"  -|- «in  a sin o cos  2"  =#> 


=cos— 2~  +sincsindcos  2  =p'> 


also  auch 


Diese  Formel  giebt  tär  d=0  den  richtigen  Werth  för  sin^, 

da  dann  c=e  und  der  Zähler  des  zweiten  Bruches  =2cosg  V 
wird,   und  entspricht  wohl  dem  Flächenausdrucke  des  Herrn 


1 


)y  Googl 
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Streblke  tur's  ebene  Viereck.  Dass  die  Wurzeigrusse  nicht 
allein  vorkommen  kann,  wie  bei'm  ebenen 'Viereck,  folgt  schon 

daraus,  dass  hier  allgemein  nicht  cos^i-^*=cos^~ *,  wie  es 

bei  m  Viereck  in  der  Ebene  der  Fall  ist. 


Satz.  Die  Flüche  des  sphärischen  Dreiecks  ist  durch  die 
Grundlinie  und  den  die  beiden  anderen  Seiten  balbirenden  Bogen 
bestimmt. 

Beweis  1.  Heisst  in  unserer  Figur  der  a  und  b  halbirende 
Bogen  y,  so  ist:  e 

e*         a  +  6*  J32 

cos  :2  =  cos— -f  sin  u  sin  6  cos  ^ 


«2      o2      .  a*  Ifl 
=  cos,2  cos  2  +»»«2  sinä  +  i  «in  a  sin  6  cos/?, 

a      0  ,   .  «  .  b  Ä 
cosy=cos^  cos  ^  -f  sin  ^sin  ^  cos/?; 


also 


cosy»=cos^  cos ^  +  «ing  sing  cos  B*  +  J  sin  a  sin  6  cos  ß 

uod 

e2  a2      A2  c2  Z"2 

cos  2  —  cosy*=siii2  sin  ^  sin        cos  ^  sing  , 

d.  b. 

f  cosy 
coSlj=      -  • 


C082 


Beweis  2.   Setzt  man  in 


a      b  t   .  a  .  b  n 
cos y=  cosjj  cos  2  +  8in  2  8ln  J C08 Ä 

für  cos  B  den  Werth ,  nämlich 

1 

cos  s  —  cos  a  cos  6 
sin  a  sin  6  ' 

so  entsteht: 


JÖ  König:  Die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks, 


Hieraus  folgt  zugleich,  dass  immer  y*>^  sein  muss  und  dass 

f  * 

sich  y  als  Hypotenuse,  ^  und  ^  *'8  €atheten  zu  einem  recht« 
winkligen  Dreieck  verbinden  lassen. 

Heisst  der  c  und  d  halbirende  Bogen  d,  so  hat  man: 


f  cosy 
co"2=  • 


cos  2  cos^ 

1  <?  e 

=  ~  Vsin  (y  +  ^ )  sin  (y  —  ^ ) ' 

cos  2, 

cos^=  -»    sm^=          Vsin(d  +  ^)8in(3~2)i 

cos  2  cos  ^ 

also 

=  sec—tcosy  Vsin  (d  +  |)  sin  (d— |)  +  cosdVsin(y  +  |)sin(y— yl, 

cos'  ^'  =cog2 

=sec  ^{cosycosd— V*in(y-f  |)sio(y  — |)sin(d+  |)sin(d—  -||. 
Setzt  man  filr  cosy  und  cosd  die  Werthe,  also  auch  gleich 

sina*sin6*sin /P  für  cos-^ — cosya, 

e 

sin  c*  sind*  sin      lu'r  cos —  cosd*; 


so  erhält  man,  was  man  auch  ohne  Einführung  der  Bogen  y  und 
6  findet, 

.  F        e*    .  a  .  b       c      d  . 
sin  ^  =sec    { sin  ^  sin^-  cos  kj  cos  -  gm  ,ß 

i 

4-  sin  c  sin  acos^  cos  ^  sin  ZJ  4  «' n    810  2  6111 2  810  2  8m(  "+^)^ 

F  e*  a  o  c  d  t  .  0  .  6  c  d  ^ 
cos  2  =«ec  ^-  { cos  2  co»  <j  cos  2  008  2  *  8in2  8,n  £  008  2  008  2°°8 

+  sin  g  sin  g  c<>»2  C082' 008 ^ +8,n2  810  2  8,0  2  8in2  C08(ß+^)l- 
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F  F 

Dividirt  man  cos^  durch  sin^  und  dann  Zähler  und  Nenner 

a      b      c      d  F 
durch  coa^co8tj  cos^cos^-,  so  entsteht  fär  cot^  der  Ausdruck 

des  Herrn  Sohnke  a.  a.  O.  S.  448. 
Ferner  ist 

ff  e  e  e  e 

F     sin  tj  +  sin  ^    Vsin(y+^)sin(y— ^)  +  Vs\n(6  -f-  $8in(9-$ 

*  F 

Gewiss  giebt  es  auch  für  tangj  einen  Ausdruck,  der  für 
/ 

d  =  0  in  die  tangj-  des  Simon  L  hui  Ii  er  übergeht;  aber  nie 
findet  man  ihn? 


IV. 

De  integralibus  quibusdam  dcfinitis. 

Auetore 

Dr«.  Christiano  Fr.  Lindman, 
LecL  S  trengneeensi. 

(Ex  cotMpectu  Actorum  Reg.  Acad.  Scieot.  Hnlro.) 


Abhinc  aliquot  annos  Reg.  Societas  scient  Upsaliensis  io  novis 
Actis  suis  (Vol.  I  seriei  tertiae.  Ups.  1855.)  locum  dedit  commen- 

7t 

tariolo  meo  de  funetione  transcendente  j*   x  Cot  axdx  (=  H(a))t 

ex  qua  roulta  integralia  pendent.  Non  pauca  I.  c.  sunt  allata;  postca 
rero  in  alia  incidi,  quae  formula 

Thell  XXXIV.  9 
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/»*  x~~xlxdx 

mJ—J        1  + 

o 

continentur,  uW  sunt  m  et  n  nuracri  integri  positivi  et  m<n. 
Si  brevitatis  caussa  posuerimus 

(2/> +  1)* 

•   5—=  Vf. 

/(I  —  2*  Cos  <pr  +  x*)  -  Lp , 

indefinita  integratio  dabit*): 

•  ■ 

(w=  nun»,  par.) 

p~ — i  P' — i 

,/      I+x*  n  (,=o  l>=n  ' 

I 

—"—1  P— """" 1 

.1  f**]*  S  Cosmq>P.LP-'i  S  Smm<pf.AJ, 
n  J    x  (  p-o  p=o  .  I 

(n=  num.  inip.) 
Hxdx 


/x*>-1 
H 


n ' v    '  r=ö  p=° 


quae  integralia,  ut  inveniatnr  integrale  -J«,  intra  limites  0  et  1 
ida  sunt.    Occurrit  tarnen  difficultas  quaedatn,  quod  termim, 


sumem 


c<uiiivu«w    ^  —     *  -    - 

a  signo/soluti,  si  est  x  =  0,  in  formam  indeterminatam  Ox« 
abennt.   Posito  autero,  ut  verus  valor  inveniatur, 

u  =  lxl(\  —Ix  Cos<pP  +  a:*), 

facile  apparet,  esse 

<Llxl(\  +  x)  >  «  >  2^/0  -*). 


*)  Vide  Minding,  Integral  -  Tafeln  pag.  57. 
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Evolutis  l{\+x)  «t  i(l  -i),  termioi  haruni  functionun  fiant 
xr 

forma     ix,  qui  quidem,  si  est  #=0,  in  nihilum  abeunt,  atque 

T 

ideo  functiones  2/:r/(l  +  ar),  2£r/(l  —  ar)  cum  interjacente  «.  Prior 
igitur  summa  =0  est,  exsistente  x  =  0. 


Positoque 


et  de'mde 


x  Sin  cpp 

<o~lx  Are  i<i  §  ^ 

ft  1  —  :r  Cos  cpp 

xSmtpp 


tgif>  Sin  tf; 


*    Sin  qpp  -|-  tg-tp  Cos g>p     Sin  {g>p  +  y)  * 

cd  =  tp/Sint/> — y  /Sin  (cpp  + 

Quia  est  V>  =  0,  si  est  x  =  0,  valor  funetionis  co,  posito  i/>  =  0, 
quaerendus  est.  llüco  patet,  hunc  terminum  tum  evanescere,  id 
quod  de  iilo  quoque  solita  ratio  docet.  Omnes  igitur  termini  extra 
J  evanes<:unt,  si  est  x  —  0,  id  quod  quoque  fit,  si  est  a?  =  l. 
Itaque  est 


(n=  num.  par.) 
—    S   Cosmcjp,/(l— 2jrCo»9)f + 


2 

-nj 

0 


d**  |  arSinqPj» 


(n=  num.  imp.) 
(—  1)»    /»i  dx 


N-3 


+  -  /    —     .5  Cosm9p/(J— 2*Coso>-f  *a) 
71  «y       **  »=o 


-1/ 


_  «-3 

ldx       ?  — ,  arSing?» 
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Integrale  igitur,  de  quo  agitor,  ex  bis  tribus 

o  o 

/*  dx  jSinyp 
x         °  1  — xCoscpp 

o 

pendet.   Evoluto  l(l  +  x),  integratio  dabit 

-  1(1  +  *)  =  ^-55  +  +  cett 

o 

Quia  summa  bujus  seriei  =  evadit 

y,^r'(|+*)=  ß .....  CD 

o 

Jam  cogtütum  est  *) 

qood  integrale  ope  tbeorematis  cogniti  evadit 

/*dx  1+x  /»*  Ar  1-f  x  

Subatituto  in  posteriore  terraino  *  pro  ar,  invenitur 

/*   =|  +  f  _  2  Pl  dx  l+x  _ 

*    Vl+2*Öa»y+xs      ./      *  VTVlrCosy-fx** 

Itaque  est 

P1  dx  Pl  dx 

J  -/(H-2*Cosy  +  **)=:'y«, 


quae  aequatio,  de  aequatione  (I)  dedacta,  multiplicatione  per  2 
facto,  dabit 

/l  dx  ii*  v* 

T/(!+2*Cosy  +  **)  =  |-X. 

o 

Posito  y  =  *  —  <ppt  invenitur 
•)  Ylde  Miadiog  I.  c  pag.  149. 
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'  (2) 

Jam  restat,  ut  integrale  tertiom  inveniatur.   Poaito  igitur 

jrSinopp 
Arct8l-xCo7y,  =  »- 

babebimus 

Quia  liraitibus  x  =  0,  xsl  reep.  respondent  Ii  mite«  ^  =  0, 
=  i(n — q>r) ,  evadit 

/i  c£r  ar  Sin  <pP 

O 

o  o 
In  terroino  priore  dextri  tnembri  posito 

■ 

♦=  «  *• 

2p +  1 

iovenitur  (9,,=  -*-- —  *): 

/i,"-V^c.,v=(i-^)»/^*Co«(i-3E±J), 
=(i-^*(i-2-2±i). 

Integrale  posterius  ad  eandem  functionem  transcendentem  rednci 
potest   Poaito  enim 

qpp  +  ^  =  X, 

fit 

/ ^  ^Co»(*,+*)=/  '^CoXuU 

O  V,  9, 

0  0  *p 
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9/ 


n     tA      •  •  ♦         •  ••  ?t  -f-  top  ,  .  2cpn 

l'osito  jam  in  prinio  integrali  *  =  — ~— y  et  10  secundo  z= 
irftrodactoque  valore  ipsius  tpp ,  Inreiitentas 


71 


0  o 


vel 


/«"-V  +  *)  =  (!  +  *±-V  "(1  +  ^> 

o 

Substitntione  igitar  recte  facta,  habebimus 

_C2p+l)a<2S,n(2p  +  l)» 

In  cootmentariolo,  cujus  mentio  supra  facta  est,  demonstratuc  esse 
(1  -  b)*H(l -b)  -  (1  +  b)\H{Hb)  =  26*[fl(6)-2tf(26)], 

(6<D 

atque  ideo  est 

(,_2£±-V//(,  _^±l)_(1+?E±-V//(l  +  ^ 

et 

_Sc±ja»iashi<sE+i>-.  w 


Lindman:  Üe  itUegraiibus  fjuibutdam  deflnM*, 

Tribus  hl*  integralibus  io  mJm  introductis  et  reduction/ibun  qui- 
busdam  factis,  invenimus 

(n  =  oum.  par  ) 

n*p=*~  2»  4-1 

=       S  Co8m<pp[i-(l--^-)*] 


-?T^J*^I^Ä(^)-5Ä*^  (4) 

» 

(n  =  num.  imp.) 

»—3 

p= 


(5) 


(9>p  =  ^  )• 


Si  definiti  valores  numerie  «i  et  n  dantur,  saepenumero  reduc- 
tione*  baud  contemnendae  auxilio  forroularum  *),  in  commenta- 
riolo  demonstratarum,  fieri  poasunt  Huc  accedit,  ut  integralia,  in 
qoibos,  usurpata  prius  formula  (4),  post  eubstitutionem  quandam 
formula  (4)  aut  (5)  uti  liceat,  diversarum  functionum  H  inter  se 
oexum  praebeant.    Positis,  ut  exeniplum  proferam,  ms],  n  =  4, 


v4 = - i  j  y + *'(  + 1) + m\)  -  na)  |  • 

Atfamen  formula  illa  multaeque  aliaefn  simplicioreni  formam  trans« 

/t  xtlx 
^.(u  *|at-,  quae  I.  c.  per 
o 

de8ignata  est  quaeque  cum#/(a)  hacsimplici  conjunctaeat  aequatione 

/,<«)  =  //(|)  -  //(«). 

•)  R  <jaibua  afleram 

0  -  *)*  *  0  -  />)  f  (1  f  A)J  //( I  f  *)  =  *  Ä Co. 
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Quo  facto,  formula  nuper  allata  routatur  in 

Quod  8i  integrale  sine  auxilio  formula«  (4)  quaerimus,  incidinius 

/»  dx  A  xV2 
^ArctgrzrFt. 


io  integrale 


quod  solitis  rationibus  invenire  non  potui.    Quum  vero  sit 

m         a?v2  x  x 

Arc  tg  =  Arc  **  +  Are  tg 


inveoitur 

/'  dx  xV2 
Duplex  usus  formulae  (4)  et  (5)  demonstrari  potest  mtegrati 

» 

Pl     Ix  fix 
o 

quod,  substitueodo  x  pro  x9,  mntatur  in 

o 

Quum  formula  (4)  in  utroque  adhibitar,  invenimus,  reduetio- 
nibus  quibusdam  facti*, 

6»(i)-L(i)  =  y/4Cot^ 
Tel ,  quia  est  H{\)  =  H(l)  +  L(l)  =  |/2  +  1,(1) . 

ez,(i)--£a)  =  ^/cot£ 


E  funetione,  quam  per  #(....)  designaviraus ,  pendet  quoque 
integrale 


_  /»«  /(!  + 


£_)  , 
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quod,  posito 

*  =  tgip,   Arctga  =  «, 

mutatur  in 

J=  f  /(l  +  tgif/)<ty. 

Jara  vero,  quia  est 

V2Sin(£  +  *) 
*  +  IS*— ' 

evadit 

▼el,  per  partes  integrando: 

J=  «/V2Sin(|  +  t^-tlCoBt-J* '  ^Cot^+^^-^Vtg^. 


Posito 


invenitur 


4 


=  (i+|)*ff(»  +  |)-iÄ(l)  -  ^  *V2Sing  + A 

» 

Positoque  y=^—<p,  iovenitar 


="| /Cos*  -        +  (1  - 1>  H{\ - ?f) 

=  -|ßCos«  +  (l-^)«Ä(l-^). 
Si  ralore«  inrenti  substttountur ,  prodit 
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J  =  (j  +  e)  /V2Sin  Q  +     +  |/2Cos£— e/Cosa  +  \H(\) 


Posito  <i  =  1  vel  t= 


TC 


invenimus 


J 

o 


quod  integrale  (vide  Tora.  VI.  praec.  pag.  448 )  a  Serret  et  ante  eura 
a  Bertrand  in  diario  C«  Liou Tille  propositum  est. 


Im  Allgemeinen  wird  die  Lege  eines  Punktes  im  Haurae  da* 
durch  bestimmt,  dass  man  drei  sich  rechtwinklig  kreuzende  Axen 
annimmt  und  den  Punkt  als  den  Durchschnitt  von  drei  auf  diesen 
Axen  beziehungsweise  perpendikulären  Ebenen  betrachtet.  Diese 
Ebenen,  welche  gleichfalls  aufeinander  senkrecht  stehen,  bilden 
das  erste  und  einfachste  Beispiel  eines  orthogonalen  Flachensystems 
dar.  Eine  zweite  Bestimmungsweise  der  Lage  eines  Punktes  im 
Räume  ist  die,  dass  derselbe  als  der  Durchschnitt  von  drei  ortho- 
gonalen Flächen  zweiten  Grades  angesehen  wird,  und  zwar  von 


V. 


Ueber  krummlinige  Coordinaten* 


Herrn  Doctor  Böhlen 
sn  Snl*  a.  N.  im  Königreich  Wü rtembe r ff. 
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einem  Eilipsoid  (p),  einem  einmantligen  Hyperboloid  (p)  und  einem 
zweimantligen  Hyperboloid  (v).  Diese  Flächen  haben  zugleich 
die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  ihre  Hauptschnitte  dieselben 
Brennpunkte  haben,  wessbalb  sie  homofokal  genannt  werden.  Die 
Gleichungen  derselben  sind : 

m  g?.  v*  i   »'  -\  gf,  y*  — -i 

a*        y*   , 

Die  grossen  Halbaxen  dieser  Flächen  sind  p,p,  9;  6  und  c'sind 
die  Entfernungen  der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkt  der  beideu 
Hauptschnitte ,  welche  die  grosse  und  mittlere,  die  grosse  und 
kleine  Axe  enthalten,  also  ist  c>6.  Ein  Punkt  (opf)  im  Räume 
ist  sonach  bestimmt,  wenn  die  grossen  Halbaxen  p,  v  der  drei 
durch  ihn  gehenden  bomofokalen  Flächen  gegeben  sind.  Will 
man  von  einem  Punkt  auf  dem  Eilipsoid  zu  einem  andern  auf 
dieser  Fläche  übergeben ,  so  bleibt  p  constant ;  p  =  const.  ist  also 
die  Gleichung  aller  Punkte  auf  dem  Eilipsoid,  gerade  so  wie  s.  B. 
2  =  const.  beim  gewöhnlichen  Coordinatensystem  die  Gleichung 
der  Ebene  ist,  welche  auf  der  2 -Achse  senkrecht  steht.  Die 
Gleichung  einer  beliebigen,  auf  dem  Eilipsoid  (p)  gezogenen  Linie 
hat  die  Form  fiz=f(v)t  weil  beim  Uebergang  von  einem  Punkt 
des  Ellipsoids  (p)  zu  einem  anderen  von  den  drei  Grössen  p,  fi,  v 
sich  nur  die  beiden  letzteren  andern.  Die  Gleichungen  einer 
Durchschuittslinie  von  zwei  homofokalen  Flächen,  z.B.  von  (p) 
und  (u),  sind 

(2)  p  =  const,   fi  —  const, 

wie  z.  B.  beim  gewöhnlichen  Coordinatensystem  die  Gleichungen 
einer  Linie,  die  parallel  der  x-Axe  ist,  2= const,  y  =  const.  sind. 

Nach  dem  Satze  von  Dupin  schneiden  sich  orthogonale 
Flachen  in  ihren  Krümmungslinien;  bestimmt  man  also  einen  Punkt 
im  Räume  durch  drei  homofokale  Flächen  oder  durch  elliptische 
Coordinaten,  so  nehmen  die  Gleichungen  der  Krümmungslinien 
die  äusserst  einfache  Form  (2)  an.  Die  beiden  Brennpunkts -Ent- 
fernungen 6  und  c  sind  unveränderlich  für  ein  elliptisches  Coor- 
dinaten synteni  ;  veränderlich  sind  nur  die  Halbaxen  p,  p,  9  der 
drei  durch  den  Punkt  (puv)  gehenden  bomofokalen  Flachen ,  wenn 
man  zu  einem  anderen  Punkte  (pVv')  übergeht  Es  liegt  in  der 
Natur  dieser  Fläche»,  dass  immer  p>c,  p<c  und  >6,  v<A 
■ein  muss. 


28  BOkUn:  Ceöer  fcrummiMpe  Coordinaten. 

Wir  bezeichnen  die  Entfernung  eines  Punkts  (p/»v)  vom  Mit- 
telpunkte des  elliptischen  Coordinatensystems  (dem  gemeinsamen 
Mittelpunkte  der  drei  homofokalen  Flächen)  durch  D,  so  ist 

(3)  Z>*  =  p»+,i*-fv«-o*-c*. 

Ist  D  constant,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  einer  Kugel  in 
elliptischen  Coordinaten : 

(4)  o»+j*»  +  v»=const„ 

welche,  wie  man  sieht,  dieselbe  Form  hat,  wie  die  Gleichung 
der  Kugel  in  gewohnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten,  und  fol- 
gendes Theorem  enthalt : 

Wenn  sich  ein  Punkt  auf  einer  Kugel  bewegt,  so  ist  die 
Quadratsumme  der  Halbazen  der  drei  durch  ihn  gehenden  kon- 
zentrischen homofokalen  Flächen  konstant. 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  (p)  so,  daas  seine 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  konstant  bleibt,  so  ist  in  (3)  Z)= const, 
p  =  const.  zu  setzen ,  mitbin  erhält  man : 

(5)  fi*  +  v*=  const. 

für  die  Gleichung  einer  sphärischen  Curve  auf  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades. 

Wir  betrachten  ein  durch  vier  Krümmungslinien  auf  dem  Ellip- 
soid (p)  gebildetes  Viereck  abcd.  Die  vier  Punkte  a,  6,  c,  d 
sind  durch  elliptische  Coordinaten  auf  folgende  Art  bestimmt: 
a  durch  (opv),  6  dnrch  (ppiv),  c  durch  (oftVi),  d  durch  (o4uv,). 
a  und  c  sind  also  Gegenecken.  Die  vier  vom  Mittelpunkte  nach 
den  Ecken  dieses  Vierecks  gezogenen  Radien  sollen  Z)*,  Dt9  Dj 
heissen.   Durch  Vergleichung  mit  (3)  erhalten  wir  die  Gleichung : 

(6)  D*  +  De*=D>*  +  Dd*; 

bierin  liegt  der  Satz:  Wenn  man  nach  den  vier  Ecken 
eines  von  vier  Krflmmungslinien  auf  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades  gebildeten  Vierecks  vom  Mittelpunkt  aus 
Radien  zieht,  so  ist  die  Quadratsumme  der  nach  zwei 
Gegenecken  gezogenen  Radien  gleich  der  Quadrat- 
summe der  beiden  andern. 

Wir  nehmen  nun  ein  zweites  Ellipsoid  (p')  an,  welches  die 
vier  homofokalen  Flächen  (fi)  und  (/*'),  (v)  und  (v'),  die  durch  die 
krummlinigen  Seiten  des  Vierecks  abcd  bestimmt  sind,  in  dem 
Viereck  a'b'c'd'  schneiden,  so  sind  diese  vier  neuen  Punkte  durch 
elliptische  Coordinaten  also  zu  bezeichnen:    a'  durch  (p>v).  b' 
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durch  (o>'v),  c'  durch  (p>V),  d'  durch  (pVv*);  die  vier  vom 
Mittelpunkte  nach  den  Ecken  a'b'c'd'  gezogenen  Radien  bezeich- 
nen wir  mit  Da>,  Üh  ,  Det  D*\  die  Gleichungen  (3)  und  (6)  fah- 
ren nun  sogleich  auf  die  Formel : 

d.h.:  Zieht  man  vom  Mittelpunkte  nach  den  Ecken 
eines  von  sechs  homofokalen  Flächen  gebildeten  Pa- 
rallelepip.eds  Radien,  so  sind  die  Quadratsummen  der 
nach  je  zwei  Gegenecken  gezogenen  Radien  einander 
gleich. 

Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  auch  in  folgender  Weise  schreiben: 

Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  o*,  fi*,  v*,  und  zwar  ist 
nach  der  Theorie  der  Gleichungen : 

oa  -f  ft*+ v*  =     +  c*  +  **+^  +  **, 

pVav«  =  6lcV. 
Hieraus  ergeben  siel)  folgende  Wertbe: 

(8)  6c^=pfiv,  o^c^^.^^^^o^V^^Vä^^, 

c  \r7*=T*.  x  —  Vp^c*  Sfe^fl  Vc»-v« 

Man  ziehe  nun  vom  Mittelpunkte  O  nach  einem  beliebigen  Punkte 
M  oder  (<>pv)  die  Linie  OM=iDt  so  lassen  sich  die  Cosinus 

5*  35  ^er  ^'n^»  we'cne  0>V  mit  den  Axen  bildet,  zu- 
folge  der  Gleichungen  (3)  und  (8)  sogleich  in  elliptische  Coordi- 
naten  umsetzen.    Für  einen  zweiten  Punkt  M'  oder  (pVv') 
OiW'  =  />',  so  ist 

cos  1U0M'  =  2j^j  +        +  2JTZP 

oder 

(9)  D.D'cosMOM* 


/../../ 


=   6*c*    1  o*(c*-6«) 
+  <r»(c»— 6«) 
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Diese  Formel,  angewendet  auf  die  Winket  äOc  und  6  Od,  welche 
die  nach  den  Ecken  des  von  vier  Krumm ungslinien  auf  dem  Eilip- 
soid  (o)  gebildeten  Vierecks  gezogenen  Radien  Oa=Da,  Ob=Ih* 
Oc=DCt  Od=Dd  mit  einander  machen,  führt  auf 

(10)  Da.  Dc. cos  aOc=D>.  Dd. coabOd. 

Nun  ist,  zufolge  eines  bekannten  geometrischen  Satzes: 

ät*  =  Z>»2  +  De* — 2Z>« .  De .  cos  a  Oc 

und 

bd>  =  Dt*  +  Dd* -  2D9 .  Da.cosbOd. 
Diese  Gleichung,  in  Verbindung  mit  (6)  und  (10),  führt  auf: 

(11)  ac  =  bd. 

In  jedem  von  vier  Krümmungsli nien  einer  Fläche 
zweiten  Grades  gebildeten  Viereck  ist  die  Entfer- 
nung von  zwei  Gegenecken  gleich  der  Entfernung  der 
beiden  andern  Ecken. 

Ganz  auf  ähnliche  Art  lässt  sich  der  Satz  beweisen : 

In  jedem  von  sechs  homofokalen  Flächen  gebilde* 
ten  rechtwinkligen  Parallelepiped  ist  die  Entferoung 
von  zwei  Gegenecken  gleich  der  Entfernung  der  beiden 
and  er  n. 

Würde  man  die  acht  Ecken  dieses  Parallelcpipeds  durch  gerade 
Linien  verbinden ,  so  erhielte  man  ein  achteckiges  Polyeder,  worin 
die  drei  Diagonalen  gleich  siud,  welche  je  zwei  Gegenecken  ver- 
binden. 

Für  die  Entfernung  zweier  beliebigen  Punkte  M  und  Ml  haben 
wir  die  Relation: 

< 

Um  hieraus  die  Gleichung  einer  Kugel  zu|  ßnden,  deren  Mittel- 
punkt M*  ist,,  bezeichnen  wir  die  konstanten  Ausdrücke 

o'Hr*'*+v'*-2/>*-2c*  mit  a,  2^*-  mit  /?» 

y        6*  V  f*'Ä  -  A»  V^T«  . 
*—  6*(c*-o*)  

und 

V  ©'*  —  c*  V c*  -  ß7*  V €»—  V*5     .  . 

 cH*-b*)    ra,t  * 
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und  erhalten: 
(12)  MW*=Q*  +  f  +  v*+a--wv.ß 

_  yftfnzjfi  yfp^p.  y  —  Vp5^*  Vc*^£*  Vc^v*.  a. 

Setzt  man  hier  p  =  p'=const,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  einer 
sphärischen  Corve  auf*dem  Ellipsoid  (p),  wenn  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  auf  dieser  Fl&che  liegt. 

Man  lege  durch  den  Punkt  M  oder  (ppv)  eine  Tangential» 
Ebene  an  die  Fläche  (p)  und  fälle  vom  Mittelpunkte  O  auf  die- 
selbe eine  Senkrechte  P,  so  ist 

Bezeichnen  wir  nun  die  vier  Senkrechten,  welche  von  O  auf  die 
vier  Tangential -Ebenen  von  (p)  in  den  Ecken  des  Vierecks  abcd 
gelallt  werden  können,  mit  Pa,  Pb>  Pc,  Pd,  so  erhalten  wir  aus 
(13)  die  Formel 

(14)  Pa.Pc=PbPä. 

Die  vier  Perpendikel,  welche  vom  Mittelpunkte  ei- 
ner Fläche  zweiten  Grades  auf  die  Ebenen  sich  ziehen 
lassen,' welche  dieselbe  in  den  Ecken  eines  von  Krüm- 
mungslinien  gebildeten    Vierecks   berühren,  bilden 

eine  Proportion. 

.  .  *  > 

Es  Hessen  sich  hieraus  wieder  weitere  Consequenzen  ziehen 
hinsichtlich  der  24  Perpendikel,  die  man  auf  die  Ebenen  fällen 
kann,  welche  sechs  homofokale  Flächen  in  den  Ecken  eines  von 
ihnen  gebildeten  Parallelepipeds  berühren,  doch  wollen  wir  da- 
von abstrahiren  und  zu  den  wichtigeren  Formeln  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Normalschnitte  übergehen.  Wir  bezeichnen  die 
beiden  Hauptkrümmungs -Halbmesser  von  (p)  im  Punkte  (ppv)  mit 
H  und         so  ist 


Hieraus  lässt  sich  analog  dem  Frühereh  schliessen,  dass  die  vier 
Krümmungshalbmesser  Ra>  Rh»  Re,  Rd  in  den  Ecken  des  von 
Krümmungslinien  gebildeten  Vierecks  einer  Fläche  zweiten  Gra- 
des eine  Proportion  bilden,  und  dass  diess  gleichfalls  bei  den  an- 
dern vier  Krümmungshalbmessern  in  diesen  vier  Ecken  stattfindet. 
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Die  beiden  Hauptkrümmungs  •  Halbmesser  der  Flache  (f»)  in 
Punkte  (ppv)  bezeichnen  wir  mit  M  und  M*  und  diejenigen  von 
(v)  mit  iVund  iV',  so  ist: 

(16)   M=    ^i^^ftF^    M<-  Vj^'Vpgg 

Hieraus  ergibt  sich: 
(18)  R.M'.JS'zzR'.M.N, 

Ä'  +  Af'-1»    Ä  +  Ä  — '»  Äf+iV'-1* 

Die  Gleichung  (18)  ist  von  Lame*  angegeben  worden,  welcher 
in  dem  Memoire  sur  les  coordonnees  curvilignes  die  all- 
gemeinen Formeln  für  ein  beliebiges  krummliniges  Coordinaten- 
system  aufstellte  und  insbesondere  auch  als  der  Schöpfer  der 
elliptischen  Coordinaten  angesehen  werden  muss.  Die  Gleichun- 
gen (19)  sind  von  Bertrand.  Sie  lassen  folgende  einfache  geo- 
metrische Deutung  zu :  Wenn  man  durch  einen  Punkt  im  Räume 
drei  homofokale  Flachen  legt  und  auf  ihren  Normalen  die  Kröm- 
mungsmittelpuukte  mit  R  und  R4 ,  M  und  M' ,  A'  und  iV'  bezeich- 
net, «o  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  durch  M  und  R  mit 
diesen  Normalen  gezogenen  Parallelen  auf  der  Richtung  M4R'9 
der  durch  M1  und  N  gezogenen  Parallelen  auf  MN'  und  der 
durch  R'  und  N'  gezogenen  Parallelen  auf  NR, 

Wenn  p  um  dp  wächst,  so  ist  die  Entfernung  der  unendlich 
nahen  Punkte  M  auf  (p)  und  M'  auf  (p  -f  dg)  =  ds : 


(20)  <£f  =   _       -  rfp. 

Bezeichnen  wir  die  Werthe  von  ds  in  den  vier  Ecken  abcd  mit 
dtat  du,  die»  dsdt  so  ist 

dso.dse  —  dtb.dsa. 

■ 

Die  vier  unendlich  kleinen  Seiten  eines  von  sechs  homofokalen 
Flächen  gebildeten  Parallelepipeds,  wovon  zwei  gleichartige  ein- 
ander unendlich  nahe  sind,  bilden  eine  Proportion. 
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VI. 

Allgemeine  Berechnung  der  Stromstürken  in  Galvano- 
metern. 

Von 

■ 

Herrn  Dr.  JVilK  Matzka, 

Profeaior  der  Mathematik  aa  der  Höchst  hule  zu  Prag. 


Der  Bau  der  jetzt  gebräuchlichen  Galvanometer,  nemlich 
Pouillets  und  Gaugaht's  Tangentenboussole,  so  wie  Pouil- 
let's  und  Poggendorff's  Sinus -Boussole,  besteht  bekanntlich 
in  Wesentlichen  darin,  dass  durch  einen  in  lothrechter  Ebene 
stehenden  metallenen  Kreisreif  ein  galvanischer  Strom  geleitet 
wird,  welcher  eine  in  seiner  Nähe  befindliche  wagrechte  Mag- 
netnadel um  einen  Winkel  aus  dem  magnetischen  Meridian  ab- 
lenkt, aus  dessen  beobachteter  Weite  man  die  jedesmalige  Stärke 
dieses  Stromes  zu  berechnen  vermag.  Bei  Beobachtungen  mittels 
der  Tangentenboussolen  wird  die  Ebene  des  Kreisringes  fest  in 
den  magnetischen  Meridian  gestellt,  bei  jenen  mittels  der  Sinus- 
boussolen dagegen  so  weit  um  den  lothrechten  Durchmesser  ge- 
dreht, bis  die  Nadel  in  die  Ebene  des  Reifes  selbst  zu  stehen  kommt. 

Ursprünglich  stellten  die  Erfinder  dieser  galvanischen  Mess- 
werkzeuge den  Drehpunkt  der  Nadel,  der  wegen  ihrer  Kürze 
immer  in  ihrer  Mitte  zwischen  Nord-  und  Südpol  liegend  ange- 
nommen werden  darf,  in  dert  Mittelpunkt  des  Kreisreifs;  Gau« 
gain  (1853)  richtete  ihn  jedoch  verschiebbar  in  der  (/.u  seiner 
Ebene  senkrechten)  Axe  des  Kreisreifs  ein.  Diese  letztere  allgemei- 
nere Einrichtung  will  ich  in  vorliegender  Abhandlung  auch  bei 
den  Sinusboussolen  dergestalt  voraussetzen,  dass  hei  ihrem 
Gebrauche  die  Nadel  zur  Ebene  des  Stromringes  parallel  zu 
stehen  kommen  solle. 

Für  die  gewohnlichen  Galvanometer,  bei  denen  der  Dreh- 
punkt der  Magnetnadel  mit  dem  Mittelpunkte  des  Stromkreises 

i  heil  xxxiv;  3 
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zusammenfällt,  hat  Herr  Oberlehrer  Dr.  HKdenkamp  (im  Archiv 
1854,  23.  Theü,  S. 217-223)  die  allgemeine  Berechnung  der  Strom- 
stärke genügend  skizzirt:  für  Gaugain's  Tangenten bous- 
8ole  aber  hat  vornehmlich  Bravais  (in  den  Annales  de  Chi- 
roie  et  de  Phys.,  1853,  3.  ser.,  vol.  38,  pag.  301—311)  die 
analytische  Untersuchung  elegant  and  vollständig  durchgeführt. 
Im  Folgenden  sollen  nun  die  allgemeinsten  Messwerkzeuge  dieser 
Art  rechnend  erforscht,  sohin  die  Annahmen  gemacht  werden : 
1)  dass  der  Dreh-  oder  Mittelpunkt  der  Nadel  wo  immer  in  einer, 
gegen  den  beliebig  geformten  Stromreif  unwandelbaren  Stellung 
stehe,  und  2)  dass  während  aller  Beobachtungen  an  Tangenten - 
boussolen  die  Ebene  des  Stromringes  unter  einem  bestimmten 
Neigungswinkel  gegen  den  magnetischen  Meridian  fest  stehen  ge- 
lassen werde,  hingegen  bei  Benutzung  von  Sinusboussolen  beim 
Ablesen  der  Stellung  der  Magnetnadel  diese  mit  der  Strom  «Ebene 
oder  mit  dem  zu  ihr  parallelen  Durchmesser  des  unterhalb  der 
Nadel  angebrachten  und  in  Grade  getheilten  Vollkreises  einen 
bestimmten  (immer  gleich  bleibenden)  Winkel  einschliesse. 

Als  höchst  merkwürdiges  Ergebniss  aus  meinen  Rechnungen 
glaube  ich  die  bisher  nicht  bekannte  Wahrheit  hervorheben  zu 
dürfen,  dass  bei  der  Sinusboussole  die  Stromstärke 
jederzeit  dem  Sinus  des  Ablenkungswinkels  der 
Magnetnadel  aus  dem  magnetischen  Meridian  streun 
proportionirt  ist,  es  mag  der  Stromring  in  seiner  leth* 
rechten  Ebene  was  immer  für  eine  krumme  Linie  bilden, 
der  Drehpunkt  der  Nadel  hinsichtlich  des  Stromringes  und  seiner 
Ebene  wo  immer  fest  stehen  und  bei  der  Beobachtung  der  end- 
lichen Nadelstellung  diese  mit  der  Ebene  des  Stromreifs  was 
immer  für  einen  bestimmten  unveränderlichen  Winkel  machen. 


1. 

Allgemeine  Bestimmung  der  Einwirkung  eines  elek- 
trischen Stromleiters  auf  einen  raagne  tisirten  Punkt. 

I.  Sei  AB  (Taf.  I.  Fig.  I.)  ein  beliebig  gestalteter  linearer 
Leiter  eines  elektrischen  Stromes,  der  auf  einen  roagnctisirten 
Punkt  N  einwirkt.  Im  Punkte  M$  am  Ende  des  Leiterbogens 
AM~sf  beginne  das  Strom-Element  MM'=zdst  welches  gegen 
dessen  Abstand  von  N,  nemlich  gegen  N3f=r,  unter  dem  Win- 
kel 0  geneigt  ist.  Des  Stromes  Stärke  (Intensität)  sei  t,  des 
Punktes  TV  Magnetismus  m,  die  specifische  (eigenthfimliche)  be- 
ständige Wechselwirkung  der  Elektricltät  und  des  Magnetismus 
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s;  dann  geschieht,  gemäss  der  aus  Savart's  und  Biot's  elek- 
tromagnetischen Versuchen  durch  Laplace  abgezogenen  Pro- 
portionalitäten und  Lehren,  die  Wirkung  dp  des  Strorobestand- 
tbeilchens  idt  auf  den  Magnetismus  m  im  Punkte  iV,  nach  der 
auf  der  Ebene  NMM1  (von  r  und  ds)  senkrechten  Richtung  N.dp 
md  mit  der  Starke 

.        ,  '  di.n'wO 
dp=xim — ^5 — , 

oder  wenn  man  abkürzend  xtm  =  fi  setzt,  mit 

♦ 

,  *  Binß.ds 

dp  =11 — ^— • 

II.  In  Bezug  auf  ein  beliebig  wo  aufgestelltes  System  win- 
kelrechter Coordinatenaxen  seien  x,  y,  z  die  Coordinaten  des 
Strompunktes  M\  so  sind  dxt  dy,  dz  die  Projectionen  und 
dx   d*  dz 

ds*  ds'  dt  **'ie  R*cntc0R',nu8 *)  des  Stromtheilchens  tlt. 

ferner  seien  X,  Y,  %  die  Projectionen  des  Strahles  NAt=r 

X     Y  Z 

auf  die  Coordinatenaxen,  also  — ,  — ,  y  die  Richtcosinus  des- 
selben; so  hat  man  für  die  RichHvinkel  er,  ß,  y  der  aal'  €h  und 
r  zugleich  senkrechten  Riehtung  N.dp  der  Kraft  dp  die  Bedin- 
gungsgleichungen 

dx  dy  dz  ~ 

-jg  cosa  +  ^ cos/J  +  ^ cosy  =  0, 

X  Y  2ß 

—  cos  o  +  —  cos  ß  +  —  cos  y  =  0 , 

uod  sonach  die  Proportionen 

cos«  coaß  cosy   1 

1  di  *  dy~  TL^  tix  _X  rfr^X  dy     Y  dx  sinß 

r  rfi     r  dir      r  dt      r  7&     r  dt  ~~  r  d* 

Demgemaas  zerfallt  die  Elementarkraft  dp  in  die  drei  zu  den 
Coordinatenaxen  parallelen  Componenten 

dp.cona,   dp.cosß,   dp. cosy 
und  folglich,  wenn 


•)  Cocinut  der  Richlwinlret  der  Bertihningalinie  am  Punkte  M  der 
Kremmen  Aß,  d.  i.  der  Winkel  der  pokitiven  Richtung  dieser  Geradrn 
■il  de«  positiven  Richtungen  der  Axen  der  X,  jr,  %. 

3* 
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x,  r,  z 

die  eben  so  gerichteten  Componenten  der  vereinten  oder  Gesammt- 
Wirkung  P  des  ganzen  Stromleiters  AB  auf  den  tnagnetisirten 
Punkt  N  bedeuten,  hat  man 

X  =fdp.  cos  « ,    Y= fdp .  cos  ß,   Z  =zfdp .  cos  y ; 

oder  wenn  man  nach  Obigem  die  Richtcosinus  ausdruckt: 

_        pYdz  -  %dy 

X=llJ  F-"-*' 

>Zdx-Xdz 


r3 


wobei  selbstverständlich  die  Integrationen  über  die  ganze  Aus- 
dehnung des  Stromleiters  AB  sich  erstrecken. 

Hierin  ist  bekanntlich  auch  noch 
und  die  Coordinaten  des  magnetischen  Punktes  N  sind  r 

* 

2. 

Einwirkung  des  Stroms  auf  eine  19 agnetnadel. 

Denkt  man  sieb  den  Magnetismus  einer  Magnetnadel  blos  in 
ihren  beiden  Polen,  dem  Nordpole  N  und  dem  Sfldpole  8,  an- 
gehäuft; so  mögen  fiör  jenen  Nordpol  die  bisher  allgemein  für 
einen  magnetischen  Punkt  N  angenommenen  Grossen  und  abge- 
leiteten Ausdrücke  gelten,  för  diesen  Sudpol  5  aber  die  gleich- 
namigen  Grössen  je  mit  einem  Striche  (Accent)  unterschieden 
werden.  Dann  findet  man  die  Componenten  der  elektromagneti- 
schen Wirkung: 


/Wdx— 



Y'dx—Vdy 
TL*  dt 


» 


X'dy-It'dx, 
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für  rJ=  SU  den  Ausdruck 

und  des  Südpols  Coordinaten: 

y-Y', 

Wirkung  des  Erdmagnetismus  auf  die  Magnetnadel 
und  Gleichgewicht  zwischen  den  beiderlei  Wirkungen. 

Auf  die  Magnetnadel  oder  auf  ihre  beiden  Pole  wirkt  auch 
noch,  und  zwar  ununterbrochen,  der  Magnetismus  des  ganzen 
Erdkorpers  —  der  Erdmagnetismus  —  nach  einer  gewissen 
Richtung  und  mit  einer  Stärke,  welche  beide  auf  die  Dauer  der 
anzustellenden  Messbeobachtungen  jedesmal  fär  unveränderlich 
angesehen  werden  dürfen.  Seien  u,  v,  tc  die  Richtcosinus  der 
positiven  Richtung  dieser  Axe  der  erdmagnetischen  Kraft,  und  sei 
J  die  Stärke  des  auf  die  Einheit  des  Magnetismus  einwirkenden 
Erdmagnetismus,  also  Jm  und  Jm'  seine  Wirkungen  auf  den  Nord- 
und  Südpol  der  Nadel,  endlich  seien 

U,  F,   W  die  Componenten  des  auf  den  Nordpol 

und  U',  V,  W   „  „  „     „     „  Südpol 

wirkenden  Magnetismus,  so  gelten  bekanntlich  die  Proportionen: 

Jm:  ü:  V:  W  =  Jm'i  U':  V'x  W'  =  l:ti:p:to, 

welche  zur  Ausdrückung  dieser  Kraftcoroponenten  dienen. 

Zwischen  den  Einwirkungen  des  elektrischen  Stromes  und 
des  Erdmagnetismus  auf  die  Magnetnadel,  welche  um  eine  unver- 
rückbare Axe  sich  zu  drehen  vermag,  muss  nothwendig  im  Augen- 
blick des  Ableseos  des  Standes  der  zur  Ruhe  gelangten  Nadel 
Gleichgewicht  herrschen.  Es  muss  demnach  sowohl  die  Summe 
der  Projektionen  aller  auf  die  Nadel  einwirkenden  Kräfte  auf 
diese  feste  Axe,  als  auch  die  Summe  der  Drehmomente  sämmt- 
Heber  dieser  Kräfte  um  dieselbe  standfeste  Axe  einzeln  verschwinden. 

4. 

Abschweifung  (Digression)  auf  eine  allgemeine  Zusam- 
mensetzung von  Kr&ften  an  einem  Systeme  von  Stoff- 
punkten. 

Da  erwähnte  Gleichgewichtsbedingungen  in  den  Lehrbüchern 
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der  Statik  immer  mir  beschränkt,  nemlich  Mos  fUr  den  Fall,  w 
man  die  feste  Axe  zu  einer  Coordinatenaxe  gewählt  hat,  ab- 
gehandelt werden;  so  wollen  wir  sie,  und  ihr  entsprechend  die 
allgemeine  Zusammensetzung  von  beliebigen,  auf  ein  System  von 
Stoffpunkten  einwirkenden  Kräften,  mittels  Zerlegung  nach  einer 
willkürlichen  Axe  hier  kurz  vornehmen. 

I.  Sei  eine  Krallt  P  am  Punkte  x,  y,  z  thfttig  und  in  ihre 
drei  winkelrechten  Coordinaten  Xt  Yt  Z  zerlegt;  ferner  sei  eine 
feststehende  Axe,  deren  Richtcosinus  zu  a,  b,  c  proportionirt 
sind»  durch  einen  festgestellten  Punkt  xxyxZi  geführt,  also  ihre 
Gleichungen : 

x  —  xx  y—yx  

a     ~     b    —    c  9 

«retin  xyz  laufende  Coordinaten  vorstellen.  Wir  zerlegen  nun 
die  Kraft  P  parallel  und  senkrecht  zur  standfesten  Axe  in  die 
Kräfte  P'  und  P" ,  oder  wir  suchen  ihre  Projectionen  P'  und  Pm 
auf  diese  Axe  und  auf  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene. 

Setzt  man  abkürzend 

a*  +  6*  +  c*  =  A*, 

und  nimmt  h  positiv  an,  so  sind  ^  die  Richtcosiuus  der 

standfesten  Axe,  folglich  ist  die  erste  Prnjection: 

d>     v"  i  vb  i  vr  uX+bY+cZ 
^-Äh  +  Yh  +  ZÄ  =  h~~' 

Die  auf  ihr  senkrechte  /weite  Prnjection  ist  sonach: 

p»  _  V" pn—p^  =  J-  V(Ä*+  r«+Z«)  (aHb*+c*)-(aX+b  K+cZ)» 


oder 


/»=]  v[(bZ-cF)*  +  (cX-aZ)*  +  (aK-6X)»]. 


Diese  Krallt  strebt  die  Drehung  ihres  Angriffspunktes  um  die 
ständige  Axe  an,  mit  einem  Drehmomente  (einem  Drehbestreben) 
=  P"p ,  wenn  p  den  senkrechten  Abstand  der  Richtung  der  Kraft 
/*"  oder  der  Kraft  P  von  derselben  Axe  vorstellt. 

Dieser  Abstand  p  ist  aber  die  Projection  jedweder  Verbin- 
dungsstrecke der  genannten  zwei  Geraden,  also  auch  der  vom 

Punkte  xt  yx  z%  zu  x  y  z  hin  gehenden  Strecke,  oder  ihrer  drei 
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winkelrechten  Projektionen  *t=?£,  y— j>i  =  i?,  z— zt  =  i;  auf 
jede  su  den  beiden  angeführten  Riebtungen  zugleich  senkrechte 
Gerade.  Nun  sind  die  Richtcosinus  der  Richtung  der  Kraft  P 
proportional  zu  X,  F.  Z,  jene  der  festen  Axe  proportional  zu 
a,  b,  c,  mithin  sind  die  Richtcosinus  ihrer  gemeiosebaftücbeti 
Senkrechten  proportional  zu 

bZ — cF,   cX  —  aZ,   aY.  —  bXt 

und  sonach  ist  der  fraglicbe  senkrechte  Abstand: 

„6Z—  cY  ,    cA— oZ  ,  .uY—bX 
*  =  *  +  *  TJ="'"~  +  *  "  hP"  ' 

DemgemHss  ist  endlich  das  Drehmoment  der  Kraft  P  oder  die, 
im  Abstände  1  und  auf  der  Axe  senkrecht  drehend,  ihr  gleich* 
wirksame  (äquivalente)  Kraft: 

l"l>=»JttT--*Z)  +  !(|Z-£*)  +  £(^-$F). 

II.   Seien  nunmehr  an  einem  starren  Systeme  von  Stoffpunk- 

ten(xyz),  fai/xii),  (x9  ya  *»)  ••••  Kräfte  P,  Plt  P%   oder 

ihre  Componentcn  (X,  Y,Z),  (Xlt  Flf  Zt),....  angebracht.  Da 
zerfallt  jede  dieser  Kräfte  in  eine  zur  Axe  gleichlaufende  Kraft 
und  in  ein  auf  der  Axe  senkrechtes  Drehmoment,  folglich  das 
ganze  Kräftesystera  in  das  System  der  Parallelkräfte  P,  P^,  P^,.... 
und  in  das  System  der  Drehmomente  P"p,  /VVi»  /V/P*»*#*' 
Ersteres  System  hat  zur  resultirenden  Kraft  R1  die  Summe 

wirksam  am  Punkte  (je»*)»  bestimmt  durch  die  auf  die  Ebenen 
yz,  xx,  xy  bezogenen  Momentengleichungen: 

„aX  +  bY+cZ  .     a£Xx  +  bZYx  +  c2Zx 
Rt-S  Ä  *=  Ä  • 

R"=Z  h  »=  A  

* 

_aJT+  6  F+  cZ  .     aZXz  +      Fi  +  c-2Zz 
Äj  =  2:         j  z  =  ä  ; 

das  andere  System  dagegen  hat  zum  resultirenden  Drehmomente 
R"t  die  Summe: 
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R"t  =  /*  >  +  Pk  "n  +  /y*y  + . . . . 

III.  Indem  «vir  die  sonstigen  leichten  Wahrnehmungen  und 
Schlussfolgen  dem  Leser  uberlassen,  benätzen  wir  hier  nnr  fol- 
gende. Sollen  sämmtliche  erwähnte  Kräfte  an  dem  starren  Systeme 
der  Stoffth eilchen,  mit  Hilfe  der  befestigten  Axe  nnd  zwar  in- 
sofern im  Gleichgewichte  stehen,  dass  blos  die  von  den 
Kräften  angestrebte  Drehung  des  Systems  um  diese  Axe  auf- 
gehoben werde,  so  muss  offenbar  das  resultirende  Drehmoment 
Rur  zu  nichte  werden,  also 

sein.  Sollten  sie  dagegen  an  einem  festen  Punkte  (xxylzl) 
dermassen  im  Gleichgewichte  stehen,  dass  die  Drehung  um  je- 
derlei durch  diesen  Punkt  denkbare  Axe  (a,  6,  c)  behoben 
»verde;  so  muss  diese  Gleichung  fär  alle  Werths  der  drei  von 
einander  unabhängigen  Grossen  a,  6,  c  bestehen,  also  jeder 
ihrer  Multiplicntoren  verschwinden,  nemlich  gleichzeitig  sein: 

£(£F-ijZ)  =  ö,  zaz-tx)=o,  Z(vX-tr)  =  0. 

5. 

Verwendung.  Bedin gn issgl eichung  für  die  Gleich- 
gewichtsstellung der  Magnetnadel  am  Galvanometer. 

I.  Da  die  galvanometrische  Magnetnadel  um  eine  feste  Axe 
sich  dreht,  so  seien  xx  yt  z(  die  beständigen  Coordinaten  ihres 
Drehpunktes  C,  und  die  Hichtcosinus  dieser  Drehungsaxe  pro- 
portionirt  zu  den  Beständigen  a,b,c.  Dann  sind  (gemäss  Art.  1. 
und  3.)  am  Nordpole  N,  dessen  Coordinaten  wir  gleich. 

x  =  x  —  X,  y  =y  —  Y,  z  =  x  —  * 

fanden ,  die  Kraftcomponenten 

X+U9    F+F,  Z+TF 
thätig,  und  die  Projectionen  der  nordlichen  Nadelhälfte  CW=  L  sind : 

|  =  x  —  X\  —  x  —  X  — X\, 
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Eben  so  sind  am  Südpol©  S,  dessen  Coordinaten  wir  gleich 

fanden,  die  Kraftcoroponenten 

F+F',  Z'+W 
thätig,  und  die  Projectionen  der  südlichen  Nadelhälfte  CS=L*  sind: 

■ 

II.  Mithin  übergeht  die  vorige  allgemeine  Bedingungsgleichung 
für  die  Drehmomente  in  dem  gegenwärtigen  Falle  des  Gleichge- 
wichts der  galvanometrischen  Magnetnadel  in  nachstehende : 

+  6[*(Z  +  HO-  «Z+  O)  +  |'(Z'  +  Ff'O- VW  +  ÜO] 

+  ch(X+JÜ)-{(r+  F)  +        +     -!'(**'+  F')]=0, 

welche  zur  Bestimmung  der  fraglichen  Stromstärke  i  aus  der  beob- 
achteten Ruhestellung  der  Magnetnadel  dienen  wird. 

III.  Beachtet  man  noch,  dass  man  den  Drehpunkt  C  die- 
ser Nadel  jederzeit  mit  dem  Nordpol  N  und  Südpol  5  in  einer 
Geraden  liegend  anzunehmen  pflegt,  so  gelten  noch  die  Pro- 
portionen : 

F'-?=F=r< 

IV.  Die  nördliche  Hälfte  CN=zL  der  Magnetnadel  mache 
nit  ihrer  Drehungsaxe  (a,  6,  c)  den  beständigen  Winkel  v,  so  ist 

a  £     b  fj     c  f 

Die  durch  die  Nadel  und  ihre  Drehungsaxe  gehende  bewegliche 
Ebene,  deren  Normale  sonach  (wie  in  Art.  1.)  die  veränderlichen 
Richtcosinus 

■ 

o?~cty  cij— n£  (irj  —  bh, 
£E3öV    ALsinV  hLsmv 

hat,  weicho  aus  einer  standfesten  solchen  Ebene,  deren  Normale 
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die  ständigen  Richtcosinas  A,  B,  t\  gebunden  «a  die  Bedio- 
gang8gleichungen 

J*  +  #*  +  C*=l, 

Aa  +  Bb+Cc  =  0, 

haben  raSge,  um  den  Winkel  d  ab,  so  ist: 

*  b£~~j?ij       c$-at  aV—b$ 

cosJ-Ü^^  +  ÄLsln^Ä+ÄLsinvC- 

Sobin  bat  man  zur  Ausdrückung  der  £,  ij9  £  durch  X»,  v,  d  die 
Bestimmungsgleichungen : 

*  at,  +  br]  +  c£  =  AL  cos vf 

(£c  —  Co)  £ + (Cfc—  Je)  *i  +      — tfa)f=  ALsin  vcos*. 

$•  +  1?* +  = 

und  sooach  bleibt  der  Ablenkungswinkel  6  als  alleinige  Grund- 
veränderliche  übrig,  von  welcher  die  in  p  und  fi'  als  Factor  ent- 
haltene fragliche  Stromstärke  i  eine  auszumittelnde  Function  ist. 

6. 

Vereinfachungen   der   aufgestellten   Ausdrücke  und 

Bestimmungsgleicbungen. 

I.  Gewöhnlich  liegt  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  mit- 
ten zwischen  deren  Nord-  und  Südpol,  daher  ist: 

L'  =  —  L  und  sonach     =  —      V  =  —  ij,  — 

und  sonach  wird  die  Bedingungsgleichung  des  Gleichgewichtes 
(Art.ö.)* 

II.  Wählt  man  die  feste  Drehungsaxe  der  galvanometrischen 
Magnetnadel  zu  einer  Coordinatenaxe,  etwa  zur  z-Axe,  so 
muss,  weil  auf  ihr  die  x-  und  y-Axe  senkrecht  stehen,  a  =  0, 
6=0  sein  und  blos  c  willkürlich  bleiben.  Dann  übergeht  diese 
Bedingungsgleichung  in 

n(x-  x* + 17-  öo-  H  r-  V+  V~  FO  =*0. 
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und  die  Bestimraungsgleicbungeii  von  |,  if,  £  in  Art  5.,  IV.  ver 
wandeln  sieb  in: 

i 

,  £=Lcosv, 

B\—Ai\  =  Xslnvcoso', 

wobei  noch  Cc=0,  also  C=0  uad  ifM  #*=1  ist 

III.  Die  Magnetnadel  pflegt  man  jederzeit  so  vorzurichten, 
dass  sie  auf  ihrer  Urodrebungsaxe  senkrecht  steht,  also  v=90° 
ist   Dann  bat  man: 

£=0,   BZ-Afi  =  Lcos6,   |»  +  i?*=L» 

IV.  Nimmt  man  die  willkürlich  festzustellende,  durch  die 
Drehungsaxe  gehende  Ebene  (A,  B,  C)  zur  Ebene  der  yx,  so  kommt 
zu  C  =  0  noch  A  =  ±l ,  B  =  0.   Wählt  man  A— — 1,  so  wird: 

£  =  Z,sii.<J=— |',   t/  =  Lco8  =  Z=0=—L', 

und  sonach  die  Bedingungsgleichung  fär's  Gleichgewicht: 

A'  +  C7-l70cosd=(F-F'+  V-V)8\n9. 

V.  Da  die  Magnetnadel  wie  jeder  andere  Korper  der  Schwer- 
kraft unterworfen  ist,  so  lässt  man  sie  am  fliglichsten  wagrecht 
schweben  und  in  wagreebter  Ebene,  der  xy- Ebene,  sich  drehen, 
wonach  ihre  Drehungsaxe,  diez-Axe,  lothrecht  wird.  Dann 
kann  man  die  ebenfalls  lothrechte  yz  -  Ebene,  von  der  aus  man  die 
Ablenkungswinkel  fl  zählt,  entweder  in  den  astronomischen  oder 

—  was  wir  hier  thun  werden  —  in  den  magnetischen  Meri- 
dian verlegen,  dabei  zugleich  die  positive  Richtung  der  y-Axe 
nordwärts  und  die  positive  Richtung  der  ar-Axe  ostwärts 
laufen  lassen. 

Bedeutet  da  T  die  wagrechte,  längs  der  y-Axe  wirksame 
Coroposente  des  auf  den  Magnetismus  1  einwirkenden  Erdmagne- 
tismus J,  so  ist  nach  der  (in  Art  3.)  gewählten  Bezeichnung: 

J:T=l:v,  also   T=Jv  und  JmiV=l:vt 

mithin 

V  =  Jmv  =  Ttn  und  ebenso  V*  =  7W. 

Zugleich  ist,  da  die  Richtung  von  J  im  magnetischen  Meridian 

—  der  yz*  Ebene  —  liegend  auf  der  ar-Axe  senkrecht  steht,  der 
Cosinus  u  =  0  folglich  auch  C7z=0  und  ü'  a  0. 

» 
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( A—  X') cos*  -  ( F  —  F')  sin  (5     7>i  -  m')  sin  5. 

Gewöhnlich  und  mit  Recht  nimmt  man  den  Magnetismus  W  des 
Südpols  jenem  m  des  Nordpols  gleich  an  Grösse,  aber  entgegen- 
gesetzt in  der  Beschaffenheit  an,  nemlich  m'  =  — m.  Dann  wird 
letztere  Gleichung: 

(JTcosa-  FsinÄ)— (X'cosd—  F'sin«)  =  2mTsind 

und 

VI.  Stellen  wir  noch,  mit  Rucksiebt  auf  die  Artikel  1.  und  2., 
zur  Abkürzung: 

JCcos<5-F8ina     „    A'cosd-  F'sind  ■ 

 —  Ii  f  /  U  f 

so  fibergeht  letztere  Bedingungsgleichung  in: 

und  sofort  erhält  man  för  die  Stromstärke  i  allgemein  deren 
umgekehrten  Werth: 

1       H+  H* 


J— x  2 

Aus  dem  Absätze  IV.  und  aus  Art.  5..L  findet  man  nunmehr: 
X=x — xx  —  Lsind,  TL'z=x — xx  -f  Zusind, 

Y=y— ^  — Lcosd\  Y'=y  —  yt  +  Lcos<5, 

daher: 

r«=(ar-a:1)«  +  (3r-y1)«  +  (*-21)*  +  2JL(ic-6)  +  X», 

wenn  man  abkürzend  setzt: 

«sind  +  y  cos  d  =  tc, 
sin<5  +  y,  cosd  =  0, 

nemlich  mit  tu  und  6  die  Projectionen  der  Strahlen  03f  und  OC 
auf  die  Magnetnadel  bezeichnet. 

Schreibt  man  die  Ausdrücke  von  X,  Y  des  Art.  1.  und  dann 
obige  von  X,  T,  Z  in  jene  von  H,  so  erhält  man  erst: 


:7Vm6\ 


uiyiiizeo  uy 
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/»QKsin  8  -f  ¥  cos  3)  rix— » (Arstn  d  -f  dy  cos  3) 


und  danach : 


(10— 6-»  L)  dz— (i-xj  dto 


mithin,  wen?  man  Z,  in  —L  umtauscht, 

J  ri% 

Dies  sind  nun  die  allgemeinsten  Ausdrücke  der  Hilfsgrfissen 
H  und  H'  durch  die  laufenden  Coordinaten  x,  y,  %  der  Linie  des 
Stromringes,  welche  überhaupt  wohl  auch  uneben  (doppelt  ge- 
krümmt) sein  konnte.  Kennt  man  demnach  von  dieser  Linie  zwei 
Gleichungen  in  xt  y,  z,  so  kann  man  mittels  ihrer  zwei  der  Coor- 
dinaten durch  die  dritte  oder  alle  drei  durch  eine  passliche  vierte 
Hilfsveränderliche,  also  durch  selbe  auch  die  Integrande  in  //  und 
H'  darstellen,  die  danach  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Strom- 
reifs integrirt  werden  müssen. 

Anmerkung.  Eine  andere  interessante  Darstellung  der  Hilfs- 
grusse  H  wäre  noch  folgende.   Setzt  man  oben 

X  sin  i  +  Y.  cos  d = T , 

also 

T  =  (a— x,)sin<5-f  (y—  y,)cosd— L=tc— 6  — L, 

so  ist 

dT  =  dx.sini  +  dy.cosö, 
folglich,  da  auch  noch  dli  =  di  ist,  erhält  man: 


7. 


Stromlinien  in  scheitelrechten  Ebenen. 

Lenken  wir  jetzt  auf  die  bei  Galvanometern  vorkommende 
Beschaffenheit  des  Stromringes  ein,  dass  er  nemlich  (Taf.I.  Fig. II.) 
eine  in  einer  Scheitel-  oder  lothrechten  Ebene  enthaltene  geschlos- 
sene Linie  AB  AB'  sei  und  dass  diese  Ebene  um  eine  lothrechte 
Axe,  die  wir  zur  s-Axe  bestimmen,  sich  drehen  lasse.  In  dieser 
Ebene  erfassen  wir  noch  als  eine  fernere  oder  Hilfsaxe,  die  auf 
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derselben  x- Axe  senkrechte  Einschnittslinle  OA  der  Stromebene 
in  die  wagrechte  Ebene  der  xy,  und  zählen  auf  ihr  vom  Coordi- 
natenursprunge  O  aus  eine  neue  Hilfscoordinate  /  des  laufenden 
Punktes  M(x,  yf  z)  im  Stromreife.  Dann  sind  in  dieser  drehba- 
ren Stromebene  t  und  z  die  beiden  zusammengehörigen  Coordi- 
naten  dieses  Punktes,  zwischen  denen  sonach  für  die  gewählte 
Gestalt  der  Stromlinie  eine  eigentümliche  Gleichung,  wie 

f(f,  x)  =  0  oder  z=/tt), 

besteht. 

Tritt  die  Stromebene  aus  dem  magnetischen  Meridiane  (der 
yz- Ebene),  oder  die  t- Axe  aus  der  y-Axe  um  den  Winkel  yOA=t 
heraus,  so  sind  die  zwei  ursprünglichen  Coordinaten  x,  y  des 
Punktes  M  die  Projectionen  der  neuen  Coordinate  t  auf  die  Axeo 
der  x  und  y,  also 

x  22  t sin  6,   y  =  fcoss; 

daher  wird 

w—t  cos  (d— e). 

Dieser  veränderliche  Winkel  8  —  e  wird,  wie  leicht  zu  sehen, 
von  der  (wagrechten)  Magnetnadel  mit  der  scheitelrecbten  Ebene 
des  Strom  rings  gebildet  und  wird  in  den  ferneren  Untersuchungen 
häufig  vorkommen,  weshalb  wir  ihn  eigens,  und  zwar  durch  y, 
bezeichnen  wollen.   Es  ist  sonach : 

d  — e  =  y,   «?  =  *cosvt   dw  —  dt.cosy. 

Der  Drehpunkt  C  (xx  y,  z,)  der  Magnetoadel  NS  erhält  jeder- 
zeit eine  bestimmte  unabänderliche  Stellung  gegen  die  Stromlinie^ 
nemlich  gegen  die  in  ihrer  Ebene  befindlichen  Axen  der  t  und  z, 
so  wie  gegen  die  durch  den  Coordinatenanfang  O  gehende  nor- 
male Axe  derselben  Ebene  —  die  Axe  der  Stromebene.  Es 
sei  demnach  der  (zur  letzteren  Axe  gleichlaufende)  Abstand  die- 
ses Drehpunktes  von  der  Stromebene  =/>,  sein  Abstand  von 
derselben  Normalaxe  =zE  und  seine  Erhöhung  über  die  wag- 
rechte  xy-Ebene  =F;  so  bleiben  diese  seine  drei  Coordinaten 
nnge&ndert,  wie  sich  auch  die  Stromebene  um  ihre  lothrechte 
j-  Axe  herumdrehen  möge.  Projicirt  man  nun  den  in  der  .ry- Ebene 
enthaltenen  Coordinatenzug  der  D  und  E,  welche  mit  der  x-Axe 
die  Winkel  — e  und  —  f +  90°  machen,  auf  diese  Axe  und  ihre 
Normale  (die  y-Axe),  so  hat  man  ftlr  den  Drehpunkt  C  die  Ur- 
coordioateo : 

Xi  =    Z)  cos  £  +  JE  sin  i, 
yi  =  -/>sini  +£cos« 
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H  =  F. 

Schreibt  man  sofort  diese  Ausdrücke  in  Art.  6.,  VI.  ein,  so 
findet  man: 

6  =  Deiny  +  Ecosy, 
to—b  =  (<—£)  cos  y  —  Z)  sin  y, 
x  — xx  =  ({ —  £)sioc — Dcoss, 
y  —yi  =  (<— £)cosf  +  Daint, 
%  —  Xj  =  x — f\ 

r»  =(<-£)»+  !>«+(*— F)*-2L[(«— £)cosy-Z>8iny]  +  /,» 
=  «    £_  X  co.  y)«  +  (0  +  L  sin  y)*  +  (z~ F)\ 

Setzt  man  noch  zur  Abkürzung: 

■ 

Ö+Lsiny  =  ^,   £  +  icosy  =  Ä, 

so  wird 

r»  =  ^+  (<—  A)*  +  (*— F)* 

und 

„      /°  (td  z —zdQ  cos  y — (6  +  X)  rfx  +  Fcos  y .  </* 
H=J   ^  

welche  beide  Grossen  r  und  ff  man  sich,  vermöge  der  angefahr- 
ten, zwischen  den  Coordinaten  t  und  z  bestehenden  Gleichung  der 
Stromlinie  nur  durch  eine  dieser  Veränderlichen  ausgedruckt  zu 
denken  hat. 

Denk!  man  sich  nunmehr  z  durch  t  ausgedrückt  und  die  an- 
gedeutete Integration  nach  der  Grundveränderlichen  t  innerhalb 
ibrer,  bezüglich  der  ganzen  Ausdehnung  des  Stromringes  festzu- 
stellenden bestimmten  Grenzen,  etwa  von  t  =  bis  t=t\  vollzo- 
gen, so  muss  das  fertige  Integral  H  an  der  Stelle  von  t  die  be- 
ständigen Grenzwerthe  *o  und  tlt  also  nur  noch  die  Veränderliehe 
y  enthalten  und  kann  sohin  als  Function  von  y  und  L,  nemlich 
//=  f(y,  L)  angesehen  werden. 

Dann  ist 

Ä'  =  fty,  -L) 

und  sonach : 

1     f(y,I>)  +  f(r,-Z.)      %  _ 
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Wenn  man  daher,  nie  bei  der  ablieben  Siuosboussole,  die 
wagrechte  Magnetnadel  mit  der  scheitelrechten  Stromebene  gleich- 
laufend oder  einen  gewissen,  voraus  entschiedenen  Winkel  bil- 
dend stehen  lässt,  folglich  y=  0  oder  diesem  bestfindigen  Win- 
kel gleich  macht;  so  ist  im  Ausdrucke  von  t  Alles,  ausser  dem 
sind,  vom  Winkel  S  unabhängig,  mithin  i  proportionirt  zu  sind. 

Hieraus  folgt  demnach  allgemein  der  Satz: 

Wenn  man  bei  einem  Galvanometer  den  Stromring  in  eine 
(lothrecbte)  Ebene  versetzt,  welche  um  eine  in  ihr  enthaltene  loth- 
rechte  Axe  drehbar  ist  (wie  bei  den  gebräuchlichen  Sinusbousso- 
len), und  wenn  man  diese  Strom -Ebene  bei  jeder  Beobachtung 
so  weit  dreht,  bis  die  wagrecht  schwebende  Magnetnadel  mit 
derselben  Ebene  einen  gewissen  voraus  bestimmten  Winkel,  z.  B. 
0°,  30°,  45°,  90°  o.dgl.  macht;  so  ist  die  Stromstärke  jedenfalls 
streng  proportional  zum  Sinus  des  Ablenkungswinkels  der  Mag- 
netnadel vom  magnetischen  Meridian;  es  mag  der  Stromring  was 
immer  für  eine  geschlossene  ebene  Linie  bilden  und  der  Dreh- 
punkt der  Magnetnadel  was  immer  för  eine  gegen  die  Strom-Ebene 
und  Stromlinie  unverrückbare  Stellung 


Die  Giltigkeit  dieses  Satzes  erheischt  demnach  lediglich  blos, 
dass  der  Stromring  eine  einfach  gekrümmte  (ebene)  Linie  bilde, 
dass  seine  Ebene  lothrecht  und  um  eine  lothrecbte  Axe  drehbar 
sei,  endlich  dass  die  Magnetnadel  wagrecht  schwebe. 


8. 

Stromreife  von  gewählter  Gestalt. 

L   Elliptische  Stromreife.    Strom •  Ellipsen. v 

Weisen  wir  nunmehr  dem  Stromringe  eine  bestimmte  Gestalt 
zu,  etwa  vorerst  die  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  A  und  B  in 
der  t-  und  i- Axe  liegen  mögen,  so  ist  seine  Gleichung: 

Zur  weiteren  Vereinfachung  der  Kechnungsausdn'icke,  vor- 
nehmlich der  in  H  und  W  stehenden  Integrande,  kann  man  nun 
entweder  als  Polarcoordinaten  den  Strahl  OM=R  und  seinen 
Polarwinkel  o>  mit  der  /-Axe  benutzen,  folglich 

i=  Rcos  a>,    z  =  Äsin  <o 
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setzen,  wonach  die  vorige  Gleichung  der  Ellipse  in 

1       cos  fl>*     sin  co* 

übergeht;  oder  man  kann  blos  den  Hilfswinkel  <p  dergestalt  be- 
messen, dass 

^  =cos<p,  also  ^  =  sin  (j) 

ist,  da  dann  die  Gleichung  der  Ellipse  in  die  zwei: 

t—Acosy,   z  =  B*\n<p 

zerfallt.  Die  erstere  Abnahme  ist,  wenngleich  auch  sonst  bei  ande- 
ren Linien  verwendbar,  hier  dennoch  minder  vorteilhaft  als  die 
zweite» 

Diese  zweite  Annahme  gibt  demnach : 
dt  = — Aaiinpdcp,   dz  =  Bco8<pd<p,   tdz  —  zdt  —  ABdcp 

md 

r*=(^co8  9-£;-£,cosy)a  +  (Z)+Lsiny)*  +  (i?sin9)-F)« 
=  Ä*-f  (Z>  +  Lsiny)*  +  (F-f  Lcosy)»  +  F*  —  2,4(F  +  Lcosy)coso> 

—  2#Fsin  <p  +  {A*  -  B*)  cos  tp\ 

Die  lu*r  B  vorzunehmende  Integration  muss,  weil  sie  sich  Ober 
den  vollen  elliptischen  Stromring  erstrecken  soll,  von  f= — A  bis 
t=  +  A  und  von  da  wieder  bis  /  —  —  A,  also  von  <p=  —  n  bis 
9=0  und  von  da  noch  bis  qp=-|-jr  ausgeführt  werden.  Sonach 
findet  man,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 

^  4cosy  =  a 

setzt, 

/»*  Ä(a-(6  +  £)co89]-aF8ino? 


-  w 


,  indem  man  L  in  —L  umwandelt: 

H*—~j*n  ^?[q-~(^  —  IQcosy]  — oF a'ny^ 


—  w 


+  (D  -  L sin  y)* -f  (£  -  Z,cos y)a  +  ^*  -  2.4  (F -  L  cos y)  cos  <p 
-2ÄFsm*  +  M*-B*)eos9>*. 


Th.il  XXXIV. 


60  Matzka:  Allgemeine  Berechnung 

Nun  könnte  man  die  Differential-Coeföcienten  dieser  Integrande, 
weil  sing>  =  (l  — cosg>2)i  ist,  in  eine  nach  den  steigenden  Poten- 
zen von  cosqp  fortschreitende  unendliche  Reibe  unter  der  Vor- 
aussetzung entwickeln,  dass  die  Bedingnisse  ihrer  Convergenz 
erfüllt  seien ;  da  man  dann  nur  Integrale  von  der  Form 

I      cos<pkdcp  =  2  I      cos  <pkd<p 

o 

auszuwerthen  hätte,  welche  för  gerade  &=2n: 

/*        *  j      nPn       «...      1.3.5....(2n-l)0      /n— 4\„ 
cos^=2/     cos^=^  4  6;    2j2«=(  n  )2n. 

-M  0  • 

und  für  ungerade  k  =  2fc  -f  1 : 

*  cos =  2^  *  cosp*«+l  d<p  =  0 


—  n 


geben.  Indess  durfte  von  den  Ergebnissen  dieser  schwierigen 
Entwicklung  wohl  kaum  je  ein  ernster  Gebrauch  gemacht  werden. 


9. 

Fortsetzung.    Verlegung  der  Magnetnadel  in  die  wag- 
rechte Coordinatenebene. 

Weil  erwähnte  Schwierigkeit  hauptsächlich  durch  die  Anwe- 
senheit des  sin <p  im  Integrand  von  H  hervorgebracht  wird,  so 
wird  man  trachten,  denselben  zu  beseitigen,  was  offenbar  dadurch 
bewerkstelliget  wird,  dass  man  die  Erhobung  F  des  Drehpunktes 
oder  der  ganzen  Magnetnadel  selbst  Ober  die  wagrechte^  Ebene 
der  xy  zu  Null  macht,  folglich  am  Galvanometer  die  Einrichtung 
trifft,  dass  die  Magnetnadel  in  der  wagrechten  Ebene  xy  der 
wagrechten  Axe  2A  des  elliptischen  Stromringes  schwebt. 

Setzen  wir  demnach,  bei  der  Annahme,  dass  F=0  sei,  zur 
Abkürzung: 

* 

£  +  £cosy  =  A,    E—  £cosy  =  A'; 
/)  +  Lsiny  D  —  Lsmy^g4 

und 
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*o  sind  g,  A  in  der  wagrechten  Coordinateu- Ebene  die  auf  die 
f-Axe  und  die  Axe  der  Strom -Ebene  beziehlichen  Coordinaten 
des  Nordpols  der  Magnetnadel,  /  ist  der  Abstand  dieses  Nord- 
pols vom  höchsten  Punkte  der  Strom -Ellipse,  und  g' ,  A',  f 
bedeuten  AebnJiches  för  den  Sudpol  der  Nadel.  Pemgemäss  er- 
halte» wir: 

r*  =  f*  —  (2 4h cos  dco*(p*), 
rii  =  fi%  _  (2^A'  cos  o>  -+  A  cos  <p*) , 

und,  weil  jetzt  in  ff  und  ff*  der  Differentialcoeflicient  durch 
Umwandlang  von  <p  in  — q>  keine  Abänderung  erfahrt, 


o 

ff'  =  2B J* 


71  a  —  (o  -f  L)  cos  9 
 ,S  «V 

o 


*  a— (6  —  I/)  cos«p  . 

 -7«  C/qo. 


So  lange  im  Ausdrucke  von  r*  noch  die  zweite  Potenz  von 
co«<p  vorkommt,  dürfte  die  Ausführung  der  bevorstehenden  Inte- 

1 

Ration  nur  dadurch  ermöglicht  werden,  dass  man  -g  nach  den 

steigenden  Potenzen  von  cos tp  entwickelt.  Thun  wir  dies,  so 
erfolgt : 

1     1      3  (2i4Acosg>-Mcos<p*)    3.5  (2/*Acosg>-f  /fcos©2)* 

?=r +2 -  r  +2.i  ~ — p  

,  3^.7.9  .QiJAcaay^^cosyV  .  3.5... 11  (24Acosy+  ^cosy*)* 

+  * 
1  . . . . 

1     3  2^A  r3  ^     3.5  (2^A)«-i 

=/^+2  7*"cos<p+L2  -77- 

#  P3-5  2  2i*A.^    3.5.7.9  (2i4A)»n 

,  r3.5^  .  3.5.7.9  3  QAA)*J  .  3.5....11  (2^Ä)4-| 

+  L^r+OXlTT  -7*— +oi:b  t^-j^4 

1^  3.2  2HA^*  3.S....U  4  (2  JA)»//  3.5.  ..  13  d 
+  l_2.4.6.81.2    /•    +2.4....I0l     Z*11    +2.4....12    /*»  JCOS9> 

-r  u.  s.  w. 


« 
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Diese  aus  der  Entwicklung  von 

2         1         2/4Acosy-f  dcosyl* 

nach  dem  binomischen  Lehrsatze  entstandene  unendliche  Reihe 
convergirt,  wenn  der  fflr  q>  =  0  stattfindende  grosste  Werth  des 

zweiten  Binomialgliedes       /•**"  ^  *  ,st*  demnach  w«"n 

bus fallt.  Letzteres  tritt  aber  sicher  immer  ein,  mithin  conver- 
girt  auch  diese  Reihe  jedenfalls. 

Setzen  wir  jetzt,  mit  Rücksicht  auf  die  zu  Ende  des  vorigen 
Artikels  aufgeführten  Integral werthe,  abkürzend: 

folglich 

p3.5/f»    3.6.7.9  3 (2Ah)*J    3.5....  11  (2Ah)*^  1 . 3 
+  L2. 4 +2.4.0.8  1    7»     +2.4....10  J'2.4 

+    U.  8.  W., 

3tMÄ  l.plJI  2  2JA.^  .  3.5.7.9  (2^A)»~|  1  j 
^—2  /•»  •2  +  L2.4  I     /*    +  2.4.6.8    /*  J2.4 

fr3.5-7.9  3.2  2^A.^»  35....11  4  (2^A)8//  3.5....13  QAk£~1 L3J5 
+L2.4.6.8  r2    f    +2.4....101  +2.4....12    /"»  _l£53 

+  u.  s.  w.; 

so  erhalten  wir  endlich: 

H=  2nB  [oM — (6  +  L)N]. 

Wenn  wir  auch  noch  A  und  f  in  h*  und  f*  umtauschen,  fin- 
den wir  aus  den  Ausdrücken  von  M,  N,  H  jene  von  M't  N*,  H*, 
und  zwar: 

=  <2nß  [aM'  —  (A  —  L)iV'] , 

mithin  für  die  Bestimmung  der  fraglichen  Stromstärke  t  die  Gleichung: 

1  M*)-b(N+N')-L(N-N') 
_  =  X7rÄ  f_[_5 
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■ 

1.  Bei  der  Tangentenboussole,  wo  £=0  gemacht  wird, 
ist  y  =  d,  also  a  =  Acoa6,  mithin  enthält,  so  lange  E  nicht  Null 
ist,  folglich  der  Drehpunkt  der  Nadel  ausserhalb  der  Axe  der 
Strom- Ebene  liegt,  in  dem  zusammengesetzten  Zähler  zwar  a, 
aber  nicht  N  und  JV'  den  Factor  cos  6,  mithin  ist  da  die  Strom- 
stärke *  auch  nicht  einmal  genähert  der  taogd  proportionirt.  — 
Ist  hingegen  £  =  0,  d.h.  liegt  der  Drehpunkt  der  Nadel  in  der 
dritten  Axe  der  Strom -Ellipse,  so  ist  A  =  iL  cos  6*= — A';  daher 
enthalten  alle  drei  Glieder  des  Zählers  den  Factor  cos  6*  und  so- 
binist  die  Stromstärke  i  mindestens  genähert  der  tangd  proportional. 

2.  Lässt  man  bei  der  Sinusboussole  den  Winkel  y=d— c 
der  Nadel  mit  der  Strom -Ebene  einen  gewissen  unabänderlichen 
sein,  so  sind  nicht  allein  y,  sondern  auch  a,  6,  g,  g' ,  A,  h* ',  f, 
M,  M',  N,  A7  allesammt  beständig,  folglich  ist  die  Stromstärke 
i  sicher  dem  sind  proportionirt,  was  mit  Art.  7.  übereinstimmt 


10. 

II.    Kreisförmige  Stromringe.  Stromkreise. 

Die  in  Art.  9  aufgestellten  Ausdrücke  von  r*  und  r'*  gewin- 
nen namhaft  an  Einfachheit,  wenn  aus  ihnen  die  zweite  Potenz 
des  cosq>  herausfällt,  also  der  Unterschied  A=B2 —  A%  ver- 
schwindet, folglich  die  Halbaxen  A  und  B  des  elliptischen  Strom - 
rings  einander  gleich  werden  und  sonach  aus  der  Strom- Ellipse 
ein  Stromkreis  wird. 

Nennen  wir  den  Halbmesser  dieses  Kreises  K,  so  ist 

A=B  =  R,  folglich  A  =  0, 

a=ßcosy,  6  =  Dsiny  -f  £cosy, 

g  =/)  +  Lsiüy,  g*  =D — Zsiny, 

A  cos  y,  A'  =  E — Lcosy, 

/*=Ä«-|V  +  A*,  f'*=R*  +  g"*  +  h'*, 

r*=/'Ä — 2Rhcoa<p,  r/2  =  /va— 2ßA'cosg>, 


ss  *nR(aM—{b  +  L)  N) ,  =  2«ß(ai!f'~  (6  -  L)W), 

i-TnK  >ind  ' 
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wofern 

1     3J>  I  (»Rh)*    3.5. ...11  1 ,3  (2ftA)« 
M—  p  +  2.4'2    p    +  2.4....  10 '2. 4  + 


3  12flA  t  3.5.7.0   1.3(2flA)»  a  3.5....  13  1.3.S(2/?A)» 
^-fS  /•*  +  2.4.o\8*2.4    /*»    +574    . 1-2*  2.4.6   /"»  +~ 

r 

ist  und  hieraus  M4 ',  Fi4  dadurch  entsteht,  das«  man  A  und  f  in 
h1  und  umtauscht. 

Diese  Reihen  M,  AT  convergiren  jedesmal,  weil  in  jeder 
von  ihnen  der  Quotient  jedes  Gliedes  durchs  nächst  vorherge- 
hende, hei  unendlicher  Ausdehnung  der  Reihe,  der  Grenze  ("^T^ 

zustrebt  und  diese  stets  <  1  ausfällt.  Denn  damit  Letzteres  ein- 
trete, mos«  /*-2ßÄ=^+(#?— A)*>0  sein,  was  in  der  Thal 
immer  ist. 

Auch  hier  noch  gelten  die  am  Schlüsse  des  9.  Artikels  be- 
züglich der  Proportionalitäten  der  Stromstärken  gemachten  Be- 
merkungen. 

11. 

Fortsetzung.  Darstellung  der  Integrale  ff,  ff4  in  ge- 
schlossenen Formen  mittels  elliptischer  Functionen. 

Vermag  man  über  die  Beziehungszeichen  der  Coordinaten 
A  =  J5-fLcosy  und  h4  =  £  —  7,  cosy  mit  Sicherheit  zu  entschei- 
den, so  gelingt  es,  die  Integrale  H,  ff4  auf  elliptische  Functio- 
nen zurflckzuleiten,  folglich  abgeschlossen  darzustellen.    Ist  nun 

I.  der  Abstand  E  nicht  Null,  also  der  Drehpunkt  C  der 
Magnetnadel  ausserhalb  der  Axe  (der  Ebene)  des  Stromkreises, 
so  sind,  weil  cosy  von  —1  bis  -f  1,  also  A  und  h4  von  E  —  l» 
bis  E\-h  sich  erstrecken,  A  und  h4  gewiss  positiv,  so  lang« 
E  nicht  kleiner  als  L  ist.    Lassen  wir  demnach  die  Annahme 

E~^L  gelten ,  no  ist  in 

r*  =  p — 2 Rh  COS  (p 

*2A'A  gewiss  positiv;  deshalb  setzen  wir 

ip  =  »— 2i{>,   cos<p  =  —  cos2^  =  2sin^»- 1 

und  erhalten: 

r*  =  pt  +  2ÄA  —  IRh  sini^, 
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so  dass  hier  ein  stets  positives  Product  mit  »intf;2  abgezogen 
wird.   Nunmehr  stellen  wir  nach  und  nach: 

/■»  +  2ÄA  =  o*+(Ä  +  A)»=c«,   ^  =  ** 

und 

1-A*8in«,*=:  zf (*,«,)*; 

dann  wird! 

wobei  c,  k,  4(k,  t|>),  r  allesammt  positiv  genommen  werden  sollen. 

Hiernach  verwandelt  sieh  das  im  vorigen  Artikel  gefondene 
Integral 

71  a — (6  +  L)  cosy 


nach  einfachen  Umstaltungen  in 

AR  /»*  a  +  (6+I*)cos2^ 


Auf  ganz  gleiche  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  L  in  — L 
verwandeln,  weil  auch  h*  positiv  entfallt,  bei  den  Annahmen 

g»  +  (J*+ AO»  =  c1».   *  =  p  VfiF,    VT^F^in*»  =  ^(A>, 
da*  Integral 

AR  p*a  +  (b-L)co8ty 

<  o 

11.  Ist  aber  £  Null,  d.  h.  liegt  der  Drehpunkt  C  der  Nadel 
in  der  Aze  des  Stromkreises,  so  ist 

A=I,cosy=  —  hf, 

folglich,  wenn  der  Winkel  y  der  Nadel  mit  der  Stromebene  spitz 
ist,  fallt  h  wie  früher  positiv,  dagegen  hf  negativ  aus;  mit- 
bin gelten  in  Beaug  auf  &  die  früheren  Hilfssatzungen  und 
Schlussformen. 

Für  H*  dagegen  ist  A'  =  —  Lcosy,  daher: 

r'«  =  /-«  —  2ÄA'cosy; 
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deshalb  setzen  wir  qp  =  2ij/,  cqs<p=:cos2if>  =  1  -  2sint|>*  und 
erhalten : 

r'a  =  f'*  —  2Rh'  —  (—  4ÄA')  sin  i/>4. 
Nun  stellen  wir  nach  einander: 

 ADk* 

l_A'*sin^*==^(*', 

und  finden : 

r'  =  c'^(*',  rf). 

Hiedurcb  verwandelt  sieb  das  im  vorigen  Artikel  aufgestellte  Integral 
nach  geringen  Umstaltungen  in 

71 

_,     4Ä  Ä*  o  —  (o-Z,)cos2^  , 
o 

III.  Ist  hingegen  E  zwischen  Null  und  L  gelegen,  oder 
kurz  £<£,  so  lässt  sich  über  die  Vorzeichen  von  A  und  A' nichts 
für  alle  Fälle  Giltiges  oder  Bleibendes  voraussagen;  ja  es  kann 
sogar,  wenn  der  veränderliche  spitzige  Winkel  y  von  0  bis 
90°  wächst,  die  A'  =  £  — Lcosy  von  —{L  —  E)  bis  £,  nerolich 
von  dem  negativen  L  —  E  durch  0  bis  zum  positiven  E  ansteigen. 
In  diesem  Falle  muss  man,  nachdem  man  bei  Tangenten» 
boussolen  den  (stets  ab  spitz  vorausgesetzten)  Winkel  y  ab- 
gelesen, bei  Sin us boussolen  aber  ein  für  allemal  fest 
gestellt  bat,  nachsehen,  ob 

<  E  E 
cosy     j-    oder    cos  y  >  ^  , 

also  h'  positiv  oder  negativ  ausfalle. 

Zu  positiven  A' =  E  —  Z/cosy  benutzt  man  dann  für  W 
die  Scblussform  in  I.; 

zu  negativen  Ä'  =  —  (Lcosy  —  E)  aber  jene  in  II.,  während 
man  zu  dm  fortwährend  positiv  bleibenden  A  =  £-f-JLcosy  jeder- 
zeit für  11'  die  Scblussform  in  I.  verwendet. 

IV.  Aus  dieser  Darstellung  erhellet  demnach,  dass  die  Inte- 
grale Ht  H4  auf  die  lntegralform 
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*  a  +  ßcon2ip 


o 

zurückgebracht  werden  Irinnen,  und  es  handelt  sich  daher  jetzt 
nur  um  Weiterleitung  dieser  Form  oder  der  noch  allgemeineren 


/g+/?COS<p 
(a  +  6  cos  <p)« 


aus  der  dieselbe  durch  die  Annahme  <p  —  2it>  entsteht.  Es  ist 
aber  allgemein  *) 

/a  +  ßcoscp  aß—ba  sin<p 

(a^Tbcöstpj^^in- 1)  (a*— 6*)  (a  +6co8v)":-i 

,  1   p  (n-1)  (aa-6fl  +  (n-2)(a/?-6a)co8g> 

-r(n—i)(a*-b*)J  (a +  6cosa>)—1  rt^ 

und  begrenzt  für  n  =  5  : 

/*    ct-f  ftcoso?  J         /»»  <ia— 6/3  +  (6a  — off)  cos  y, 

(a  +  Äcos^^^a«-*»^  (a+6cos<p)i  ~  d(p' 

«•  o 

Setzen  wir  nun  hierin  <p=2if/,  und  damit 

Va  +  Acos?  =  Va+6— 26 sin ^  =  V 1  -  *»sin^*  =  J(k> 
ausfalle,  26 =A*  und  2a =2— k*t  so  finden  wir: 

/*a+0cos2* 

o 

-■ 

1        /»*  a(2— #»)  —  ßk*  +  [äff8— ff (2— A»)] cos2? 

=  2(OT)t/  2fOMÖ 

o 

Es  ist  aber  noch 

/cos?*  ,  —  2sintp*    Att  ^, 

♦ 

/*/2  2  \ 

=J  ^-»d-M»^;^*'*-* 


•)  Nach  Meier  Hirsch',  Integral ta lein,  1810.  S.  297.  und  Martin 
Oh  tu,  System  der  M  ith  e  in  h  ti  k ,  4.  Tbl. ,  1830,  Tab.  52. 
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* 

mitbin  ist  schliesslich  : 

/^«+flcos2t/V   2ß  A  k*a-&-k*)ßf*  . 

J     j(k,w  -WJ   JikTü*    k*(i-**)  J 

o  0  o 

Die  beiden  allgemeinen  Integrale 

0  o 

IcOnnen  aber  bekanntlich  weder  auf  einander,  noch  anf  sonstige 
einfachere  Integral  formen  zurückgebracht  werden;  deshalb  wer- 
den  sie  nach  Legendre  (Trait^  des  fonct  elliptiques,  1825, 
tome  1.  pag.  18.)  als  eigentümliche  transcendente  Functionen 
von  y  behandelt  und  zwar  elliptische  Functionen  erster  und 
zweiter  Art  genannt  und  durch 

'      F(*,*),  E(k,ty 
bezeichnet   Sonacb  sind  die  bestimmten  Integrale: 

o 

I 

welche  Legeodre  vollständige  elliptische  Functionen  ihrer 
Art  nennt. 

Führen  wir  nunmehr  diese  Bezeichnungen  ein,  so  gilt  allge- 
mein die  Reductionsform : 

n 

0 

i 

und  wenn  wir  selbe  auf  die  im  laufenden  Artikel  entwickelten 
Ausdrücke  von  H  und  H*  anwenden,  erhalten  wir  in  I.,  wo 

E~L  ist, 
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dagegen  in  II.,  wo  £=0  ist, 


12. 

Fortsetzung.   Zweite  Entwicklung  der  Integrale  H  und 
A/'  in  convergente  unendliche  Reiben. 

Diese  erzfeien  wir  dadurch,  das»  wir  die  vollständigen  ellip- 
tischen Funktionen  F\k)  und  E\k)  in  Reihen  entwickeln.  Es 
ist  nemlich : 

*  — 
FW* j*%  (l-*»sin^)-lrf^^*[l+T(^)(-Ä^sin^]rf^ 


0 

n 


E^*)  =P  *  (1  -  A* sin**)l«fy         [I  Wsini>*»]<ty; 

und  diese  Binomialreiben  coovergiren,  weil  der  grösste  Zablwerth 

4  Rh 

des  zweiten  Binomialgliedes,  neraKcb  A»=  -3-  jederzeit  <iist,  da 


immer  positiv  ausfällt.    Nun  ist 

5. 

/»  .     „   ,       1.3.5....(2n—l)  * 
-J»d»=*     2  4  6  _.-t 
o 

daber  erhält  man  die  gewünschten  Rethenentwickelungen: 

«     /ly/P   /I.3VA*   /M.3.5yA«  , 

^l'^AV  1  ""Vr^/   3*"V«.4.6/"5  -,- 
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13. 

Andere  Reihenentwickelung  der  Integrale  U  und  £P, 
falls  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  in  der  Axe  des 

Stromkreises  liegt. 

Im  10.  Art.  lassen  sich  die  für  r*  und  rn,  H  und  H*  ange- 
führten Ausdrücke  auch  so  darstellen: 

£  |  =  Ä*  +  D*  +  E* + Z,*  ±  2  iL  (b  —  «  cos  y) — 2ER  cos  9  r 

und  man  kann  es  nun  versuchen,  die  neuen  HUfsveraoderlichen 

a— -ocosg>  =  «,   6  — ocosqp  =  v 
mit  der  neuen  Beständigen 

Ä*+D»  +  £*  +  L»  =  o* 
zur  Vereinfachung  der  Ausdrücke  zu  benutzen.    Sie  machen 

=  o*±2Lü-2Eäcos9>,  ' 

o  0 

and  lassen  aus  den  ersteren  zwei  Ausdrücken  ersehen,  dass  eine 
namhafte  Uebereinstimmung  der  beiden  lntegrande  eintrete,  wenn 
£=0  wird.  Machen  wir  demnach  diese  Voraussetzung,  d.  h. 
nehmen  wir  an,  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  befinde  sich  in 
der  Axe  des  Stromkreises;  dann  ist 

f*=Ä*+  D*+L*t    a  =  Äcosy,   6  =  />siny, 
£  j  =P*±2£,r  =  *»<l±^,,), 


)y  Googl 
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Entwickelt  man  nun  ^  und  ^  nach  dem  binomischen  Lehrsätze 

und  unterscheidet  dabei  die  gerad*  und  ungeradzahligen  Glieder» 
so  findet  man : 


folglich 

-"(j+l)  "*^«"^ 

Beachtenswert  ist  nun  die  Weiterleitung  des  ersten  Integrals, 
für  welche  wir  auf  einen  Augenblick 

v   6  —  ftcosqp  ^ 

sinqp  sitia) 

setzen  und  sofort 

i/(      « — Acosqp  t< 
tfqp         sin  <p*         sin  g>a ' 

r  =  tsin  qp ,   tw£<p  =  sin  oAft 

finden.    Danach  ist: 

also  factorenweis  integrirt: 

=  2m~+l  sin  9)2m+2  *~  2m+l  / <Äm+1  *in  9>2m+!  cos  qprfqp 
(A-aco*?)««»+»sin<p     2ro  +  2 

=  sr+r  -^f/^1™^, 

und  eingegrenzt: 

/*     .-j  2m +2  /** 

uv^dy = —  gj^-yj  /  cos poqp . 

°  o . 

so  das«  das  erste  Integral  auf  das  zweite  sich  zurtickleiten  Ifisst. 


Digitized  by  Google 


62  Mattka:   Allgemeine  Berechnung 

■ 

Schreibt  man  diesen  Ausdruck  in  jenen  für  — ^ —  und  die- 
sen wieder  in  den  für  |  (Art  6),  indem  man  zugleich  beach- 
tet, dass 

/— 34\      3. 6.7.... (4m +1)     (Im \  \ \ 
\2m) ~    2.4. ö.... (4m)    ~\   2m  /' 

(  ~i  \_  3.5.7....(4m  +  3)  /2m  +  ;\ 
\2m  +  \)  2.4.«....(4mT2j-~\2m  +  \) 

ist,  so  erhält  man: 

1      %      2Ä_~y  v  2m+2/2m-H\/2i,\»»» 

Nunmehr  entwickeln  wir  t>*m+l  cos  qp==(-- neos  y-fft)*8**1  cos  oj 
nach  dem  binomischen  Lehrsatze  und  erwägen,  dass  bei  der  so- 
fort folgenden  Integration  nur  die  geraden  Potenzen  den  cos.? 
Werthe  oberhalb  der  Null  geben;  dann  finden  wir: 

J*  n  cos  g>d<p = -  an^n^2/^+  ^  a2m-*„  (/Inj  "os^O*  r  i-«>tfcp 


•=m  /2m  f  1 
I  o 

°— 0 

wenn  wir  abkürzend 


setzen;  und  sonach  wird 


1  x  2jtä  .  a 
T:  Tsinl^" 


=2: )  es  a+i)  @r-  c :  d  (?r*  *  i 

Noch  gestattet  die  durch  Jm  vorgestellte  Summe  die  Heraushe- 
bung eines  nur  m  enthaltenden  Factors,  wozu  man  die  allgemeine 
Umwandlungsgleichung 
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benützt,  nach  welcher  sich  ergibt: 

Stellen  wir  zur  Abkürzung  der  Ausdrücke : 

so  wird 

und  hierin  ist: 

/m  +  j\     1.3.5....(2m+l)  ^ 
Vm+ V~2.4.6...(2m  +  2)' 

Zur  weiteren  Umstaltuug  von  C  ist 

Cn+\\    (2m+l)  2m  (2m— 1)....  (2m+3— 2n)  (2m +2— 2n) 
2n  ;=  ÖSÖI 

/m+|\     (2m+l)(2m-l)....(2m  +  3—2n)t 


weil  allgemein  (nj=^^yp  also  .««besondere 
ist.   Sonach  erfolgt  auch : 

Lost  man  hierin  alle  Binomialcoefflcienten  auf,  so  wird  nach  leich- 
ten  Zusammenziehungen : 

■ 

2« .  (m-f  l)  m«  (m— 1  )*(m--2)» . . . .  (m  +2--fi)»(in+l-f») 
=  1.3.5....(2n-l).n! 

jedoch  anstandslos  nur  erst  für  n~2  verwendbar. 

Stellt  man  im  Ausdrucke  von  i  jenen  von  ein  und  «er 
einfacht,  so  findet  man: 
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i  '  Tsmd    p»    ~Jt0  )t  »  A  2m  AeV 

und  dafür 

/m-i\_lt3.5...,(2m~j)     /w  +  j \     1.3.5  ....  (2m +  1) 
\   m  J       2.4.6....  (2m)    '    lm+ 1/2.4.6  ....(2m +  2)' 

/2m + J \  3.5.7....(4m  +  l)  /2m+» \ 3.5.7....(4m  +  3) 
V  2m  )-    2.4.6....(4m)    '    \lm+\)  ~  2 . 4 . 6 ....  (4m+ 2)  ' 

2»  (m-f  l)m«(m— l)»(m-2)  .  -M 
+  3[  ro  -a*— «6«  f .... 

2"  (m->-i)m»(m-I)»(m-2)..(m-|-2->t)«(m4 1 -n)  _ 
+  «!  1.3.5....(2»-lT  a 

.  _  2"(m+j)^ 
+  1.3.5....(2m_])° " 

Schreibt  man  endlich  0,  1,  2,  3,....  fijr  m,  so  erfolgt: 
/15015L«    225225L«\  64 

+ vmt*  -  "2ö4«p"  ; (a* + 240462 + 840264 + A6) 

,  /3828825L«    14549535£,0\  128 


+ 


Dies  ist  der  möglich  einfachste,  ganz  allgemeine  Ausdruck  des 

umgekehrten  Werthes,  j,  der  Stromstärke  t.     Das«  es  klüger 

bleibt,  nicht  "diese  Stromstärke  selbst,  sondern  ihr  Umgekehrtes 
auszudrücken,  liegt  auf  der  Hand,  da  sonst  diese  so  ausgedehnte 
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Mumme  In  den  Divisor  zn  stehen  käme  und  da  bei  der  unum- 
gänglichen Rechnung  mit  Logarithmen  es  gleicbgiltig  ist,  ob  die 
Stromstärke  selbst  oder  ihr  Umgekehrtes  in  Quotientenform  darge- 
stellt ist. 

Schreibt  man  a=zRcosy  und  6  =  /)siny  ein,  so  erscheint: 
l*2*Ä*cosy        3L*    /I5L*     105L*VM  ,jrvi    _^  .  ,v 

0)45  r  4  34fiöZ,ö\ 
64o»  i28o'o/^+2^6^-^)6ipyH(^-12^/>a4-^)sin/] 

+   .  , 

welche  Gleichung  nicht  allein  allgemein  für  jeden  Winkel  e  der 
Stromebene  mit  dem  magnetischen  Meridian,  sondern  auch  ins- 
besondere, wie  bei*  Sinusboussolen,  für  und  y^=0  und 
überhaupt  für  voraus  fest  bestimmte  Winkel  y  der  Nadel  mit  der 
Stromebene  gilt. 

Bei  der  Tangentenboussole  hat  man  y=fl,  folglich: 
i   T  ^anP=<1  -  2  ?>  +  -  T6oV)  [«»+  <40»-Ä*»*] 

■ 

+   

Da  die  halbe  Nadellänge,  L,  im  Vergleich  mit  dem  Strom- 
halbmesser Rt  und  noch  mehr  im  Vergleich  mit  o>  R,  immer 
nur  sehr  klein  ist,  so  kann  man  sich  begnügen,  blos  die  Glieder 

mit  der  zweiten  Potenz  von  —  noch  beizubehalten,  da  dann  der 

9 

eintretende  Fehler  erst  mit  dessen  vierter  Potenz  vergleichbar, 
also  von  der  vierten  Ordnung  der  Kleinheit  sein  wird. 

Um  dann  die  nahe  statt  findende  Proportionalität  der  Strom- 
stärke i  zur  tangd  noch  genauer  zu  erhalten,  kann  man  den  Fac- 
tor von  sind*  verschwinden  machen,  was  für  D  =  ±R  erreicht 
wird.  Diese  Abmessung  hat  Gaugaiu  in  seine  Tangenten bous- 
sole  aufgenommen. 

Will  man  den  Ausdruck  von  \  mit  der  Berücksichtigung  nach 

den  Potenzen  von  L  entwickeln,  dass  auch  in  o  die  L  mit  vor- 
kommt, so  setze  man: 

also 

Th«U  XXXIV.  5 
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dann  igt,  wenn  man  sich  auf  die  zweite  Potenz,  von  L  Iteschrfiukt: 

und  nach  einigen  leichten  Umstaltungen : 

1        x       InR*.     ./>*—  iß*  L*    _  D*-IH*  iL»  .  „. 

laher  die  Stromstärke  selbst: 

.    7ta»K*-   G»      ,,!>*- iÄ«L*     xrD*-  \K*lS  .  Mx 
x     *  2ä5*^  G2      G2  G»  -  G2'"^ 

Dies  ist  im  Wesentlichen  die  von  Bravais  a.  a.  O.  gegebene 
Nnherungsformei  für  die  Bestimmung  der  Stromstärke  in  Gau* 
gain's  Tangentenboussole. 

Setzt  man  in  ihr  Z)  =  0,  so  wird  G=Ä  und 

Der  letzte  Ausdruck  wurde  für  die  gewöhnliche  Tangentenbous- 
sole von  Despretz  (in  den  Comptes  rendua,  4.  Oct.  1852, 
p.  449.),  als  durch  Blanchet  und  de  la  Provostaye  hergelei- 
tet, angegeben. 


14. 

Noch  eine  Reiheneutwickelung  der  Summe  ~— |j— ,  wenn 

der  Drehpunkt  der  Nadel  wo  immer  in  der,  durch  die 
Axe  des  Stromkreises  gehenden,  wagerechten  Ebene 

liegt. 

Auch  wenn  der  w  asser  rechte  Abstand  £  des  Drehpunktes  der 
Nadel  von  der  Axe  des  Stromkreises  nicht  Null  ist,  können 
die  im  vorigen  Artikel  aufgefundenen  vollständigen  Ausdrücke 
von  r2  und  r*2  der  Reihenentwickelung  zu  Grunde  gelegt  werden. 
Bs  ist  nerülich : 

1       K.    2  _ 


ri^Jit'-Ja^^v-Lr)]-«, 
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■ 

also 

£=2(™5X^)"<EÄto8*-I*)" 

=  *,( -X?-)  j£n)V*~*r~H-u*. 

und  ähnlich 

Denkt  man  sich  diese  Ausdrucke  in 

-*~?=J  u\T*+7>)d*y  typ-?)«»*** 

eingesetzt,  so  werden  bei  der  Addition  obiger  zwei  Reihensuro- 
men die  Glieder  mit  den  geraden,  dagegen  bei  ihrer  Subtrac- 
tion  die  Glieder  mit  den  ungeraden  Exponenten  n  sich  ver- 
doppeln, die  anderen  aber  sich  aufheben;  folglich,  wenn  man  die 
Hälften  dieser  Integrale  mit  A  und  £  bezeichnet,  erhält  man: 

*  +  //'. 2ß 

-TT"  ^i- + 

n 

0  ®  o 

»  = 

Auch  hier  lägst  sich  das  erstere  Integral  durch  die  im  vorigen 
Artikel  benutzten  Mittel  auf  die  Form  de«  letzteren  bringen.  Es 
i»t  nerolich  allgemein : 

fuc*mC08<pkdip  =  f$in<p2»*2co8q)i.(ln4lt 

-  «ino)*«+2cosq?*.2^j7| 

r~      (*-2n +2)  cos sin  g>*  .    _  .  ,  _ 

p2«*1  cos  y*  sin  y 

/(2«f  2  +  Jt)cnag)»— /• 

5« 
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daher  begrenzt: 

nrl"cos  tpkd<p 

O  4» 

und  es  erhellet,  das»  nur  Integrale  Ton  der  Form 

n 

r*»*1  cos y'tbp  für  *  =  0,  1,  2,.... 
auszuweichen  kommen.    Wegen  e= — «cosg>  +  6  erhält  man: 

71 


s 


f 


oder  vermöge  Art.  8.  fflr  ungerade  s  —p: 

Zum  Abachluss  hat  man  demnach  in  den  Summen  ü  und  # 
fflr  m  nach  einander  2m  und  2m -|  I  zu  setzen  und  zur  Abkürzung 
der  Ausdrücke  folgende  Bezeichnungen  einzuführen: 


n 

=2(St!)("*^7)«^^'^--  i 

Dann  erhält  man: 

4      m-sOD  /— "\  92 «i  n— 7i  /•Jm\ 

~C2m-2ii)g»,«;f  (gw  +  2)  tfm+i,« 
X  2n  +  I 


2n  2,«« 


(2m-2;H  1)DW>  w-4  (2m +3)Pm+i,.i 

x  2r7+T 
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r 

und  darin  ist  entwickelt: 

/  - H 9«™ _  3.5.7....(4w  +  l) 
V2wy      ~~    1.2. 3. ...(2m)  * 

/  ~*  \Mfl>+1        3.5.7....(4m  +  3) 
V2m+1/         -~1.2.3....(2"»  +  1)' 

+r.t,)(rJ5)^-- 

uod  insbesondere: 

/w-i\       1.3.5. ..(2/n-l)  rf 

/'"»-i^A    13.5....  (2/n-I)  , 

Den  Ausdruck  von  &  kann  man  auch  —  und  vielleicht  kürzer  — 
*o  entwickeln,  dass  man  aogleich  m  durch  2m  und  2/w  +  l  ersetzt, 
dann  .©*■  =  (—  a  cos  a>-r  A)2"  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ent- 
wickelt, mit  der  betreffenden  Potenz  von  cos <p  und  abwechselnd 
mit  den  Gliedern  dos  w=a  —  ocosg>  multiplicirt,  von  den  Theil- 
producten  des  Integrands  jedoch  nur  diejenigen  beibehält,  in 
denen  der  cos  <p  einen  geraden  Eiuoncnten  erhfilt.  Wenn  man 
dabei  abkflrzend  stellt: 


70  Mat%ka:  Allgemeint  Berechnung 

1  /»* 

-  /      uv%»  cos  qD2m-,nrf9)=Cn,,  n  > 
1  P* 

—  ~  I      u»2»co«9)a»-«-+,rf9  =  i,lf,,„  ; 

jso  erfolgt: 
Hierin  ist  sonach: 

<t,m,n=ln  f  n  (a-öcos^Tt-Q^j^i^^-'cos^+i-^ 

+  (jj^)  a2"-2?  o*l»  cos  <jp2m-^J  efy, 

i-,.=^ *  (a-6cosc^)T([^)«2»-^6*i»co89)^+>-*P 

—  ^*  ^  a2"-^-1 cos  9*»-*J»]dg> ; 
folglich  nach  Vollzug  der  Multiplicationcn  und  Integrationen: 

«--slg"  oc?:ö  ♦ 

Die  hier  vorkommenden  zvreitheiligen  Coefficienten  lassen  sich 
nach  den,  mittels  Auflösung  und  Heraushebung  gemeinsamer 
Factoren  leicht  ableitbaren,  Musterformen 

f*yt*+i\.f  *  Vf-A-f  *  Vr*-i^»-H)(^')-(Hi) 
Wv  f*  /+U+iA  **  /"U+iA  f»  /  2(k-a)*+i) 

_ /* \  /> - i\ 2(xf  I) (jH-l)-(H-l) 

"Wv  f*  /  2(r+i)(^+D 

u ms t alten  und  machen  sofort : 
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oder  entwickelt: 

/m_„_>x  (w  +  1-,)(2»+1)-ii 6tp 
\  ni— n  /  wi-f-1 — it 

^'-6=l  m  >/  2(mTl)  " 

/>n\  /m  -  UN2m(2n  +  l)-3 
+  Vk2/V«-iy       2to.3       a  * 

Schreibt  man  nunmehr  für  to  und  n  nach  und  nach  0,  1,2, 3, 
•o  erhält  man  die  Anfänge  der  Hilfaausdriicke : 

+  ^^[£*Ä4+2£«Ä«L*(^a*+I06*)  »-L4(«H  12a«6M  86«)].j|a 

[£4^  +  2£»Ä*Z,*(17«*  +  66«) 

+  L«(29a«  +  68a»A*  +86«)]  ER.b 

-f-  u.  e.  vr.  u.s.w. 

35       3/^2      .3  ,  _, ,4  ,    3.5./Z»a_(.        ,       _  .  .»«vT^'3 

»  =-  IT?' io  +  2!^  -  *EU  b-  W+^lgy 

+  3  *?ig>L*liE%Rl  +  ^t3"'  +  ^  274  Ell  b 

4-  u.  *.  w.  u.  a.  w. 
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Danach  bietet  endlich  die  für  die  Stromstärke  i  in  Art  6.  Abs.  VI. 
aufgestellte  Grundformel  ihren  fraglichen  Ausdruck: 

.     T*\n6    o8    Ä  +  B 

in  welchem  bei  Anwendungen  auf  besondere  FKlIe  die  erforder- 
lichen Einsätze  (Substitutionen)  der  für  o,  a,  6,  £,  £  nach  Vor- 
hergehendem zu  ermittelnden  Zifferwerthe  auszuführen  bleiben. 


VII. 

Ud>er  die  Entwicklung  von 

Coa(0  +  0»  +  0«  +  ....  -f  0.-i),    8^(0  +  0»  +04  +  ....  +  0_i) 

und  über  einen  damit  verwandten  Satz  aus  der  Theo- 
rie der  Zahlen. 

*  Von 

Herrn  Franz  Unferdinger , 

Lehrer  der  Mntheinatik  in  der  k.  k.  tiaterrciclmchen   Krieg»  -  Maria. 

su  T  r  i  e  •  L 


8-  >• 

Wenn  man  in  der  bekannten  Gleichung 

(t)     (Cos  0  +  V  ^1  Sin  0)  (Cos 04  +  V^l  Sin  0,) 

X  (Cos  0a  -f  V^l  Sin  0») . . . .  (Cos  0„-i  f     ~1  Sin  0„_O 

=  Cos  (0  +  6i  +  0.  + .. ..  +  0.-0  4-  V      Sin  (0,  +  0,  +  0a + . . . .  +  0—0 

die  im  ersten  Theil  angezeigte  Multiplication  verrichtet,  so  be- 
steht das  Resultat  aus  zwei  Bestandteilen ,  von  welchen  der  eine 
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reell ,  der  andere  dagegen  mit  dem  Factor  V"  — I  behaftet  ist ;  der 
reelle  Theil  ist  alsdann  der  Entwickelung  von 

003(0  +  0! +ftÄ  +  ....  +  0„_i), 

der  Coefficient  von  V  ^1  dagegen  der  Entwickelung  von 

Sin  (0  +  »i  +ftj +  ....+  Bn-i) 

gleich,  und  es  ist  unsere  Absicht,  im  Folgenden  den  Bau  dieser 
Entwickelungen  im  Allgemeinen  festzusetzen.  —  Aus  der  Natur 
der  Multiplication  folgt,  dass  in  der  Entwickelung  de»  obigen 
Productes  die  einzelnen  Glieder  aus  den  Gliedern  der  n  Binome 

ÜOS0-+  V~ISin0,    Cos0,  + V^lSintf,, 

Cos  04  +  V —  1  Sin  0a,  . . . .  Cos  0»-*  +  V"~l  Sin 0„_i 

deriuaassen  zusammengesetzt  sind,  dass  immer  ein  Glied  des 
einen  Binoms  verbunden  erscheint  mit  je  einem  Gliede  aller  übri- 
gen Binome.  Die  einzelnen  Glieder  der  Entwickelung  des  Pro- 
ductes bestehen  also  aus  den  samtntlicheu  Variationscomplexio- 
nen,  welche  die  n  Elemcntenreihen 

Cos0,  V^HSin0, 
Cos0,»  V^TSin^, 
Cos0.2,  V~=lSiii4, 

Cos0„-i,  V=lSlnA^i 

gestatten.  Diejenigen  Complexionen,  in  welchen  die  Anzahl  der 
Sinus  gerade  ist,  bilden  die  reellen  Glieder  und  gehören  der  Ent- 
wickelung von  Cos  (0  -f  0i  -f  0*  -+  ....  -+  0n-i)  an ,  und  diejenigen 
Complexionen,  in  welchen  die  Anzahl  der  Sinus  ungerade  ist, 
bilden  die  imaginären  Glieder  und  geboren,  nach  Auslassung  des 

Factors  V"—  1 ,  der  Entwickelung  von  Sin  (0 +01  +0«+....+  Om-\) 
an.  Von  den  reellen  Gliedern  sind  jene  positiv,  in  welchen  die 
Anzahl  der  Sinus  durch  4  getheilt  0  zum  Rest  gibt,  und  jene 
negativ,  in  welchen  diese  Anzahl  durch  4  getheilt  '2  zum  Rest 

gibt,  weil  (V^T^ä+I,  {V^\)*r+*  =  —  l  ist.  Von  den  ima- 
ginären Gliedern  haben  jene  offenbar  das  Vorzeichen  4-,  in  wel- 
chen die  Anzahl  der  Sinus  durch  4  getheilt  1  zum  Rest  gibt,  und 
jene  das  Vorzeichen  — ,  in  welchen  die  Anzahl  der  Sinus  durch 
4  getheilt  3  zum  Rest  gibt,  weil 
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ist.  Aus  dem  Vorhergehenden  ergibt  sich  nun  mit  Leichtigkeit 
zur  Entwickelung  von 

Coa(0+'4  +  fe  +  «..  +  &-i)  und  Sin(0  +  0,  +  0a  + ....  +  0»-i) 
folgende  Regel:   Man  bilde  aus  den  u  Elementeureihen 

Cos0,  Sin0, 
Cos0,,  Sinö,, 
Cos02,      Sin  02 , 


Cos0«_i,   Sin  0»_i 

alle  möglichen  Variationen  und  sortire  samrotliche 
Complexionen  in  zwei  Gruppen,  von  welchen  die  erste 
die  Sinus  jeder  Complexion  in  gerader  Anzahl,  die 
zweite  die  Sinus  jeder  Complexion  in  ungerader  An* 
zahl  enthalt.  Die  Complexionen  der  ersten  Gruppe 
bilden  die  Glieder  der  Entwickelung  von 

Cos(0  +  0,+0a+....+  0Ä_i), 

die  Complexionen  der  zweiten  Gruppe  bilden  die  Glie- 
der der  Entwickelung  von 

Sin  (0  +  0,  +0a  +  ....  +  0„_i). 

Die  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeichne  man  mit  -+. 
wenn  die  Anzahl  der  Sinus  durch  4  tbeilbar  ist,  alle 
übrigen  bezeichne  man  mit—.  Die  Glieder' der  zwei- 
ten Gruppe  bezeichne  man  mit  -f-,  wenn  die  Anzahl 
der  Sinus  durch  4  getheilt  1  zum  Rest  gibt,  alle  Übri- 
gen bezeichne  man  mit  — . 

Um  z.  B.  Cos  (0  +  0,  -f  6%  +  03)  und  Sin  (0  +  0,  +  0t  ■+  zu 
entwickeln,  hat  man  aus  den  vier  Elementen -Reihen 

i 

Cos0,  Sin0, 
Co«0j,  Sin0,, 
Cos0a,  Sin0t, 
Cos  0, ,   Sin  0, 

die  sä  mm  Hieben  Variationen 
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Cos  0  Cos  0Ä  Cos  04  Cos  On,  Sin  0  Cos  0,  Cos  0aCos  03 , 

Cos0Sin0,  Cos0,Cos03,  Sin0Sin0,  Cüs02Cos03, 

Cos  0  Cos  0!  Sin  04  Cos  03 ,  Sin  0  Cos  0t  Sin  02  Cos  03 , 

Cos  0  Sin  0j  Sin  0,  Cos  0, ,  Sin  0  Sin  01  Sin  02  Co«  0, . 

Cos 0 Cos 0(  Co*  02  Sin  0, ,  Sin  0  Cos 6k  Cos 02  Sin  0s , 

Cos0Sin0,  Cos02  Sin0a,  Siti^Sin^  Cos&^Sino,, 

Cos  0  Cos  0,  Sin  0a  Sin  0S ,  Siu  0  Cos  0,  Sin  0S  Sin  03 , 

Cos  0  Sin  0(  Sin  04  Sin  0S ,  Sin  0  Sin  6X  Sin  0,  Sin  03 ; 

und  wenn  man  non  diese  in  zwei  (»nippen  mit  gerader  und  unge- 
rader Sinusanzahl  sortirt,  endlieh  die  einzelnen  Coniplezionen  auf 
die  angezeigte  Weise  mit  Vorzeichen  versieht,  so  erhält  man: 

(2)        Cos(0+01  +  02  +  03)       (3)        5-10(0  +  0!  + 0.  +  0J) 
=    Cos0Cos01Co802Cos63         =  Cos0Sin0lCos02Cos09 

— Cos  0  Sin  0,  Sin  0a  Cos  0,  +  Cos  0  Cos  0,  Sin  0« Cos  0, 

—  Cos  0  Sin  0,  Cos  02  Sin  03  +  Cos  0  Cos  0,  Cos  04  Sio  03 

—  Cos0Cos0lSiti02Sin03  — Cos0Sin0,  Sin0a  Sin03 

—  Sin0  Sin0!  CofiöaCos(93  +  Sin  0Co»0t  Cos02Co6  03 
—Sin  0  Cos  0,  Sin  0a  Cos  03  —  Sin  0  Sin  0j  Cos  0S  Sin  03 

—  Sin  0  Cos  04  Cos  02  Sio  03  —  Sin  0  Sin  0A  Sin  0a  Cos  0, 
+  Sin  0  Sin  0t  Sin  0,  Sin  08 ,  —  Sin  0  Cos  0,  Sin  02  Sin  03. 

Z us atz.  Um  Cos  (0— 6t  —  02  +  03)  und  Sin (0—  0,  —  02  f  03) 
zu  entwickeln,  setze  man 

0-0,  -  0.3  +  08=  0  +  (-0,)  +  (-  0a)  +0, 

und  verfahre  mit  den  Elementenreiben: 

Cos0,  Sin0, 

Cos(—  0,),  Sin(-0j), 

Cos(-02),    Sin  (-02), 

Cos  03 ,         Sin  03  , 

dasselbe  ist,  mit  den  Elenientenreiben : 
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Co*  0,  Sin  0, 

Cos0,,  — Sin0,, 

Cos0a,  — Sin&j, 

CosÖ3,  Sinft, 

nie  zuvor.  Man  sieht  augenblicklich,  dass  in  diesem  Fall«  in 
den  zweiten  Theüeu  «1er  Gleichungen  (2),  (3)  alle  jene  Glieder 
ihr  Zeichen  ändern,  welche  Sin ^  ohne  Sinflt  oder  Sinö^  ohne 
Sin0t  enthalten,  die  Vorzeichen  der  Costnusentwickelung  werden 
daher  der  Reihe  nach  «ein: 

+    -    +    +    +    +-  + 

und  jene  der  Sintisentwickelung : 

 +    -    +    -    +  +. 

Dass  dieses  Verfahren  allgemein  gilt,  geht  unmittelbar  aus  der 
Gleichung  (I)  hervor,  wenn  man  —  6X  an  die  Stelle  von  Ö% ,  — 02 
au  die  Stelle  von  02  setzt,  wodurch  man  erhält: 

(4)   (Cos  0  +  V=l  Sin  6)  (Cos  0,  -  \f=~\  Sin  0, ) 

X  (Cos  0,  —  V*^I  Sin  0a) ... .  (Cos  0,_i  +  V— I  Sin  0— i) 
=  Cos  (0  -  0,  -  04  + . ...  +  0._i)  +  V^l  Sin  (0  -  0Ä  -0a  + ....  -f  0_i). 

$.  2. 

Nehmen  wir  an,  die  Entwickelung  von  Cos(0+0l-f0>-f  ...,+0w_a) 
bestehe  aus  h  Gliedern  und  die  Entwickelung  von 

Sin(0  +  01-»-0a  +  ....  +  0Ä_*) 

bestehe  aus  k  Gliedern,  alsdann  mus»,  weil 

CoH(0  +  01  +  0a  +  ....  +  0„_,) 

=Cos(0+01+0a+...+0«_2)Cos0ll_i-Sin(0+0l+0»f...+0(,_s)Sin0.-i, 

Sin(0  +  0!  +0j+  ....  +  0Ä-i) 
=Sin(0f0l+0tf....+0»-*)Cos0„-i+Cos(0+0l+0,-r-...+0l^-a)Sin0M_i 
ist,  sowohl 

Cos(0  +  0|  +  0»  + ....  +  Om-i)  als  auch  Sin (0  +  04  +  03  + ....  4  0„_i) 

aus  A-f  k  Gliedern  bestehen,  weil  in  deo  ersteo  Gliedern  der 
zweiten  Theile  dieser  Gleichungen  kein  Sin0„_i  and  in  den  «wei- 
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(00  Gliedern  kein  Cos0«-i  vorkommen  kann,  sich  also  weder 
Wieder  aufheben ,  noch  sich  deren  zusammenziehen  lassen.  Folg- 
lich bestehen  die  Eni  Wickelungen  von  Cos(0  +  0,  -f  0t ö«-i) 
und  Sin  (0  +  0, +  0, +  ....  + 0N_i)  aus  gleichviel  Gliedern.  Da 
nun  die  Summe  der  Gliederzahl  beider  Entvt  ickelungen  gleich  2", 
gleich  der  Anzahl  der  Variationen  von  n  Elementenreihen  sein 
mos?,  wovon  jede  Reihe  aus  zwei  Elementen  besteht,  so  besteht 
die  Entwickelung  von  Cos(0  +  01  +  0a  +  ....  +  0B_i)  sowohl,  als 
auch  die  Entwickelung  von  Sin(0  -f  0,  +  Öa  +  ....  -f  6n-i)  aus 
Gliedern.  Wir  wollen  uns  nun  noch  die  Frage  «»teilen,  wie  viele 
Zeichen  -f  und  wie  viele  Zeichen  —  kommen  in  jeder  dieser 
Entwickelt] ngen  vor? 

Bezeichnen  wir  mit  (»)  einen  aus  n  positiven  Gliedern  besteh- 
enden Ausdruck,  ist  nt  die  Anzahl  der  positiven,  wa  die  Anzahl 
der  negativen  Glieder  in  der  Entwickelung  von  Cos(n),  ferner  ws 
die  Anzahl  der  positiven,  n4  die  Anzahl  der  negativen  Glieder  in 
der  Entwickelung  von  Sin(n),  so  können  wir,  da  es  uns  blos  auf 
die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder,  nicht  auf  die 
Quantität  ankommt,  setzen: 

Cos  (n)  =  (n, )  -  (wa) ,    Sin  («)  =  (*,)  -  (w4) , 

nnd  wollen  nun  ermitteln,  aus  wie  viel  positiven  und  negativen 
Gliedern  alsdann  die  Cosinus-  und  Siuusentwickelung  eines  w-f  lglie- 
drigen  Ausdruckes  besteht.    Es  ist 

Cos (n  +  1)     Cos (it) Cos  (I)  —  Sin  («) Sin  (l) , 

Sin(n  +  1)  =  Sin(«)  Cos(l)  +  Cos(«)Sin(I), 

nnd  da  man  nur  auf  die  Anzahl  der  Glieder  sieht,  so  können  die 
Factoren  Cos(l)  und  Sin(l)  weggelassen  werden,  und  man  bat: 

Cos(»  +  I)  =  Cos(m)  -  Sin(w), 
.   Sin  (n  +  1)  =  Sin  (n)  -f  Cos  (n) , 

oder  wenn  man  («i)  —  (w*)  für  Cos(n)  und  (ns)  —  (»4)  für  Sin(n) 
«etzt  und  die  positiven  Glieder  lu"r  sich,  die  negativen  Glieder  für 
sich  zusammenfasst : 

Cos  (n  -|- 1)  =  (n,  -f  n4)  —  (n9  >  w3) , 
Sin  (m  +  1)  =  (wt  +  ws)  —  (nt  +  w4), 

d.h.  dte  Entwickelung  von  Cos(n  +  l)  besteht  ans  w,  {  n4  positi- 
ven und  aus  7i2  +  w3  negativen  Gliedern;  die  Entwickelung  von 
Sin(n  +  I)  besteht  aus  w,  +w3  positiven  und  aus  f/4  +  w4  negativen 
Gliedern.    Vergleicht  man  die  beiden  Reihen 
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mit  einander,  so  siebt  man,  dass  die  Glieder  der  zweiten  tleihe 
durch  Addition  aus  den  Gliedern  der  ersten  Reihe  nach  einem 
sehr  einfachen  Gesetze  erhalten  werden.  Sind  z.  B.  die  Glieder 
der  ersten  Reihe 

I,   1,  2,  0, 

welche  der  Entwicklung  von  Cos(ö-f-öi)  and  Sin(ö-föj)  entspre- 
chen ,  so  sind  die  Glieder  der  zweiten  Reihe  beziehungsweise 

■ 

1,  3,  3,  1, 

d.  b.  die  Entwicklung  von  Cos(d  +  0| -f  0a)  bat  ein  positives  und 
drei  negative  Glieder  und  die  Entwicklung  von  Sin  (0  +  0, -f  0t) 
besteht  aus  drei  positiven  und  einem  negativen  Gliede.  Betrach- 
tet man  diese  zweite  Reihe  wieder  als  erste,  so  erhält  man  daraus: 

2,  6,   4,  4, 

d.h.  die  Entwicklung  von  Cos  (0  +  0i  -f  0a  +  05)  besteht  aus  zwei 
positiven  und  sechs  negativen  Gliedern;  die  Entwicklung  von 
Sin(0-f  61  -f  02  +  08)  besteht  aus  vier  positiven  und  vier  negativen 
Gliedern,  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  wurde  die  folgende  Tabelle 
gebildet. 
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Tabelle, 

enthaltend  die  Anzahl   der  positiven  und  negativen 
Glieder  in  der  Entwickelung  von 

€M(e  +  ö,+Äa+....  +  ön-i)  und  Sin(0  +  0,  +  ö, +  ....  + 

von  n  — 1  bis  n  —  oO. 


n 

Cosinus. 

Sinus. 

+ 

— 

— 

1 

M 

1 

0 

1 

0 

2 

] 

1 

2 

0 

3 

1 

3 

3 

1 

4 

2 

6 

4 

4 

5 

6 

10 

6 

10 

A 
\ß 

16 

16 

12 

20 

7 

• 

36 

28 

28 

36 

8 

72 

56 

64 

64 

9 

136 

120 

136 

PO 

10 

256 

256 

272 

240 

11 

496 

528 

528 

496 

12 

992 

1056 

1024 

1024 

13 

2016 

2080 

2016 

2080 

14 

4096 

4096 

4032 

4160' 

15 

8256 

812S 

8128 

8256 

10 

16512 

16256 

16384 

16384 

17 

32896 

32640 

32896 

32640 

18 

65536 

65536 

65792 

,  65280 

19 

130816 

131328 

131328 

130816 

20 

26 J 632 

262656 

262144 

262144 

21 

5*23776 

524800 

523776 

524800 

22 

1048576 

1048576 

1047552 

1049600 

23 

2098176 

2096128 

2096128 

2098176 

24 

4196352 

4192256 

4194304 

4194304 

25 

8390650 

8390656 

8386560 

26 

16777216 

16777-216 

16781312 

167731-20 

27 

33550336 

33558528 

33558528 

33550:336 

28 

67100672 

67117056 

67108864 

67108864 

29 

134*209536 

134225920 

134-209536 

134225920 

30 

268435456 

268435456 

268410072 

268451840 

I 


Digitized  by  Google 


> 

80  Vnferdinger:  Leber  die  Enttrichcl.von  C««(ö+ö1+0,+....+6,m-O, 

j.  3. 

Um  nun  die  allgemeine  Independenzformel  für  die  Anzahl  der 
positiven  und  negativen  Glieder  in  den  Entwickelt] ngen  von 
Cos(0  +  0,  +6„  +  ....  +  ön-i)  und  Sin(0  +  0,-f  02  +  ....  +  d»_i)  zu 
erhalten,  ist  es  nothwendig,  für  n  die  vier  Formen 

4r,   4r  +  l,  4r+2,   4r  +  3 

von  einander  zu  unterscheiden.  Ist  für  w  =  4r  in  der  Cosinus- 
und  Sinusentwickelung  die  Anzahl  der  positiven  Glieder  bezieh- 
ungsweise gleich  m  und  m',  so  ist  die  Anzahl  der  negativen 
Glieder  beziehungsweise  gleich  24r- 1  —  m  und  24»—1  —  m' ,  und 
man  findet  hiermit  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glie- 
der in  den  Entwicklungen  fiir  »  =  4r+l,  4r  +  2,  4r+,3,  4r  +  4 
durch  schlichte  Addition  auf  die  oben  bewiesene  Art  und  hat  das 
folgende  Schema»  das  nach  dem  Vorhergehenden  einer  weiteren 
Erläuterung  nicht  bedarf. 


t*.            4*.    4*  4* 

-r  +  +  + 
W  - 

a 

I  L  1 

+  5  +  s. 

*±   «+•    K,  7 

+ 

n 
© 

5* 
s 

• 

i  »  r  •  1 

I 

-h  a,       «r  | 

?i  i  ?  ■ 

1 

1  1? 
S    i  »*- 

+   +     t  * 

11 1 

+ 

* 

• 

St      IC  ic 

it  +  1  * 

+  +   1  : 

t  *  1 

1 
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Die  Auffindung  der  Indepeodenzformeln  für  die  Anzahl  der 
positiven  und  negativen  Glieder  ist  sonach  zunickgeführt  auf  die 
Itastimmung  der  WeHbe  von  m  und  m'.  Bildet  man  sieb  aus  der 
vorhergehenden  Tabelle  die  Differenz  m  —  (24r-1  —  m)  der  Anzahl 
der  positiven  und  negativen  Glieder  in  der  Entwicklung 
Cos(ö  +  0,  +  02+....  +  6V-i),  so  erhält  man  der  Reihe  nach 


ffir 

r  =  l 

—  4=-22, 

»1 

r=2 

+      16=  + -2*. 

>» 

r=3 

—     64=— 2«. 

f» 

r=4 

+    266= +2«, 

»> 

r  =  5 

—  1024=-2W, 

»» 

r=6 

+  4096  =  + 2'», 

t» 

r  =  7 

-16084  =  -2", 

und  man  schliesst  daraus  durch  Induction,  dass  allgemein 
also 

(6)  m=24r-2  +  (__l)r2^r-l 

ist.  Bildet  man  aus  obigem  Schema  dieselbe  Differenz  filr  n=4r+4, 
so  erhält  man  — 8m  +  24r+1 ;  und  setzt  man  hierin  statt  m  den 
eben  gefundenen  Werth,  so  erhält  man: 

(_  1)1+1-2»+* 

Dasselbe  Resultat  erhalt  man  aber  auch,  wenn  man  im  zweiten 
Theil  der  Gleichung  (ö)  r+1  statt  r  setzt,  woraus  folgt,  dass, 
wenn  die  für  m  gefundene  Formel  für  r  gilt,  sie  noth wendig  auch 
für  r  +  1  gelten  muss.  Da  aber  diese  Formel  für  r  =  1  gilt,  so 
gilt  sie  nach  bekannter  Schlussweise  fär  r=2,3,....,  d.h.  allgemein. 

Aus  der  Betrachtung  der  Tabelle  ersieht  man  auch,  dass  für 
ft  =  4r  in  der  Sinusentwickelung  die  Anzahl  der  positiven  Glieder 
immer  gleich  ist  der  Anzahl  der  negativen  Glieder.  Man  schliesst 
also  durch  Induction,  dass  allgemein 

m'^2*'~»-7n' 

oder  dat*s 

(7)  '       m'  =  2*-* 

ist.  Nach  dem  obigen  Schema  ist  för  «  =  4r  +  4  in  der  Sinns- 
entwickelung die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  be- 
ziehungsweise 

Thtll  XXXIV.  6 
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Setzt  man  nun  hierin  für  m'  den  gefundenen  Werth,  so  erhllt 
man  in  beiden  Fällen 

woraus  folgt,  dass  wenn  die  Gleichheit  der  Anzahl  der  positiven  und 
negativen  Glieder  in  der  Entwicklung  von  Sin(ö+öi+öfl-f  ....-f-Ö^-i) 
und  der  daraus  folgende  Werth  von  m'  für  r  gilt,  beides  not- 
wendig auch  für  r-j-l  gelten  muss.  Da  aber  die  Giltigkeit  obi- 
gen Werthes  von  m'  für  r=  1  nachgewiesen  ist,  so  gilt  derselbe 
nach  bekannter  Schlussweise  allgemein. 

Bezeichnet  man  mit  Pe  und  ]$c  die  Anzahl  der  positiven  und 
negativen  Glieder  der  Cosinusentwickclung  und  mit  P$  und  iV« 
die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  der  Sinusentwicke- 
lung, so  gibt  das  obige  Schema,  wenn  man  für  m  und  m'  seine 
Werthe  aus  (6)  und  (7)  setzt: 

(» 

für  n=4r       f*=2*-*  +  (—!)«•  2*'-»,   iVe  =  2*-*— (-l)'2*-\ 

„  n=4r  +  l  A>c  =  24'-l-f(— l)»^*-1,    Nc  =  2*"-1  —  (—  l)«" 

„  n  =  4r  +  2  />c=2*,  ATC  =  2^, 

P.  =  2«'  +  (— l)r2*",         iYV=2*— (— 1)'2*-; 

„  W=4rf3  f>e=2*«-4»-(-l)'*2^,      i\Tc=2*r+i  +  (-1/2*^, 

/>t_24r+l  +  (_l)rO«r>        AY4  =  2*r4"1  —  ( —  l)r2*r. 

f.  4. 

Indem  wir  nunmehr  zur  Anwendung  des  Vorhergehenden  über- 
gehen, nehmen  wir  die  identische  Gleichung  vor: 

(9) 

(Cos*0  +  Sin*ö)  (Cos*0,  +Sin*d,)(Cos*0,  +  Sin*0t) .... 

. . . .  (Cos*0„_i  +  Sin  *0n-i) 

=  Cos*(ö  +  öl  +  Ö2+....-föII-i)  +  Sin«(0+el  +  öa  +  ....  +  d(1_1), 

und  multipliciren  dieselbe  mit  (pp,  pv.. .p„-.i)*,  wobei  p,  p,,  p^,.... 
reelle  positive  Grössen  bezeichnen,  und  erhalten: 
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. . . .  ( (Qn-l  COS  0— l)«  +       -1  Sill  0„_l)* } 

=   {ee1ea....e»_iCos(0+01  +  02+  .... +0„_i)}* 

+  1 9  Qi  Q*  •  •  •  Qn-i  Si n  (0  +  0,  +  02  +  . . . .  +  0B_i)  }*. 

Denkt  man  sich  im  zweiten  Tbeil  dieser  Gleichung 

Cos (0  +  0» -f  02 +  ....  + 0„_i)  und  Sin(0  +  0I  +  0,+  ....  +  0I(_i) 

nach  dem  im  obigen  auseinandergesetzten  Verfahren  entwickelt, 
alsdann  Glied  um  Glied  mit  iftfe ....  o«-i  multiplicirt  und  setzt 


a     =oCos0,  ß     =  oSin0, 

cg    =^Cos0j,         jS,  =^Sin0ly 
(10)       ^  er,    =  a2Cos02,  02  =^Sin02, 


et«-i  =       Cos  6n-i ,  =  Oii-i  Sin  0„_i ; 

so  sind  die  in  beiden  Fällen  sich  ergebenden  Resultate  offenbar 
reine  Functionen  von  a,  alt  a2t....an-i,  ß,  ßlt  ßit....ß»-i;  be- 
zeichnet man  das  erste  Resultat  kurz  mit  f(a,  ß),  das  zweite  mit 
F(a,ß),  so  wird: 


(H)  | 


QQito  —  Q— i Cos (0  +  0t  +0»  +  ....+  0n-i)=A«.  ß)> 
QQi  02  Sin(0  +  0!  +  0a  +  ....  +  6V-i)  =  F(a,  0), 

und  man  hat  statt  (9)  die  Gleichung: 

(12) 

#>=(aMM(«iHfW««HfV>...^^ 


so  dass  also  das  Product  P  umgeformt  erscheint  in  die  St 
zweier  Quadrate.  f\ay  ß)  wird  sich  von  der  Entwickeln^ 
Co*(0  +  0,  +  02  +  ....  +  0n-i)  und  F(a,  ß)  von  der  Entwicklung 
von  Sin (0  +  0!  +  02  +  ....  +  0«_i)  nur  darin  unterscheiden,  dass 
°»  «i »  ««» ....  «n-i  an  der  Stelle  von  Cosfl,  CosO, ,  Cos62,....  Cos6«— i 
and  ßt  ßlt  ßt,....ßn~i  an  der  Stelle  von  Sio0,  Sin 6,,  Sin6>2,.... 
-  Sin6«-i  steht.    Das  für  die  Entwickelung  von 

Cos  (0  +  0,  +  0»  +  ....  +  0«-i)  und  Sin(0  +  01  +  02  +  ....  +  6\,-i) 

»m  Obigen  gefundene  Verfahren  wird  sich  also  auch  auf  die  Ent- 
wickelung der  Functionen  fiit,  ß)  und  F(cr,  ß)  ausdehnen  lassen, 

6* 
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wenn  man  nur  überalt  statt  der  Cosinus  die  o  und  statt  der  Sinus 
die  ß  setzt.    Die  Regel  wird  alsdann  folgendermassen  lauten: 

Man  bilde  aus  den  n  Elementenreihen 

o»  ß, 

Äi »  ßi> 

«s»  ß*f 

.  •    •  • 

«.-..  ßn-l 

alle  möglichen  Variationen  und  sortire  sämmtliche 
Coroplexionen  in  zwei  Gruppen»  von  welchen  die  erste 
die  ß  in  jeder  Complexion  in  gerader,  die  zweite  die 
ß  in  jeder  Complexion  in  ungerader  Anzahl  enthält. 
Die  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeichne  man  mit  +, 
wenn  die  Anzahl  der  ß  durch  4  theilbar  ist,  alle  übri- 
gen bezeichne  man  mit  — .  Die  Glieder  der  zweiten 
Gruppe  bezeichne  man  mit  +,  wenn  die  Anzahl  der  ß 
durch  4  getheilt  1  zum  Rest  gibt,  alle  übrigen  bezeichne 
man  mit  — .  Alsdann  ist  die  erste  Gruppe  die  Ent- 
wicklung von  f(a,ß),  die  zweite  jene  von  F(o,  ß). 

So  erhält  man  zum  Beispiel  zur  Zerlegung  des  Productes 
(a*  +  /3*)(«i*  + &         +        aus  den  Elementenreiben 

«,  ß, 

«*»  ß% 

die  Variationen: 

aaxtt^t  ßolatt 

«ft  «a>  ßßi ««> 

«ßiß*»  ßßlß*> 

folglich  ist: 

f{a,ß)=    «a,aÄ   uod    F(«,  0)  =    oft  et, 
—  aßtßt  +««i0-i 

-ßßl<*2 

~ß*lßl  —ßßlßt 

und 

(13)  (cHP)(«iHÄ^HM^ 

+I«A«*+««i0»+0«i  °*-ßßiß%)*. 
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Um  das  Product  («M0*)(«ia  W)(«s*-r  0**)(«»8  +  0t*)  »er- 
legen, bat  man  aus  den  Elementenreihen 

«»  ß> 
«i  »   0i  » 
«*»  0*» 

«»»  A 

die  Variationen 

«0i«*«»»  00i«*«». 

««i0*«z«  0«i0*«a» 

«010*«*»  ßßlßl°3* 

««i«i0s»  ß*i*Ai 

aßlatß3t  00i«*0st 

««10*08»  ^iMj- 
«0i0*03>  ßßißzßs; 

und  wenn  man  nach  den  obigen  Vorschriften  die  Complexionen 
sortirt  und  bezeichnet,  so  wird: 

0)  =    ao^a,     f\o,  0)  =  a/Ji«2öa 


— «0i0*«» 

+  ««102«3 

+  ««1«*03 

—  ««i0*03 

—  «010*03 

—  001  «2«3 

+  0«i«*«s 

— 0«10*«» 

—  00l02a3 

— -0«i«*0s 

-00i«*Ä 

+  00i0*0s» 

-0«i0*0»; 

und  es  ist  sonach,  wenn  man  zur  Abkürzung 

a  =  oOjOjaa ,  a' =«0i  cr4a3  , 

6  =  «0,0»«,,  o'  =  «c,02a3» 

c  =  aßt  Ulfa ,  c'  =  a«!  a»/33 . 

=  aa,  0,08 ,  d'  =  «0i  040a . 

e = 00!      ,  e'  =  0«i«*«s . 

/rrfo&a,,  f  =ßßlßt«t* 
g = 0«i«*0s »       =  00i  "«08  » 

setzt : 


> 
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(^tWWAW  fAW+A»)  =  (a  -  6  -  c-d-  e-f-g\Kf 

+  (a'+  6'+      d'+  e'-f'-g'-h')* 

§.  5. 

Die  Gleichung  (9),  folglich  auch  jene  (12),  wird  aber  offen- 
har  auch  dann  noch  richtig  bleiben,  »venu  man  in  der  Summe 

0  +  0!  +öa  +  ....  +  6n-l 

die  Vorzeichen  beliebig  verändert.  Hatte  man  z.  B.  0^,  Ort"" 
in  —  ö/i,  —  0v...  verwandelt,  so  treten  in  der  Entwicklung  von 
Cos(0  +  0,  +  0,  +....  +  0„_i)  und  Sin(0+0l+04  +  ....  +  0—i) 
die  Grossen 

Cos(-6V),  Sin(-0M), 
Cos(—  0„),  Sin(-Ör), 


oder,  was  dasselbe  ist,  die  Grossen 

Cosö^,  — Sin0^ 
Cos0r,  —Sin0, 


an  die  Stelle  von- 

Cos  Bft,  Sin  Bp, 
Cosör,  Sin0,, 


d.  h.  in  den  Entwickelungen  von  Cos (0  +  6X  -f0a  +  +  0*_i)  und 
Sin (0  +  0j  +  0a  +  ....+  0„_i)  braucht  man  nur  in  jenen  Gliedern 
die  Zeichen  zu  verändern,  in  welchen  Sin©,,,  Sin0v,....  in  unge- 
rader Anzahl  zusammen  vorkommen,  fn  den  Functionen  f(u,  ß) 
und  F(cr,  ß)  treten  alsdann  an  die  Stelle  von  £u,  ß»,....  die  Grös- 
sen —  ßu,  — /3p,  — ,  während  alles  Andere  ungeändert  bleibt. 
Die  Gleichung  (12)  wird  also  auch  dann  noch  gelten,  wenn  man 
im  zweiten  Theile  derselben  in  allen  jenen  Gliedern  von  f(a,  ß) 
und  F(a,  ß)  die  Zeichen  verändert,  welche  ßp,  ßv   in  ungera- 
der Anzahl  enthalten.  Auf  diese  Weise  erhält  man  für  das  Product 

(12)     P=  («HP)  («1*  +  («-!»  +  0—1«) 

eine  neue  Zerfallung  in  die  Summe  zweier  Quadrate.  , 
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Aus  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  folgt,  wem.  man  zur  Ab- 
kürzung 

0  =  0+0!  +  0.i  +  ...+6\.-  i 

setzt : 

(15)  iF(«,|S)i»+:A«'.ftil=/>' 

woraus  man  mit  Leichtigkeit  findet: 

(15)    lF(af»i»=IjgS#>.  i/(«.»i,=  rii?5R 

Versteht  man  unter  6  jede  beliebige  algebraische  Summe 
der  n  Grössen  0,  0,,  02, ....  0»-i,  so  ersieht  man  aus  den  vor- 
stehenden Gleichungen,  dass  man  für  |F(a, /?)!*,  \f{*,ß)\  »<> 
viele  verschiedene  Werthpaare  erhalten  wird,  als  es  numerisch 
verschiedene  Werthe  von  6  gibt,  indem  das  Vorzeichen  von 
6  gleichgiltig  ist.    Bekanntlich  lassen  sieb  aus  n  Grössen  wie 

0,  0lt  öa  0„-i  durch  ledigliche  Aenderung  der  Vorzeichen  im 

Allgemeinen  2»  verschiedene  Summen  bilden.  (M.  s.  meinen  Auf- 
satz: Ueber  eine  Eigenschaft  der  geometrischen  Pro- 
gression 1,  3,  9, 27          Archiv.  Thl.XXXIII.S.  106).  Unter 

diesen  befinden  sich  aber  paarweise  solche  von  gleichem  Zahl- 
werth und  entgegengesetzten  Zeichen,  so  dass  die  Anzahl  der 
absolut  verschiedenen  Summen  im  Allgemeinen  gleich  2»~l  ist. 
Man  wird  also  auch  för  F(«,  ß)  und  fl«,  ß)  im  Allgemeinen  2— 1 
verschiedene  Werthpaare  erhalten,  wekhe  alsdann  eben  so  viele 
Zerfällungen  des  obigen  Productcs  P  in  die  Summe  zweier  Qua- 
drate ergeben. 

Da  sich  aus  den  Grössen  0,  0,,  0»  die  vier  Summen 

Ö+01+Ö2, 

—  0  +  6,+0*, 
0—01  +  0» » 
0  +  0i  —  0» 

bilden  lassen,  so  hat  man  för  (a»  +  P)  (at*  +  ft»)  (%*  +  &*)  vier 
verschiedene  Zerföllengen.  An  die  Stelle  der  im  ersten  Beispiele 
aufgeführten  Elementenreihen  treten  nun  vier  Systeme  solcher, 
und  zwar  die: 

«.  ß,  «»   ~ß»  a»      ß>  tt>  P» 

«i,  ßi*  «l»  ßi>  öi»  *«• 
«*,  ßt,  «a»     ß*>  fc-  «2« 
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und  die  vier  Auflösungen  sind: 
(16)  («*  f  ß*)      +    *)  («,»  +  ft«) 

=  («a, «,  -  oft  ß2  +  ftj,  a,  +  &)  •  +  («ft  tt%  +  ««,  ft-  /Ja,  «*  +  ftS,  &)« 
=  (««i«2  +  «A  A  +  0A«*  -      A)H(-«AM"«»i  A+ A*i«i  +  PAA)1 

Da  sich  aus  vier  Grossen  0,  fllf  08,  03  die  acht  Summen 

Ö  +  A+A  +  A. 

-0  +  A+A  +  A. 

*~A+A+A, 
ö  +  öi  —  &2  +  A  » 

Ö+öt+02-0,. 

-0-0i+0a  +  05. 
0 — 0|  —  0»  4-  ös» 
0  —  0i  -f-  0j  —  0j 

bilden  lassen,   so  hat  man   för  die  Zerlegung  des  Productes 

+  («i3  +  A2)(«2*+A*)(«3*+A2)  acht  verschiedene  Lösun- 
gen. In  der  That,  man  hat  statt  der  im  zweiten  Beispiele  auf- 
geführten Eleraentenreihe  ein  System  von  acht  solchen,  und  zwar  die: 


ß, 

-0» 

«, 

A 

«, 

ß* 

"l . 

ßlf 

A» 

-A» 

At 

«2. 

A» 

A» 

«2» 

A> 

«2» 

-A. 

«3. 

As 

c3  ' 

As 

«8. 

As 

«3» 

As 

«. 

ß. 

«, 

ß, 

«, 

0, 

«1» 

A. 

«1  , 

-A- 

-A. 

«1» 

-A. 

«a, 

A. 

«2» 

A. 

«2. 

— A* 

«2» 

A. 

«3. 

-As 

«8» 

A; 

«8» 

A; 

«3» 

-A- 

Werden  nun  mit  Hilfe  dieses  Systems  die  Vorzeichen  der  Grös- 
sen a,  b,  a!  u.  s.  w.  der  oben  gegebenen  Lösung  (14J  entsprechend 
verändert,  so  erhält  man  folgende  acht  Auflösungen: 
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(17)         («■+«(«!*+ A«)(«i*+Ä*)(^«+A«) 

=  (a  —  b  —  c  —  d  —  e  —  f  —  g  +  h)* 
+  («'  +  b*  +  c'  -  d'  +  e*  —f'—g'  -  AOa 

=  ("-b-c-d  +  e+f  +  g-h)* 
+  («'  +    +  C  -  rf'-e'  +     +    +  A')2 

=  (a  +  6  +  c  —  d  +  e  —  f—  g  —  h)* 
+  (-a'+A'  +  c'  +  d'  +  «'  +  /•'  +  g'  -  A')2 

=  (a  +  6  -  c  +  d  —  c  +  g  -  A)* 
+  (o'— A'  +  c'  +  rf'  +  e'  +        ^  -f  A')2 

=  (o  —  A  +  c  +  —  «>  —  /-.f^_A)« 
+  (a'  +  A'  -  c'  -f  tf'  +  e'  -  /*'  +  g1  +  A')2  • 

=  (a  +  A  +  c  —  d  —  «  +  /*  +  ^  +  A)* 
+  (— a'+A'+c'  +  </'  -  e*  —f'—g'  +  A')2 

i 

=  («  —  6  +  c  +  d  +  e  +  /*  —  ^  +  A)* 
+  (-a'— 6'+c'— «/'  +  e'  — f'  +  g'  +  A')2 

=  (a  -f  A  —  c  +  d  +  e-  f+g  +  h)* 
+  (_a'+A'-c'-rf'  +  e'  +  f-  g*  +  A')2. 


$.  6. 

Man  denke  »ich  die  w  Factoren  des  Produktes  P  (12)  in  zwei 
Gruppen  gesondert ,   wovon  die  eine  r  — 1  Factoren,  die  andere 

"  —  r+l  Factoren  enthält.    Diese«  zweite  Product  ans  n  r-f  I 

Factoren  denke  man  sich  nach  der  oben  auseinandergesetzten 
Metbode  auf  2"~r  verschiedene  Arten  in  die  Summe  zweier  Qua- 
drate verwandelt  und  an  die  Stelle  jener  Factoren  in  P  gesetzt. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  2"_r  verschiedene  Darstellungen  von 
Pals  ein  Product  von  r  Factoren,  von  welchen  jeder  die  Form 
+       hat.    Die  obige  Eintheilung  in  zwei  Gruppen  kann  aber 

offenbar  auf  (rlj)  verschiedene  Arten  ausgeführt  werden,  also 

ist  die  Gesammtzahl  der  Darstellungen  von  P  als  ein  Product  von 

'  Factoren  von  der  Form  a»  +  /J»  gleich  (r  *  j)*-'.    Da  aber  r 

alle  ganzen  Zahlen  von  1  bin  n  -  1  bezeichnen  kann ,  so  sieht 
raao,  das«  ein  Product 

02)   P=  («•+ p)  W+ßl*)(*++ßt*)....{«m_l*  +  ßm_l*) 
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aus  u  Factoren  von  der  Form  «*+/3*  im  Allgemeinen 
auf  2»-1  verschiedene  Arten  in  derselben  Form  darge- 
stellt werden  kann ; 

auf  (j)%*~2  verschiedene  Arten  als  Product  von  2  Fact., 
»»    (j^^*"  *  "  **      "         *»         '*   ^  " 

■  © 


2—4 


,,   2^^         "  **      "        "        "  n  ^  " 

von  der  Form  o*  +  /39.  Als  Product  aus  n  Factoren  dieser  Art 
ist  P  gegeben,  also  ist  die  Gesammtzahl  der  Darstellun- 
gen gleich 

!2-+(?)»-+©^+öä-+....+(B:2)2'+i 

=  i(3--2»  +  l). 

So  hat  man  für  n=3  die  oben  in  (16)  aufgeführten  vier  Dar- 
stellungen des  Productes  (a*+0*)  (a^+ßS)  (ca2 -f/V)  als  Summe 
zweier  vollständigen  Quadrate,  ferner  folgende  sechs  Darstellun- 
gen in  zwei  Factoren  dieser  Form : 

(18) 

(«H^)(«iHft,)(«>H^=(«J  +  «  t(«i^-A&)H(«.Ä+Ä«*)»l 

=  («iHA»)l(«%— fW*  +  <«&  +  ß°*)%\ 

=(«aH^2)l(««i-Wi)2+(«A  +  /*«,)*! 

=(«,HM)K«*  -f  Wi)a  +  («A  -  K)»l 

im  Ganzen  eilf  Formen  ßr  dieselbe  Grösse* 

Die  hiermit  gegebene  Methode  zur  Umformung  des  Produc- 
tes P,  in  welchem  er,  0,  alf  u.  s.  w.  ganz  allgemeine,  in  keiner 
Weise  specialisirte  Buchstabengrüssen  bezeichnen,  ist,  als  alge- 
braisches Theorem  aufgefasst,  in  der  Analysis  und  ihren  An- 
wendungen oftmals  von  Nutzen. 
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Wir  geben  nun  über  zur  Erörterung  der  Modificationen  und 
Einschränkungen,  welche  das  vorhergehende  algebraische  Theorem 
erleidet,  wenn  die  in  dem  Producte  P  vorkommenden  Grossen 
<*>  ßt  <*it  u«  s.w.  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Man  hat 
sich  also  von  nun  an  unter  P  ein  Product  zu  denken,  aus  n  Fac- 
toren,  von  welchen  jeder  die  Summe  zweier  gegebener  Quadrat* 
zahlen  ist. 

fr?. 

Wenn  er,  ß,  at,  u.  s.  w.  gegebene  ganze  positive  Zahlen  be- 
zeichnen, so  bat  man  sich,  da  aus  den  Gleichungen  (10)  folgt: 

(19) 

0  =  Arctg£,   Ö,=Arctg^,   0a=Arctg ....  0,_i  =  Ärctg§=-\ 

auch  unter  0,  0.,  Öa, ....  0«-i  ganz  bestimmte  Zahlwerthe  zu 
denken,  und  6  bezeichnet  alsdann  irgend  eine  der  algebraischen 
Summen,  welche  man  aus  den  n  bestimmten  Zahl  wer  then* 
Q,  0|,  0t,....0n-i  durch  verschiedene  Auswahl  der  Vorzeichen 
erhalten  kann.  Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  hat  sich 
ergeben,  dass  man  Rir  die  Functionen  F(a,  ß)t  f(a,  ß)  2»-1  ver- 
schiedene Werthpaare  erhält,  weil  sich  aus  den  n  Grossen 
0,  0, ,  0Ä,....  0«-i  im  Allgemeinen  2»-1  numerisch  verschie- 
dene (rf.  h.  dem  absoluten  Werthe  nach  verschiedene)  Summen 
bilden  lassen.  Im  Allgemeinen  ist  diess  allerdings  richtig,  wenn 
aber  0,  0j,  0s,....0n-i  bestimmte  Zahlwerthe  sind,  so  kann  der 
Fall  eintreten,  dass  die  Anzahl  der  numerisch  verschiede- 
nen Summen  kleiner  als  2"_ 1  ist.  Alsdann  ist  auch  die  Anzahl 
der  Werthpaare  für  F(a,  ß),  f(te,  ß)  geringer  als  mithin  auch 
die  Anzahl  der  Zerfallungen  der  Factorenfolge  P  in  die  Summe 
zweier  Quadratzahlen  geringer  als  2"-1.  —  Der  Fall,  dass  die 
Anzahl  der  numerisch  verschiedenen  Werthe  von  &  geringer  als 
2»— i  ist,  wird  namentlich  dann  eintreten,  wenn  irgend  eine  alge- 
braische Summe  mehrerer  der  Zahlwerthe  0,  Bt ,  0a,  Bn-i  der 

Null  gleich  wird.    Nehmen  wir  an,  es  wäre 

(20)  0M+0r  +  ....  +  0x  =  O, 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(20)  '  Arctg  ^  -\  Arctg £  +  . . . .  +  Arctg  £ = 0 , 
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und  irgend  eine  algebraische  Summe  der  übrigen  6  gleich  8', 
alsdann  wären  in  jedem  anderen  Falle: 

0«  +  0r  +  ....  +  0*  +  8*  und  &V+0,  +  ....+  0,—  8' 

* 

offenbar  zwei  numerisch  verschiedene  algebraische  Summen  0,  so 
aber  schmelzen  sie  zu  +  8'  und  —  8'  zusammen  und  sind  nur 
mehr  im  Zeichen  verschieden.  Denkt  man  sich  zu  dem  Producte 
(«,»«  +  +  ßv*)  ...(**« +  0x«),  auf  welches  sich  die  Gleichung 

(20)  bezieht  und  welches  offenbar  ein  Factor  von  Pist,  —  in  der 
Absicht,  es  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  zu  zerlegen,  —  die 
zugehörigen  Functionen  F(a,  ß)t  f\at  ß)  gebildet;  sie  seien  <D(«,0), 
<p(a,  /?),  so  gibt  die  erste  der  Gleichungen  (15)  in  Verbindung 
mit  jeuer  (20) : 

also 

('21)  *(«,£)  =  0, 

und  es  ist: 

(a„«  +  frf)       +  ß**) .... («x»  +  ßx*)  =  t^><crF 

d.  h.  die  gegebene  Factorenfolge  P  wird  weniger  als  2"-1  ver- 
schiedene Zerfallungen  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  ge- 
statten, wenn  es  unter  den  Factoren  a«+|3«,  ^«+0,«,  «**+0aV—t 
a„-i«  +  /3,,_i«  solche  «ju* -|-  ßf? ,  «,«+/?,»....,  «*»«  +  /?,«  gibt,  deren 
Product,  nach  unserer  Methode  in  seine  verschiedenen  Summen 
zweier  Quadratzahlen  zerlegt,  Einmal  <D(a,£)=0  ergibt,  so  dass 
Eine  dieser  Zerfallungen  nothwendig  die  Form  ct«  +  0«  hat. 

So  ist  z.  6. 

Arctg  \  +  Arctg  }  —  Arctg  }  =  0 , 

folglich  muss  das  Product  (!«+2«)(2*  +  3«)(4«+7«)  unter  seinen 
verschiedenen  Zerlallungen  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
nothwendig  Eine  von  der  Form  ««  +  0*  enthalten.  In  der  Tbat 
öndet  man : 

(1»  +  V)  (2»  +  3«)  (4*+7*)  =  (66)»  +  0« 

=  (39)« +  (62)« 
=  (25)«  +  (60)* 
=  (33)« +  (66)«, 


und  das  Product 
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( l»  +  2«)  (2«  +  3«)  (4« + 7«)  («3«  +  ft») . . . .  («„-1* + 0— i») 

wird  daher  Dicht  mehr  in.  2"-1  verschiedene  Summen  zweier  Qua- 
dratzahlen zerlegt  werden  können. 

§.  a 

Da  die  Wertbe  der  Functionen  F(a,  ß),  f(a,  ß),  respective  die 
Zerfallungen  der  Zahl  P,  aus  den  Zahlen  «,  ß,  alt  u.  s.  w.  abge- 
leitet werden,  80  sieht  man,  dass  die  Anzahl  und  Beschaffen- 
heit der  Zerlallungen  ebenfalls  von  den  Zahlen  «,  ß,  ttlt  u.  s.  w. 
abhängt.  Lasst  sich  die  Zahl  P  noch  auf  andere  Arten  als 
ein  Product  von  n  Zahlen  von  der  Form  a»  +  /3»  darstellen,  so 
wird  diese  neue  Form  von  P  auch  zu  neuen  Zerlallungen  führen. 
—  Das,  was  wir  also  bisher  über  die  Anzahl  und  die  Beschaf- 
fenheit der  Zerlallungen  des  Products 

(«»  +  ß*)  («,»  +  ft»)  («,»  +  ß%*)  . . . .  +  0„_,») 

io  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  beibrachten  und  später  noch 
beibringen  werden,  bezieht  sich  lediglich  auf  diese  Factorenfor- 
mel,  in  welcher  a,  ß,  at,  u.  s.  w.  ganz  bestimmte  Zahlen  sind, 
von  welchen  die  Form  und  die  Anzahl  der  durch  unsere  Methode 
herstellbaren  Zerlallungen  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
abhängig  ist. 

So  ist  in  dem  letzten  Beispiel  das  Product  der  drei  Factoren  gleich 
4225,  nun  ist  aber  diese  Zahl  auch  gleich  (lH2*)(2*+3»)(l*+8*), 
und  wenn  man  dieses  Product  zerlegt,  so  erhalt  man: 

(1*  +  2*)  (2*  +  3»)  (1»+  8*)  =  (60j*  +  (25)» 

=  (16)2 +  (63)* 
~  0»  +  (65)» 
=  (52)*  +  (39)», 

unter  welchen  Zerßllungen  jene  (16)»  +  (63)»  neu  ist  Die  Zer- 
lallung  (65)*  +  0»  kommt  wieder  vor,  weil 

Arctg  l  —  Arctg  ?  +  Arctg  l  =  0 

•st  Ebenso  ist  4225  auch  gleich  (2«+3»)  (2»+3»)  (3»+4«)  und 
onsere  Metbode  gibt: 

(2*+  3»)  (2*+ 3»)  (3»  +  4»)  =  (63)»  +  (16)« 

=  (33)»  +  (56)» 
=  (39)»  +  (52)» 
=  (39)»  +  (52)», 


t 

U4 Unferdtngcr:  Veöer  die Entwiekel.  von  Co«(6+6,+6t+.~+0»_i). 

unter  welchen  Zerfiiilungen  jene  (65)*  -|-  0*  nicht  mehr  vorkommt. 
Die  Zerföllung  (39)* +(52)*  kommt  zweimal  vor,  weil 

Arctg  j  —  Arctg  3=0 

ist,  also  (2* +3*)  (2* +3*).  io  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
zerlegt,  eine  Zerfnllung  von  der  Form  o*+0*  aufweiset,  folglich 
(2* +3*)  (2* +  3*)  (3* +4*)  nicht  auf  vier  verschiedene  Arten  in  die 
Summe  zweier  Quadratzahlen  zerlegt  werden  kann. 

Ferner  ist  7225  =  (1«  +  4«)  (13* +16«)  und  die  Zerfölloogs- 
metbode  gibt: 

(1*  +  4»)  (13*+ 16*)  =  (51)*  +  (68)* 

=  (77)*  +  (36)*; 

da  aber  auch  7225  =  (3*+ 4*) (1*  + 17*),  so  erhalt  man  auch: 

(3*  +  4«)  (1*  +  17*)  =  (36)*  +  (77)* 

=  (84)* +  (13)*, 

so  dass  man  also  in  (84)*+ (13)*  eine  neue  Zerfällung  hat.  End- 
lich ist  auch  7225  =  (l*  +  2*)(17*  +  34*)  und  hierfür  gibt  unsere 
Methode : 

(1*  +  2*)  (17*  +  34*)  =  (51)*  +  (68)* 

=  (85)* +  0*? 

hier  kommt  die  Zerföllung  (85)* +  0*  vor,  weil 

Arctg  i- Arctg  U  =  0 

ist 

Es  wird  nun  auch  einleuchten,  dass  zwar,  wenn  für  mehrere 
Factoren  «r^*+fti*,  a»*  +  0»*» ....  erx*  +  j3x*  der  Zahl  P  eine  Glei- 
chung wie 

(20)  Arctg^'  |  Arctg^r+  ....+  Arctg^*  =  0 

besteht,  nothwendig 

(«„*  +  ßfP)  («,*  +  /?,*)  •  •  •  •  («x*  +  £x*)  =  {  <p («,  ß)  {* 

gleich  einem  vollständigen  Quadrate  sein  muss,  welches  letztere 
also  auch  ein  Factor  von  P  ist,  und  dass  demnach  die  Anzahl 
der  durch  unsere  Methode  herstellbaren  Zerfallungen  der  Zahl  P 
in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  kleiner  als  2*-1  ist;  —  man 
darf  aber  nicht  umgekehrt  aus  dem  Vorhandensein  eines  quadrati- 
schen Factors,  gebildet  aus  mehreren  Factoren  <ty*+ftu*,  ap*+0,*,.... 
«x*  +  ß*9  in  P,  auf  eine  Verringerung  der  Anzahl  der  Zerfall ungen 
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schliefen;  Aber  eine  solche  Verringerung  entscheidet  lediglich 
das  Bestehen  der  Gleichung  (2>),  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Vor- 
handensein einer  Form  n  ie  o^-fO2  in  den  Zerfallungen  des  Productes 

+ /V)  («** + /W  ••••  (««* + 

§.  9. 

Hiermit  wfire  Eine  Ursache  der  Verringerung  der  Anzahl  der 
Zerfallungen  der  Zahl  P  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  und 
ihr  Kennzeichen  aufgedeckt.  Aber  das  Identischwerden  mehrerer 
algebraischer  Summen  6  ist  nicht  die  alleinige  Ursache  des  Iden- 
ti«chwerdeii8  mehrerer  Zerfallungen,  sondern  es  kann  zwei  nume- 
risch verschiedene  Werthe  von  ©,  6, ,  62  geben,  welche,  in  die 
Gleichungen  (15)  eingesetzt, 

(^)  { 

(  TTiAP={f(tt'ß)*'  T+WeS-W'-W 

ergeben,  so  dass  man  daraus  im  ersten  Falle  die  Zerfällung 
\F\at  ß)\*  -f  {/"(«,  /3)a|  und  im  zweiten  Falle  die  damit  identische 
Zerfallung  {/*(<*,  j?)!2  +  |F(a,  /?)}*  erhält.  Suchen  wir  aus  den  vor- 
hergehenden Gleichungen  die  Beschaffenheit  solcher  zwei  Werthe 
wie  0a  und  S2  zu  ermitteln.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

tg2e,  _     l   l  tg»aa 

l+tg^-i  +  tg»©/  l  +  tg^-i+tg^,' 

aus  welchen  durch  Division  unmittelbar 

tg*e»  =  ctg*ft, 

hervorgeht.  Da  dieser  Werth  von  tga01(  in  die  beiden  vorhergeben- 
den Gleichungen  eingesetzt,  beide  zu  identischen  Gleichungen 
macht,  so  sind  diese  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden 
und  werden  durch  die  letzte  Gleichung,  oder  durch  die  folgende: 

tg^itg®,  =  ±l, 

vollkommen  ersetzt.   Aus  dieser  folgt  aber: 

und  wenn  man  sich  die  beiden  Werthe  &t  und  ©2,  welche  zwei 
numerisch   verschiedene  algebraische  Summen  der  n  Grössen 
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Ö, ,  öj,...  0»-i  sind,  unter  eioander  geschrieben  denkt ,  so  sieht 
man  sogleich ,  dass  sich  in  0,  +  0.2  die  9  mit  gleichen  Zeichen 
verdoppeln,  die  0  mit  ungleichen  Zeichen  aufheben,  und  man  wird 
nothuendig  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 


20u  +  20,,  +  ....  +  20lf=£, 


oder  zu  jener 


(22) 


^  Q/t  +  6v  -f- . . . .  -f-  0*  =  j  » 

)    Aretg  &  +  Arctg  J  + ....  +  ArctR  &  =  J 


gelangen  müssen,  d.  h.  der  durch  die  Gleichungen  (^)  ausge- 
sprochene Fall  wird  dann  eintreten,  wenn  die  algebraische  Summe 

einiger  der  Zahlwerthe  0,  0,,  02, ....  0„_t  gleich  ^  wird.  Denkt 

man  sich  nun  zu  dem  Producte  (a^H  fti*)(«»H •«(««*  +  ß*%)> 
auf  welches  sich  die  Gleichung  (22)  bezieht,  um  es  in  die  Summe 
zweier  Quadratzahlen  zu  zerlegen,  die  zugehörigen  Wertbpaare 
für  F(«,  ß),  f{u,ß)  gebildet;  sie  seien  0(a,/5),  g>(«,0),  so  gibt 
die  erste  der  Gleichuugen  (15)  in  Verbindung  mit  jener  (22)  un- 
mittelbar :- 

<P(«,  ß)_. 

also 

(23)  =  0), 
und  es  ist 

(24)  (a„H A«2)(«,H^)....(«xHj5x2)=  1 <*>(«,  ft  !H  !  0) 

d.  h.  die  auseinandergesetzte  Methode  wird  für  die  Zahl  P  weni- 
ger als  2"-1  verschiedene  Zerfullungen  in  die  Summe  zweier  Qua* 
dratzahlen  ergeben,  wenn  es  unter  den  Factoren  cP  +  ß2,  cf|*-f  ßx\ 

+  +  |3„_i2  solche  o^+fc«,  *r*  +   + 

gibt,  deren  Product,  nach  derselben  Methode  in  die  Summe  zweier 
Quadratzahlen  zerlegt,  Einmal  Q(a,  ß)  =  <p(a,  ß)  ergibt,  so  dass 
Eine  dieser  Zerlegungen  nothwendig  die  Form  o*-f  «*  hat. 

Es  ist  bekanntlich 

Arctg»  +  Arctg«  f  ArrgJ  = 
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folglich  muss  das  Product  (1*  |-22)  (1*  f  S2)  (I2  4  S2) ,  nach  obiger 
Methode  auf  seine  verschiedenen  Arten  in  die  Summe  zweier 
Quadratzablen  zerlegt,  darunter  nothwendig  eine  Form  wie  cr24«2 
aufweisen.    Man  findet  in  der  Tbat: 

(l2  4  2«)  (1*  +  5«)  (1«  +  8«)  =  (65)«  4  (65)* 

=  (13)24(91)2 
=  (35)24(85)2 
=  (47>«  +  (79)«, 

*  * 

und  es  lässt  sich  daher  das  Product 

(1*  f  22)       5«)  (1*  4  82)  («32  4  A«)..  •  •  (*.-i8  4 

darch  obige  Methode  nicht  in  2W-1  verschiedene  Summen  zweier  Qua- 
dratzahlen Zerfällen.  Das  Product  der  vorhergehenden  drei  Factoren 
ist  gleich  2(13)2,  dieses  ist  aber  auch  gleich  (1H52)(22432)(32  |  42). 
Zerlegt  man  diese  Factoren  folge,  so  erhält  man: 

(1«  4  52)  (22  4  32)  (32  4  42)  =  (91  )2  4  ( 1 3)2 

=  (79)2  4  (47)2 
=  (23)2  4  (89)2 
=  (13)24(01)2, 

i 

also  keine  Zerfallung  von  der  Form  os  +  ßl.  —  Die  Zerföllung 
(91)24(13)2  kommt  zweimal  vor,  weil 

Arctg»  —  Arct?'  =  * 

ist,  also  das  Product  (l2452)(22432)  unter  seinen  zwei  Zerfal- 
lungen Eine  von  der  Form  a24«2  hat. 

Ebenso  muss,  weil 

Arctgi4ATctgi=^ 

ist,  eine  der  zwei  Zerfallungen  des  Producta  (1*42*)  (12432) 
von  der  Form  a*4«*  sein,  und  man  findet  auch: 

(1«4  2*)(12432)  =  52452, 

=  1*4  ?*• 

§.  10. 

So  hätten  wir  nun  auch  die  zweite  Ursache  der  Verringerung 
der  Anzahl  der  Zerßllungen  der  Zahl  P  in  die  Summe  zweier 

Thcil  XXXIV.  T 
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Quadratzahlen  samrat  ihrem  Kennzeichen  gefunden,  und  da  aus 
der  Natur  der  Sache  hervorgebt,  dass  weitere  Ursachen  einer 
Verringerung  nicht  existiren,  so  können  wir,  das  obige  algebraische 
Theorem  entsprechend  raodificirend ,  folgenden  Satz  aussprechen: 

Bezeichnen  «2  +  ß*.  o^  +  ft2,  <*a*  +  &2» ....  ß«-i2  +  jS«-t« 
n  ganze  Zahlen,  von  welchen  jede  die  Summe  zweier 
Quadratzahlen  ist,  *  o  bilde  man  aus  diesen  alle  mög- 
lichen Producte  zu  1,  2,  3  w  —  1  Factoren  und  zer- 
lege diejenigen  dieser  Producte,  welche  vollständige 
Quadrate  oder  das  Doppelte  vollständiger  Quadrate 
sind,  nach  der  obigen  Methode  auf  ihre  verschiedenen 
Arten  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen;  finden  sich 
unter  diesen  Zerfällungen  keine  von  der  Form  0*^-0* 
oder  er2-f  a*,  so  lässt  sich  da*  Product 

nach  der  auseinandergesetzten  Methode  auf  2"_1  ver- 
schiedene Arten  als  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
darstellen; 

auf  0/  *~2  ver8cn,eo'-  Arten  als  Product  von  2  Factoren 


H         t»     »»      »/      »♦  3  ., 


"         Iii*  »*  Jf  »»  »»  »» 


4 


»»    ^n  2)"         *'  "      "        '*        u  n  ^ 


von  der  Form  «2-t-/J2.  Die  Gesammtheit  aller  Darstel- 
lungen ist  alsdann  gleich  i(3" — 2«  +  1). 

Wenden  wir,  um  ein  vollständiges  Beispiel  zu  geben,  die 
Zcrfällungsmethode  auf  die  aus  den  vier  Factoren  12-f-2*,  32-f-4*, 
5*-f  6*,  72-f  8*  bildbaren  Producte  an,  so  ergibt  sich: 

(l*+2*)(3*+4*)=2«+ll»=  6*+10*, 
(l*+22)(5*+6«)=4»+17«=  7M-162, 
(l2f22)(7*+82)=6«+23«==  9»+22«, 

(3H4*)(5HG*)=2H39*=  9»+38», 
(3*+4*)(7»+8*)=4H«3«=lIH52«, 
(5«+6«)(7«+8«)=22+83»=  13*+82*. 
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(l«  +  2«)  (3«  +  4*)(5«  +  6*)=20«+85«, 

=  56«+67«, 
=43«+76«, 
=  35«+80«, 
=  (l«+2«)(2«+39«), 
=  (l«+2«)(9«+38«), 
=  (3«+4«)(4«+17«), 
=  (3«+4«)(7«+16«), 
=  (5«+6«)(4«+  7«), 
=  (5«+6«)(l«+  8«).  . 

(l*  +  2*)  (3«  +  4«)(7«  +  8»)=:30«+115«, 

=  74«+  93«, 
=  61«+ 102«, 
=45«+ 110«, 
=<l«+2«)  (4«+53«), 
=(l«+2*)(ll«+52«). 
=<3«+4«)  (6«+23«), 
=  (3«+4«)  (9«+22«), 
=  (7«+8»)  (4«+  7«), 
=  (72+8«)  (1*+  8«). 

(1«  +  2«)  (5«  +  6«)  (7«  +  8«)  =  56»+ 177«, 

=108»+15l*, 
=  87«+ 164«, 
=  79«+ 168«. 
=<l«+2«)  (2«+83«), 
=<l*+2«)(13«+82«), 
=<5«+6«)  (6«+23«), 
=<5«+6«)  (9«+22«), 
=<7«+8«)  (4« +  17«), 
=(7«+8«)  (7«+16«). 

(3«  +  4«)  (5«  +  6«)  (7«  +  8«)  =  194«  +  367«, 

=289« +  298«, 
=257« +  3263, 
=2412  +  338«, 
=  (3«+4«)  (2«+83«), 
=(3«+4«)(13«+82«), 
=  (5«+6«)  (4«+53«), 
=  (5«+6«)(ll«+52«), 
=(7«+8«)  (2« +39«), 
=  (7«+8*)  (9«+38«). 

7" 
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(1»    4S)  (3»  -f.  4«)  (5«  +  6»)  (7*  +  8«) 

=  (5H6*)(7M8«)  C^+H*), 
=  (52+62)(72+82)  (5a-f  102), 

=  (32+4a)(72+82)  (4a+172), 
=  (3H42)(7a+82)  (7a+16a), 
=  (32+42)(52+62)  (6a+23a), 
=  (3H42)(52+62)  (9»+2*)f 

=  <l*+2*)(7*+88)  (2a+39a), 
=  (]2-f22)(72+82)  (92+38a), 
=  (l2+22)(52+62)  (4a+53a), 
=  (1H22)(5H62)(HH522), 
=  (1H23)(3H4*)  (2H832), 
=  (IH22)(32+42)(13H82«), 
=  (7*482)  (202+  85a), 
=  (7H82)  (562+  67«), 
=  (7a-f82)  (432+  762), 
=  (7a+82)  (35a+  802), 
=  (52-»62)  (302+1152), 
=  (5a-f62)  (742+  93a), 
=  (5«+62)  (61HI022), 
=  (5a-f62)  (452+1102). 
=  (3a+42)  (562+1772), 
=(32+42)(I082+151a), 
=  (3a+42)  (872+164a), 
=  (3M-42)  (79a+168»), 
=  (la+22)(194a+367a), 
=  (la+2a)(289a+298a) . 
=(la-f2a)(257a+3262), 
=  (la+22)(241a+3382), 
=  21a+9282, 
=  144a+917a, 
=  188a+909a, 
=2802  +8852, 
=307a+8762, 
=  3952  +  840a, 
=435a+820a, 
=540» +755*. 
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VIII. 

Discussion  der  Gleichung  vom  vierten  Grade  in  Bezug 
auf  den  Stur  machen  Satz*). 

Von 

Herrn  Dr.  J.  F.  Köniy, 

Pn.feasor  am  Kneiuliöf '«cIimi  (?vinim«io  zu  König* he      i.  Pr. 


§•  1. 

Den  Stur mschen  Satz,  den  sein  Erfinder  zum  ersten  Male 
im  Bulletin  des  scieuces  inath.,  phys.  et  ehem.  par  Fe-  4 
russac  Bd.  U.S.  419  ff.,  doch  ohne  Beweis  mitgetheilt  hat,  hat 
Grelle  in  seinem  Journal  für  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik Bd.  13.  S.  133  IT.  bewiesen  und  seine  Anwendung  auf 
die  Gleichungen  des  zweiten  und  dritten  Grades  gegeben.  Bezeich- 
net man  mit  ihm  die  Gleichung  vom  vierten  Grade,  Kürze  halber 
ohne  zweites  Glied,  mit  Fx ,  die  auf  bekannte  Weise**)  abgelei- 
teten Hilfsfunktionen  mit  Fxx,  F%x,  F3x,  F4  und  die  Reihe  der- 
jenigen Glieder  allein,  die  in  den  Grossen  Fx ,  Fxx  u.  s.  w.  die 
höchste  Potenz  von  x  enthalten,  mit  [x],  so  ist  die  Anzahl  der 
negativen  Wurzeln  gleich  dem  Unterschiede  der  Anzahl  der  Zei- 
chenwechsel in  den  Reihen  [ — oc]  und  (0),  und  die  Anzahl  der 
positiven  Wurzeln  gleich  dem  Unterschiede  der  Zeichenwechsel 
in  den  Reihen  (0)  und  [+  ac]. 

Die  Funktionenreihe  ist  nun  für  die  Gleichung  x*+ax*+ßx+y=Q 
folgende :  ***) 


*)  Auszug  BUK  einem  vun  mir  verfaßten  Programme.  K. 
••)  Archiv  Bd.  31.  S.  222. 

**")  Diese  Ausdrücke  sind  von  Cr  eile  a.  a.  O.  8.  143.  sdton  mitge- 
theilt  jedoch  siel  t  doit  beide  Male  (a  +  12y)  statt  (a*  +  12y),  und  f\x 
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Fx  =x4  +  aar*  +  ßx  +  y , 

Fxx=Ax*  +  <>ax  +  ß, 

Ftx  =  —  {lax1  +  3ßx  +  4y) , 

F8x  =  — }  +  2a  (a*  -  4y) }  x  —  0  (««  +  12y)  =  —  -  ß  («*  +  1 2y) , 
F4  =  16y  (a* -4y)2-/3*|  27)5«  +  4«  («»-  36y) }  =  0 ; 

also : 

Fx         f,x       F%x  F%x  FA 

(0)=  +  y      -ß      -y      -/?(«* +  !2y)       +  <? 
[+*]  =  +        +        —  o      —  J> 


Da  das  Verfahren,  diese  abgeleiteten  Funktionen  zu  erhalten, 
dasselbe  ist,  welches  anzuwenden  ist,  um  Hie  gleichen  Wurzeln 
zu  entdecken,  so  mag  über  dieselben  hier  kurz  Folgendes  ange- 
führt werden.  Die  Gleichung  hat  lur  Q  =  0  zwei  gleiche  Wurzeln, 
die  sich  aus  F3x  —  Q  ergeben;  heisst  die  zweimal  vorkommende 
a,  so  ist: 


ß(a*+ny) 


9/J*+2«(«*— ty) 

also,  wenn  man  die  ungleichen  mit  6  und  V — 1  mit  i  bezeichnet: 

•2)    b  =  -n±i>f5a*~+~a, 

welche  lur  a  negativ  und  ^ 2a»  reell  werden.  Da  allgemein,  wenn 
die  reellen  c  und  d,  die  imaginären  —  ^-iet  heissen , 


ist,  so  können  in  unserm  Falle  die  ungleichen  auch  geschrieben 
werden  : 


3)  o=-a±i\£-a*. 


iat  —P  (reietzt.  wit  nicht  «ein  darf,  wenn  in  den  Heilten  »]  und 
[-|-  odJ  P  stehen  bleiben  «oll. 
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Ans  beiden  Wertben  für  b  erhält  man : 

4)   «*-  e"  ' 

woraus  sogleich  erhellet,  dass  gleiche  Wurzeln  nicht  existiren 
können ,  wenn  o  positiv  und  y  negativ,  auch  nicht  wenn  «  und  y 
negativ  und  zugleich  12y>o2;  ferner  das»  für  ein  positives  y  der 
Wurzelgrösse  nur  das  positive  Zeichen  zu  geben  ist.  Für  ein 
negatives  y,  in  welchem  Falle  für  ein  mögliches  «  auch  cc  nega- 
tiv sein  muss  und  zugleich  o2  >  12y  (a2  =s  12y  gieht  drei  gleiche 
Wurzeln),  ist  die  Wurzeigrusse         je  nachdem  «,  d.  i. 


fl(«2-12y)  >  W  « 
2«(a2+4y)  —  9/J2  <  \  6* 


2«(a2+4y) 

wo  für  o  und  y  die  positiven  Werthe  zu  setzen  sind. 

Noch  mag  bemerkt  werden,  dass  für  d.i.  für  (i)  der 

Wurzeigrusse,  die  gleiche  Wurzel  ( |!|ejner  )  ist  als  die  ungleiche 

mit  demselben  Zeichen.  Denn  für  die  gleiche  a  heisst  die  un- 
gleiche mit  demselben  Zeichen  nach  3),  da  y  negativ  ist, 

(wo  a  positiv),  wenn  man  för  y  den  Werth  aus  4)  substituirt. 
Aber  wegen  o2^6a2  ist  a  =  6a2idf  wo  8  eine  positive  Grösse 
bedeutet,  also 

b  =  -a+ V4a*±~d,  d.i.  ^a. 

Das  Zeichen  voo  a  seihst,  nach  4)  berechnet,  ergiebt  sich  erst  §.6.  F. 
Ist  auch  Fsa:  =  0,  was  nur  möglich  ist,  wenn 

1)  ß  —  0  und  «*  —  4y=0  oder 

2)  o2  +  12y  =  0  und  270*  +  8a»  =  0. 
so  ist  im  ersten  Falle  aus  F2x  =  0: 

a  =  db  ^  —  ~  (nur  möglich  für  ein  negatives  er,  da  y  positiv), 
~\  =  ±V+y,  für  a  negativ, 
=  Jb  V— y,  für  o  positiv, 


/ 
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und  da  dieses  Wurzeln  für  Fxxt  so  hat  Fx  zwei  Paar  gleiche 
Wurzeln. 

Im  zweiten  Falle  müssen  u  und  y  negativ  sein;  aus 


ist : 


Diese  Wurzel  enthalt  Fxx  zweimal,  also  Fx  dreimal,  die  un- 
gleiche ist  6  =  —  3«. 


§.  3. 

Da  die  Aenderuug  des  Zeichens  von  ß  nur  das  Zeichen 
der  Wurzeln  ändert,  so  kann  in  der  folgenden  Betrachtung  ß 
immer  positiv  gelassen  werden,  so  dass  nur  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden bleiben,  nämlich  I.  et  und  y  sind  4;  II.  «  ist  -f,  y  — ; 
III.  a  ist  — ,  y  +  ;  IV.  o  und  y  sind  — .  Die  Relationen  selbst 
zwischen  den  Coelticienteu  enthalten  nur  die  positiven 
Werthe. 

I.    «  und  y  sind  positiv. 

A.     P  und   Q  sind  positiv. 

In  diesem  Falle  sind  die  Zeichen  obiger  Reiben  folgende*): 

fx      t\x     t\x     f3x  Fi 
[-<*]  =  + 

(ö)=    +       +       —       —  -f 
[+<*]  =     +        +       -       -  + 

also  bat  die  Gleichung,  da  jede  Reihe  zwei  Zeichenwecbsel  ent- 
hält, keine  reelle  Wurzel.    Es  ist  aber 

Q  positiv,  wenn  0»  (270*  +  4a»)<  16y|9«|3»+(«*— 4y)»j,  d.i. 
27/3*  <  32«»  für  «*  =  4y  ;  27ß*  s  16*y8  für  o  =  ü  ;  end- 
lieh  Q=16y(«a-4y)*,  wenn  ß  =  0; 

P  positiv,  wenn:  I)  «  =  0;  2)  «a  =  4y;  3)  «*>4y  (hier  kann 
0=0  sein);  4)  a*<4y  und  zugleich  90*>2a(4y-e*a). 


*)  Kurz«  halber  und  in  der  Fulgc  die»e  Zeichenreihen  nicht  weiter 
liiuge«eUt. 
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B.  P  ist  positiv,   Q  negativ. 

Die  Reihe  [—00]  hat  drei,  die  Reihen  (0)  und  [+00]  haben 
jede  einen  Zeicheiiwechsel,  also  sind  zwei  Wurzeln  negativ,  zwei 
imaginär. 

Q  ist  negativ,  wenn  /3«(27^2  + 4«3)  >  16y[9«/32-K«2— 4y)aJ, 
d.  i.  27/?2>32«3,  wenn  a2=4y;  27/3*>162y3,  wenn  a=0; 
endlich  Q  =  —  4y  für  a=ß=.Q. 

P  ist  positiv  wie  bei  A. 

Für  «2<4y  und  9/3*  =  2«(4y- a2),  d.h.  P=0,  ist  Fzx  das 
von  x  unabhängige  Glied,  also  <?=  —  ß  (t*2  +  12y).  Jede  der  drei 
Reihen  hat  dann  einen  Zeit-henwechsel,  folglich  die  Gleichung 
keine  reelle  Wurzel.  Dasselbe  Resultat  giebt  «=0  =  0,  wodurch 
schon  F2x  =  —  4y=zQ  wird. 

C.  P  ist  negativ,   Q  positiv. 

Jede  der  Reihen  hat  zwei  Zeichen  Wechsel,  also  die  Gleichung 
keine  reelle  Wurzel. 

■ 

P  ist  negativ,  wenn  o*<4y  und  zugleich  9/32  < 2«(4y  —  «*). 
Q  ist  positiv  wie  hei  A. 

t 

D.    P  und  Q  sind  negativ. 

Dieser  Fall  kann  nicht  eintreten.  Denn  P  ist  nur  negativ, 
wenn  4y>a2  und  zugleich  9/32  <  2er  (4y  —  a2).  Aus  dem  zweiten 
Ausdrucke  folgt  aber,  wenn  man  quadrirt  und  dfia*ß*  addirt: 

3/32(27^  +  12«3)  <  4c2[9«02H  (4y—  o2)2], 
also  auch,  da  I6y  >  4«2, 

ZfPplfP  +  12«3)  <  Iriy  [9a/?2 -f  (4y -  a2)2] , 
folglich  um  so  mehr: 

02  (27/3«  + 1 2«3)  <  löy  [9«02  -f  (4y  —  a2)2] , 
wofür  Q  positiv  ist. 

E.    P  ist  positiv,   Q  =  0. 

Fflr  Q=0,  d.h.  |?2(27j32  +  4«3)  =  16y[9a/32  +  (4y-.a2)2],  müs- 
sen zwei,  oder  zwei  Paar  Wurzeln  gleich  sein.  (§.  2.)  Sind  zwei 
gleich,  so  können  diese  nach  B.  nur  negativ  und  die  beiden  an» 
dern  imaginär  sein;  die  paarweise  gleichen,  die  nach  $.2.,  wo 
die  Ausdrücke  für  die  gleichen  Wurzeln  gegeben  sind,  0  =  0  er 
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fordern  und  den  Werth  —  \  haben,  sind  für  \a  imaginär. 

P  ist  positiv,  «renn: 

1)  a  =  0,  also,  wegen  Q  =  0,  270*=16*y8, 

■ 

<•=-$=-  — 

o  =  —  a±aV~~  2; 

2)  o*  =  4y,  also,  wegen  <?  =  0,  2704  =  32«80«,  d.h. 

a)  /3  =  0:  o  =  ±y  -\=±V-y, 

b)  ^=32«.:  1f  SJF  V»'  _ 

3)  a*>4y; 

4)  a*<4y  und  zugleich  90*  >  2a(4y  — tr*). 

Der  Fall  P=0,  d.  b.  90*=2a(4y  —  a»),  kann  hier  nicht  eintre- 
ten. Denn  dann  wäre  Q  =  — jS(o*+12y)  nur  =0  für  0=0,  also, 
wegen  P=z0,  entweder  auch  «  =  0,  und  das  geht  nicht  an,  da 
ftlr  a=0=O  nach  B.  alle  Wurzeln  ungleich  imaginär  sind,  indem 
Q=—4y  ;  oder  a2  =  4y,  was  wieder  gegen  a*  <  4y  streitet. 

F.   P  ist  negativ,   #  =  0. 

Nach  D.  muss  Q  für  ein  negatives  P  positiv  sein;  es  lässt 
sich  aber  auch  leicht  zeigen,  dass  die  Ausdrücke,  welche  hier 
stattfinden  mfissten,  unvereinbar  sind.  Nämlich  wie  bei  D.  musste 
wegen  des  negativen  P: 

30»O270»  +  12o»)  <  16y[9a0*+(4y—  a*)*] 
sein,  und  wegen  Q  =  0: 

16y  [9a0a  +  (4y —  a*)*]  =  0»(270» + 4a») , 
also  30*(270»+12««)<0*(270»  +  4a3),  was  nicht  angeht 

Die  Wurzeln  sind  also  bei  positiven  Werthen  von  a  und  y: 

fl.   sämmtlich  imaginär 

1)  wenn  0*(270*  +  4«*)  <  !6y[9«0* +(<**  — 4y)a],  d.h.  in 
ciellen  Fällen,  wenn  0  =  0;  0=0  =  0; 
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27jS*<32a»  für  o^=4y; 
27/3*  <  16V  «=0; 
2)  wenn  o»<4y  und  zugleich  9/Ja=2a(4y  -  <*•). 

®.    Zwei  sind  reell  und  negativ,  zwei  imaginär, 
wenn  0*(270*+  4a»)>  16y[9a/3»+(ir»--4y)»],  d.h. 

27/3«  ^.32«»  für  «*  =  4y; 
270«*  16y  filr  «=0. 

g.  4. 

II.   o  Ist  positiv,  y  negativ. 

Hier  ist  immer,  auch  fÖr  a  oder  0=0,  P  positiv,  Q  nega- 
tiv.   Der  Faktor  («* — 12/)  in  der  Reihe  (0)  ändert  zwar  sein 

Zeichen,  je  nachdem  a2  ^  12y,   und  verschwindet  filr  ««=12/, 

aber  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt  immer  zwei,  mag  auch  in 
dem  letzten  Falle  da«  fortfallende  Glied  +0  oder  —0  genommen 
oder  ganz  fortgelassen  werden.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
in  den  drei  Reihen  [—  oc],  (0),  [+ocJ  bleibt  also  immer  resp. 
3,  2,1. 

Für  ct  =  p  =  0,  also  Fsx  =  +  4y  =  Q,  sind  die  Zahlen  für  die 
Zeichenwechsel  jener  Reihen  2,  1,0. 

In  allen  Fällen  sind  also  zwei  Wurzeln  imaginär  und  von  den 
reellen  ist  die  eine  positiv,  die  andere  negativ. 

III.   a  ist  negativ,  y  positiv. 

A.    P  und  Q  sind  positiv. 

Jede  der  drei  Reiben  giebt  zwei  Zeichenwechsel,  also  hat 
die  Gleichung  keine  reelle  Wurzel.    Es  ist  aber 

Q  positiv,  wenn  4[a»/3«+4y(a*-4y)»]>9/32(3/3«  +  16ay),  d.i. 
16y>27/34  für  «  =  0,    Q  =  16y(a«  —  4/)*  für  0  =  0; 

P  positiv,  wenn  1)  ot=0;  2)  «*<4y  (hier  kann  auch  0=0  sein). 
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B.    P  ist  posiliv,  Q  negativ. 

Es  hat  [—  od]  drei,  (0)  einen,  od]  auch  einen  Zeichen 
wecbnel ,  also  die  Gleichung  zwei  negative  reelle  Wurzeln. 

Q  ist  negativ,  wenn  4[as/?*  +  4y(c*— 4y)*]  <  <J0*(30HI6ay), 
d.i.  16V<27|34  för  «  =  0, 

Q  =  - /ja(270* +  32<*3)  für  a«  =  4y, 
=  —  4y  für  a  =  ß  =  0 ; 

P  ist  positiv,  wenn  1)  a=0;  2)  «*— 4y;  3)  o»<4y  (0=0 
würde  hier  zwar  P  positiv  geben,  aber  Q  auch  positiv, 
da  dieses  doch  negativ  sein  soll);  4)  a*>4y  uud  zugleich 
9/32>2a(a*— 4y). 

In  dem  Falle  «2^4y  kann  Q  nicht  positiv  werden,  da  die 
drei  Ausdrücke  P  und  Q  positiv  und  a*~4y  nicht  zugleich  be- 
stehen können ;    es  konnte   also  bei  A.  er*  ~  4y   und  zugleich 

fy32>2a(a*  —  4y)  nicht  vorkommen,  indem  dann  zwar  P  positiv, 
aber  Q  negativ  wird.  Setzt  man  nämlich  a2=4y  +  d,  wo  d  eine 
positive  Grösse  bedeutet,  also  4(o*—  S)  für  lÖy,  d  für  o2  — 4y, 
9d*-8a*  für  a*-36y, 

in  P  =0/3»  —  2a  («a  —  4y) 
und  in  Q  =  16y(a*~ 4y)»-270«  +  2a0»(a*— 36y); 

so  erhalt  man: 

(4«*  -  3d)  (6«/j  * — d*> 

-  —  il*  —  J(a*  +  12y)(6a0*—  ö*). 

2a<5 

Da  aber     positiv  sein  soll,  so  ist  0*>  -g- ,  also 

6a0*  >  }a*d 

>  tf(4y  +  ä) 

und 

6^-d*>3(16y  +  (J), 

folglich  der  Faktor  (6a0* — 6*)  positiv  und  Q  nur  negativ,  auch 
für  <5=0,  übereinstimmend  mit  obigem  Q=— 02('27|3* -|- 32a3)  für 
a*  =  4y.  Q  wird  noch  negativ,  nämlich  =.  —  0 (a*  +  12y) ,  wenn 
P  =  0,  d.  b.  a«>4y  und  zugleich  90*  =  2a(a*— 4y).    Die  Zahlen 
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für  die  Zeicbenwechsel  in  den  drei  Reihen  siod  hier  3,  1,  1, 
also  ebenfalls  zwei  Wurzeln  reell  und  negativ. 

Der  Fall  endlich  «=/3=0  ist  schon  j.  3.  ß.  vorgekommen. 

C.    P  ist  negativ,  Q  positiv. 

[—  oc]  hat  vier,  (0)  zwei,  [+  oc]  keinen  Zeichenwechsel,  also 
hat  die  Gleichung  zwei  positive  und  zwei  negative  reelle  Wurzeln. 

P  ist  negativ,  wenn  a2>4y  und  zugleich  90*<2a(cr*— 4y), 
Q  positiv  wie  bei  A. 

D.    P  und  Q  sind  negativ. 

Zwei  Yr urzeln  sind  reell  und  negativ,  denn  [ — oc]  hat  drei 
Zeicbenwechsel,  (0)  und  [-f  od]  jede  einen. 

P  ist  negativ  wie  bei  C. 

0  negativ  wie  bei  ß.    Hier  kann  nicht  0=0  sein,  weil  da- 
durch 0  positiv  wird. 

E.    P  ist  positiv,  0  =  0. 
Die  gleicheo  Wurzeln  sind  nach  B.  negativ. 

Q  =  0  wenn  4  [«»/?* +  4y(«*-4y)«]  =  9/J»(3jJ»+16«y); 

P  ist  positiv,  wenn: 

1)  a  =  0,  also  wegen  0  =  0,  27/S4  =  16V; 

2)  a*  =  4y,  also  wegen  0=0,  0*(270*+32«8)  =  O.  Da 
dieser  Gleichung  nur  durch  ß=0  genügt  werden  kann, 
so  hat  man  nach  §.  2.  zwei  Paar  gleiche  Wurzeln ; 

3)  a2  <  4y ; 

4)  «*>4y  und  zugleich  90*>2«(a*— 4y),  welcher  Fall 
aber  hier  nicht  eintreten  kann,  da  er  nach  B.  immer 
ein  negatives  0  giebt.  Eben  so  wenig  kann  P=  0, 
d.h.  9/3*=2a(aa— 4y)  sein,  weil  dann  0=-0(aa+12y) 
nur  =0  wird  für  0=0,  also,  wegen  P=0,  entwe- 
der a  =  0,  was  nicht  angeht,  da  dir  a  =  /S  =  U 
F%x~  —  4y=0,  oder  a*  —  4y=0  gegen  a*>4y. 

i 

F.    P  ist  negativ,  0  =  0. 

Mach  dem  Sturm  sehen  Satze  fehlt  hier  die  Entscheidung,  ob 
die  gleichen  Wurzeln  positiv  oder  negativ  sind.  Aber  da  für  zwei 
positive  gleiche  Wurzeln  -f  a,  +a  und  zwei  negative  —  6,  —(2a— 6) 
die  Gleichung 
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x*  -  [2a»  +  («  —  6)*]  x* + 2a  (a  -  6)*  x  +  (2a  -  b)  a*6 = 0 

entsteht,  so  haben  die  gleichen  Wurzeln  mit  0  dasselbe  Zeichen, 
d.  b.  hier  das  positive.  Sind  dagegen  zwei  gleiche  Wurzeln  nega- 
tiv —  a,  — «,  zwei  imaginär  q±ci,  so  heisst  die  Gleichung: 

x*  -  (2o2-  c*)x*  +  2ac**  -f  a*(a*+c«)  =0. 

Wegen  «*>4y  (damit  f  negativ  wird)  miisste  dann  e*>8a*  sein, 
wodurch  «  positiv  wurde,  was  nicht  sein  soll.  Die  gleichen 
Wurzeln  sind  also  nicht,  wie  man  vielleicht  nach  der  Verglei- 
chung  von  C.  mit  D.  erwarten  könnte,  negativ,  sondern  positiv. 

Bei  —  «  und  -f  y  sind  also 

21.   alle  Wurzeln  imaginär,  wenn: 

«*<4y  und  zugleich  4[«»0*  +  4(«*— 4y)*]  >  9/3* (30*+  Hfcy), 

d.  b.  statt  des  Letztern  in  den  besondern  Fällen,  wenn  0=0; 
«  =  0=0;  16*y«>270»  für  «  =  0; 

33.    zwei  imaginär,  zwei  reell  negativ,  wenn: 
4  [«30«  -f  4  («*  -  4y)*]  _  90*  (30*  +  16«y) , 

und  zwar  muss  die  Ungleichheit  schon  stattfinden  in  den  speciel- 

len  Fällen  1)  «*=4y;  2)  «*>4y,  aber  90*  =  2«(«»-4y).  Fördie 
Gleichheit  ist  «=0  oder  «*<4y; 

<£.   alle  reell,  zwei  negativ,  zwei  positiv,  wenn: 
4  [«»0*  +  4  («*  -  4y)*]  *  90*  (30*  +  16«y) , 

und  zugleich  c*  >  4y,  aber  90*<2«(«* —  4y)  oder  im  Falle  der 
Gleichheit  «*=4y  und  0=0. 

J.  6. 

IT.    «  and  y  sind  negativ. 

A.   P  und  Q  sind  positiv. 

P  ist  positiv  für  90*  >  2«(o*+4y) , 

Q  ist  positiv  für  4«0*(a*  +  %)>270*f  16y(«*+4y)* 

Aus  diesen  Werthen  för  P  und  Q  folgt  : 
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2)    4a^(a*  +  36y)=27^  +  %(a2  +  4y)*-^^, 

wo  d  und  ^  nur  positiv  sein  können.  Setzt  man  den  Werth  von 
ß*  aus  I)  in  2),  so  erhält  man  die  Gleichung: 

M    8(12y—  <»■)«.  4(«»+4y)(12y-a»)« 

^-  27  *=  9.27       7  ^ 

also  ä  nur  möglich,  wenn 

16(12y-«*)aa»  =  4(o*  +  4y)(]2y-o»)« 

 27  >   OT  +J' 

d.h.  wenn  a*>12y*). 

Aus  P  positiv  ergiebt  sich  aber  ferner: 

81  ß*  +  4a*  («*  +  4y)»  >  36«/3*  (o*  +  4y) , 

also  wenn  man  hier  für  den  Fall,  dass  aa>12y  sein  sollte,  links 
12y  +  d'  für  den  Faktor  cfl  setzt,  rechts  8.36«jJ*— 8.36a/3*  hinzu- 
fügt und  nach  einigen  Umformungen  durch  3  dividirt: 

270«  +  16y  (a*  +  4y)*  >  4aß*  (a*  +  36y)  -f  i   [6«/**  -  («»  +  4y)«]. 

Nun  folgt  aus  9jJ*>2«(a*  +  4y): 

6ajJ*>  ja*(a*  +  4y), 

und  aus  a*>  12y: 

i(a»  +  4y)>(«*  +  4y)», 

also  um  so  mehr  6«|5«>(a*-f  4y)*,  folglich  der  Faktor  [6«j3*-(a*+4y)»] 
positiv  und 

27/3«  +  16y  (o*  +  4y)*  >  4«/3*  (a*  +  36y) , 

wofür  Q  negativ  ist.  P  und  Q  können  also  nicht  zugleich 
positiv  sein. 

Ist  P=0,  d.h.  9/S«=2«(a*  +  4y),  so  wird  Q=—  /?(«»-  12y) 
positiv  für  a«<I2y.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  2,  1,  0  in 
den  drei  Reihen  zeigt  dann,  dass  die  Gleichung  eine  positive  und 
eine  negative  reelle  Wurzel  hat. 

B.   P  ist  positiv,   Q  negativ. 
Auch  hier  mag,  wie  im  §.3.,  der  Faktor  (a*-12y)  in  der 


*)  Für  «2  =  \2y  würde  Q  =:  —  \P*  «ein.    (§.  5.  B.) 
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Reihe  (0)  positiv  oder  negativ  oder  auch  ±0,  d.  h.  a2=12y.  oder 

auch  «  =  0  »ein,  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt  3,  '2,  I. 
P  ist  positiv  wie  hei  A.; 

Q  negativ,  wenn  4a/32(a«  +  36y)< 27/3«  +  frly  (a2  +  4y)« 

Für  P=Dt  also  9/P  =  2a(a?  +  4y),  wird  0  =  -  0(a2  —  12y) 
negativ,  wenn  a*>  12y.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt 
dieselbe,  also  hat  die  Gleichung  eine  positive  und  eine  negative 
reelle  Wurzel. 

C.    P  ist  negativ,    Q  positiv. 

Wie  bei  A.  erhält  man,  wenn  dort  d  negativ  gesetzt  wird, 
dass  «*>  12y  sein  muss.  Dasselbe  lasst  sich  aber  auch  so  zei- 
gen. Sollte  a«  ^  12y  sein,  so  setze  man,  wenn  I2y=a2-f  d,  in 
/>=9/3*-2a(«*  +  4y)  «nd  in  Q  =  4a/3«(«2+3tiy)— 27/3*- %(a2+4y)2 

4a2  +  3d  für  («2  +  36y),    «(««  +  d)  für  16y,    ~a*£Ö  ffir  (a2+4y), 
und  erhält: 

^  =  -^-271(^  +  0)^54«^]. 

Da  aber  P  negativ,  so  ist  2a(««  +  4y)  >  9/3«,  d.  i. 

|"(4a«  +  d)>9jSa  oder  4a2  (4c*  -f  d)>54a/3a, 

also  um  so  mehr  (4a«  -f  d)2  >  54a/?2,  d.h.  der  Faktor 

f(4a2+d)2-r54ajS2] 

ist  positiv,  mithin  #  negativ.  Für  d=0,  d.h.  a2=12y,  ist,  wie 
schon  bei  A.  bemerkt  wurde,  Q  =  —  JP2.  Die  Zeichcmvechsel 
4,  3,  0  deuten  auf  eine  negative  und  drei  positive  reelle  Wurzeln. 

P  ist  negativ ,  wenn  9(P  <  2a  (««  +  4y) , 
Q  positiv  wie  bei  A. 

D.    P  und  Q  sind  negativ. 

Die  Grosse  /32(««  —  12y)  in  der  Reihe  (0)  mag  0,  positiv  oder 
negativ  sein,  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt  immer  3,  2,  1, 
so  dass  die  Gleichung  eine  positive  und  eine  negative  reelle 
Wurzel  hat. 

P  ist  negativ  nie  bei  C, 
Q  negativ  wie  bei  B. 
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£.    P  ist  positiv.   #  =  0. 

Aus  A.  folgt,  wenn  man  /f~0  setzt,  dass  Q  für  ein  posi- 
tives P  negativ  sein  muss,  also  nicht  =0  sein  kann. 

4 

F.    P  ist  negativ,  Q^Q. 
P  ist  negativ  nie  hei  C. 

Q  =  0,  wenn  4«j5* (o2  +  36y)  =  27/3*  f  if)y(a24  4y)2. 

Nach  C.  hat  die  Gleichung  drei  positive  Wurzeln,  von  denen 
also  zwei  gleich  sind.    (§.  2.) 

i 

Ist  P=0  und  ß*=12yf  also  '27ß*  =  Htt\  ««  ist  F3x  =  0  und 
l^ar  =  (x  +  j^)2,  woraus  die  in  §.  2.  angegebenen  drei  gleichen 
Wurzeln  folgen. 

Es  sind  also  bei  negativen  Werthen  von  «  nnd  y: 

51.    zwei  Wurzeln  imaginär,  eine  positiv,  eine  negativ  reell, 
wenn  ' 

27/J*  +  16y(tt*  +  4y)*>  4tfj3*(«H  36y), 
wohin  als  besondere  Fälle  gehören  : 

«  =  0:   0  =  0;   ^  =  2«(a2  +  4y)  aber  a*^12y; 

«*=12y  aber  27/3*  *  K«3- 

33.    Alle  Wurzeln  sind  reell,  und  zwar  drei  positiv,  eine 
negativ,  wenn: 

1)  27/3*+16y(a*+4y)*^4«/?2(a*  +  %), 
2)  «*  =  I2y  und  zugleich  270*  =  8«s. 

Lässt  man  die  Falle  ß—0  und  c  =  /3  =  0,  welche  der  Voll- 
ständigkeit wegen  und  um  zu  zeigen,  dass  der  Sturm  sehe  Satz 
auch  ffir  sie  das  Richtige  gieht,  mit  aufgenommen  worden,  als 
bekannt  fort,  so  giebt  die  Zusammenstellung  der  gewonnenen 
Resultate  folgendes  Täfelchen ,  welches  aus  den  ('oefficienten 
auf  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  schliessen  lagst.  Es  zeigt 
sogleich,  dass  alle  Wurzeln  nur  reell  sein  können,  wenn  a  nega- 
tiv, und  alle  imaginär,  wenn  y  positiv  ist.  Dass  für  ein  negati- 
ves ß  die  Wurzeln  das  entgegengesetzte  Zeichen  erhalten,  wurde 
schon  erwähnt. 
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«  ß 


Anzahl 
der 
Wur- 
zeln 


ti, 
c 


Redingungs-  A  us  drucke, 
(a,  ß,  y  sind  immer  positiv  zu  nehmen.) 

/ 

J )  p {'11  p  +  4a*)  <  N>y  [9«/Jt  +  («»  -  4y)*] , 

d.  i.  27/3*<32a8  für  a2=4y;  27/3*<16V  för  <r=0. 
2)  a2<4y  und  zucleich  9/3*=2a(4y-  a2). 

^♦^TT*??  (die  reellen  „ 

gleich), 

d.  i  27/P>32a»  ffir  a*=4y;  27/3«^.  16V  för  «=<>• 
immer. 

4[a8/3H4y(a2--4y)2]>9|3H16ay  und  zugleich  a«<4y, 
d.  i.  I6V>27/J*  für  «  =  0. 

L   r      '         '   J=  (die  positiven  sind 

gleich), 

und  zugleich  a2>4y,  aber  9/32  <  2a  (a2  —  4y). 

sind  gleich), 

2)  «2  =  4y, 

3)  a2>4y  aber  2a(a2— 4y). 

1)  27/34  +  %(«1l+4y)*>  4a/3*(a2  +  36y), 

2)  «  =  0, 

3)  g/P  =  2a(a>  +  4y)  aber  a*  ^  12y, 

4)  a*=l2y  aber  27/3»^  8a8. 

(hier  ist  immer  a2>12y), 
2)  a2=!2y  o.  zugleich  27/39=8a8  (die  drei  imid  gleich). 


2  2 


2 


2  2 


1  1 


3 
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Uebungsaul'gaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  DirecCui   rrofcknor  Dr.  Strebt  kr  ?.u  iJunzi«;. 

1.  Wie  hoch  über  der  Horizontalen  AM=a  (Tal.  I. 
Fig.  7.)  muss  ein  leuchtender  Punkt  C  stehen,  um  eine 
in  M  befindliche  kleine  horizontale  Fläche  am  stärk- 
sten zu  beleuchten? 

Es  sei  J  die  Intensität  des  Lichtes  in  der  Entfernung  A ,  0  der 
Winkel,  unter  welchem  das  Licht  die  Fläche  in  M  trifft,  so  ist 

io  der  Entfernung  a  die  Intensität  r=     (x  —  x*) ,  wenn  sin0  =  :r, 

Tödlich  für  das  Maximum  x'2=\;   die  gross te  Intensität  seihst 
2V3  J 

=  ~g~  U»1  den  dem  Maximum  entsprechenden  Punkt  C  zu 

construiren,  wird  das  rechtwinklig- gleichschenklige  Dreieck  MAD 
gezeichnet,  BM=a  genommen  und  BC  parallel  AM. 

%  Aus  einer  mit  dem  Radius  r  beschriebenen 
Kreisfläche  soll  ein  Sektor  geschnitten  w erden,  der 
als  Mantel  eines  senkrechten  Kegels 'den  grössten 
Cubi kin halt  umschliesst. 

(y 

Der  Winkel  am  Centrum  sei  =-  C,  cosÖ  =  .^ö,  so  ist  der 

kubische  Inhalt  des  Kegels  ^rJr'.Csinö — sin08)rc,  folglich  für 
das  Maximum  sin02=>,  cos0  =  VS»  C=360°.Vj:  der  kubische 
Inhalt  =  ,*Tr8.  V3.7t. 

3.  Der  in  die  Kugel  einbeschriebene  senkrechte 
Kegel  mit  gröbstem  Mantel. 

Der  Radius  der  Kugel  sei  =  r,  der  Winkel,   den  ein  vom 
Centrum  nach  einem  beliebigen  Punkte  im  Umfange  der  Basis  des 
Kegels  gezogener  Radius  mit  dessen  Axe  bildet,  >ei  —0f  «o  i*t 
die  krumme  Oberfläche  F  des  Kegels ,  dividirt  durch  die  Ober- 
IS1 

fläche  5  der  Kugel,  oder  ^  =  sin  40  -  sinjd»,  folglich  fÖr  d;.s 
Maximum  cos  0  =  \ ,  F  =  J  t/3 . 


llri  Vebungsaufgaben  für  schnier. 

4.  Wenn  die  Gewa  min  tober  fläche  des  Kegels,  d.  !i. 
Mantel  und  Basis,  zusammen  ein  Maximum  sein  soll, 
und  F'  die  G  esmit mto berfläcbe  bezeichnet»  so  ist 

F 

$  =  si n     .  cos  40* •  2 .  sin  (45"  +  '  0)*  =  x  \ x* — *a  - x*  , 

.  6 

wenn  a:  =  sin  j-> . 

Ii 

Für  das  Maximum  ist  &r  =  l+v/17, 

_;_(107  |  5IV17) 
F  512  S' 

5.  Der  kubische  Inhalt  des  ein  beacbu«  heuen  Ke- 
gels ist  =  }srz7i.(\  -cosö*).(l  +cosö).  Wenn  cos#  =  ;,  so 
findet  das  Maximum  statt;  der  cubische  Inhalt  des  grössten 
Kegels  =  gf  r*7t. 

6.  Der  kubische  Inhalt  des  grössten  in  die  Kugel 
beschriebenen  Cylinders  =±vZ.r*it,  cosö2=J. 

7.  Der  Mantel  des  grössten  Cylinders  =l>r2n,  wobei 
ö  =  4T>o. 

8.  Die  Gesammtoberfläche  Q  des  einbeschriebe- 
nen Cylinders,  dividirt   durch  r%,   =  2sin20  +  1 .  —  cos20, 

folglich  für  das  Maximum  tang20  =  — 2  und  ^  =  1  +  V'5. 


M  i  8  c  c  I  I  e  n. 


Einige  neue  Sätze  über  das  rechtwinkelige  Parallelepiped. 

Von  Herrn  l'rofc«*or  Friedrich  Munn  zu  Frauen  fehl 

im  Cnntoii  Thorgiiii. 

1)  Wir  bezeichnen  (Taf.  I.  Fig.  8.) : 

die  Seitenkanten  OA,  OB  und  OC  durch  /, ,  /2  und  4; 
die  Hauptdiagonale  OO,  durch  d; 

die  Seitendiagonalen  OtA,  OlB,  Ox  C  beziehungsweise  durch 
dx ,  d^,  dd  ; 
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eine  in  Ox  auf  OOx  senkrecht  errichtete  Ebene  durch  E; 

»»    3»  O         ÖO|        „  „  „     Ex ; 

die  Abstände  der  Punkte  A,  B  und  C  von  E  durch  e,,  e4,  e3; 

»»        »         »»      »»  B  »»   C  ,,  J5»\  „ 

die  Projektion  de«  Dreiecks  ^4ÄC  auf  £  durch  AXBXCX; 

die  Winkel,  welche  OO,  mit  04,  Oß  und  OC  einschliesst, 
durch  a,  ß  und  y. 

2)  Das  Dreieck  ABCt  welches  die  Seitendiagonalen  des  Paral- 
lelepipeds  zu  Seiten  hat,  ist  stets  spitzwinkelig. 

3)  Irgend  zwei  Grenzflächen  der  Pyramide  ABCOt  haben 
gegen  diejenige  Gränzfläcbe  des  Parallelepipeds ,  in  welcher  ihre 
Schnittlinie  liegt,  vollkommen  übereinstimmende  Neigung. 
(Z.  B.  CBA  und  OxBA  gegen  OBDA.) 

4)  Die  Diagonalehenen  des  Parallelepipeds  balbiren  diejeni- 
gen Flächenwinkel  der  Pyramide  ABCOx,  durch  deren  Kanten 
sie  gehen. 

5)  Der  Mittelpunkt  der  Hauptdiagonale  des  Parallelepipeds 
ist  zugleich  der  Mittelpunkt  derjenigen  Kugel,  welche  der 
Pyramide  ABCOx  einbeschrieben  werden  kann. 

6)  Es  ist:  , 

ex  :ea:e3  =  sin  aa:  sin  2ff:siii*y, 
(tx        (£3  =  cos*a:cos20:cosay, 
O,  Ax  :OxBx:  Ox  C\  =  sin  2a :  sin  2ß :  si  n  2y. 

7)  Ferner  ist: 

*i  +  ea  +  e3  =  2rf 

und 

8)  Aus  ex,  i2  und  e3  rauss  sich  stets  ein  Dreieck  construi- 
ren  lassen. 

9)  0|  ist  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  AlBlCl. 

10)  Der  Kubikinhalt  des  Parallelepipeds  stimmt  ü berein  mit 
dem  Kubikinhalt  desjenigen  Prisraas,  welches  das  Dreieck  aus 
e%  f  *%t  *s  zur  Grundfläche  und  die  Hauptdiagonale     zur  Hohe  hat. 

11)  Der  Kubikinhalt  der  Pyramide  AßCOx  ist  ein  Drittel 
vom  Kubikinhalt  des  Parallelepipeds. 

12)  Rechtwinkelige  Parallelepipede  sind  gleich,  wenn  sie  in 
der  Summe  und  im  Produkt  der  Entfernungen  <£t ,  (£,  und  (£3 
übereinstimmen. 
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Den  folgenden  lehrreichen  Brief  des  Herrn  Dr.  Lindman  in 
Strengnas  in  Schweden  lasse  ich  vollständig  abdrucken  und  danke 
Herrn  Lindman  verbindlichst  für  denselben.  G. 

Johann i  Augusto  Grunert 
Christianus  Fr.  Lindman,  Lector  Strengnesensis,  S.  P.  D. 

Postquam  novissimas  ad  Te,  vir  ceK .  litteras  dedi,  variis 
negotiis  adeo  distentus  fui,  vix  ut  tempus  mihi  fuerit  Archivuni 
Tuum,  quoquo  modo  fieri  potuit,  cognoscendi  et  diligentior  lectio 
in  aliud  tempus  reservanda  sit.    Libruin  percurren*  incidi  in  com- 

/*  Sin".r 
—  —  dx, 
x 

0 

quod  ego  abbinc  octo  omuis  in  Archivo  tractavi.  Ibi  enuntiavi, 
integrale  illud  finitum  non  esse,  nisi  esset  n  —  m=  numero  pari 
positivo  vel  =0,  et  valores  dedi,  m  res  ita  esset  comparata.  Cel"* 
Min  ding  eosdem  dedit  valores,  sed  praeterea  reperit,  hoc  inte- 
grale Semper  esse  finitum,  dummodo  ne  esset  m  =  l  et  n  =  nu- 
mero pari.  Etiamsi  in  errorem  quendam  incideriin,  eo  tarnen  nie 
'  consolor,  quod  huue  errorem  illa  via,  qua  ingressus  eram,  vix  et 
ne  vix  quidem  vitare  pntuisse  mihi  videor.  Notissimum  quideru 
est,  quum  integralia  sint  infinita,  fieri  tarnen  posse,  ut  differentia 
eorum  sit  linita;  sed  rarissiiue  tarnen  videtur  usu  venire,  ut  series 
terminorum,  qui  in  infinitum  abeant,  summam  habeat  fiuitam ,  at- 
que  ideo  illa  res  mihi  non  venit  in  uientem.  Verunitamen  in  com- 
roentario,  cui  iu  Actis  Reg.  Academiae  Scient.  Holinien- 
sis  locus  datus  est  cujusque  exeniplum   Tibi  misi,  proposui 

f*e-J*Ca8ax  —  e-**CaabxJ  ffB»+6« 
integrale  J  (ix  =  J ^sTfo«  »  CUJU8 

r» 

ope  ego  quoque  (positis  A  et  ß=0)  formulam  Cel»  Min  ding 
invenire  potuissem,  si  hoc  integrali  usus  essem.    Cel«»  Minding 

/*  Sin*x 
x%   dx,   cujus  valorem 

n 

in  Archivo  (Tom.  XVI.  pag.  101.)  ego  primus,  quod  equidem  sciam, 
dedi  quodque  caussa  fuit,  cur  integrale  generalius  quaererem. 

Tomum  XVI.  evolvens  demonstrationem  Tuain  tbeorematis 
Lambertini  de  sectoribus  parabolicis  quadrandis  e  memoria  prope 
elapsam  offendi.  Theorema  illud,  qitnd,  ut  censes,  Astronomie 
quam  Geometris  familiarius  videtur  et  haud  scio  an  necessitate 
lateris  recti  extermimindi  ortum  sit,  alibi  aliter  demonstratum  vidi. 
Bnh nenberger  in  lihro  suo  de  Astronomia  (Tübingen  1811)  de- 
moiistration^m  omnitim  hrevis«ituaiii  dedit,  quae  tarnen,  ut  in 
sectionibus  conicls  Sini  sonii  nix;i,  bis  teinporibus  apta  non  vide- 
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tur,  quum  praesertim  band  pauci  Übrum  Simsooii  ignorent. 
Quuni  vero  aliae,  qua«  vidi,  demoustrationes  rion  satis  probabiles 
videantur,  huir  rei  nptime  consuluisti ,  quod  novam  eamque  accu- 
ratam  pulcherrimi  hojus  theorematis  demonstrationem  dedisti. 
Qtiamquam  coorditiatae  polare«  ad  qaadraturain  sectorum  accommo- 
datissimae  mihi  Semper  sunt  visae,  cui  rei  indicio  est  commenta- 
riolus  meus  Archivo  (Tom.  XXVI.)  insertns,  ejusmodi  tarnen  coor- 
dinatis  abstinendum  orbitror,  si  quis,  viani  a  Te  in  prooemio 
monstratam  sequens,  sectorem  parabolicum  sine  ope  calculi  inte- 
gralis  quadrare  velit.  Praeter  opinionem  mihi  contigit,  ut  hac  via 
brevem  reperirem  demonstrationem,  quam  nunc  mitto,  si  forte 
eam  inspicere  Tibi  placebit  *). 

Etiam  alium  commentarium,  quod  est  addiramentum  quoddam 
iUius,  qui  in  Actis  Reg.  Societatis  Scient.  Upsaliensis 
()855)  edidi  Tibi  et  Ar«  hivo  Tuo  mitto.  In  transcendente  illa 
saepius  versatus  «uro,  neque  dubitn,  quin  digna  sit,  in  quam  plures 
studia  sua  conf'eraut,  quia  multa  alia  integraiia  ex  ea  pendent  **). 

Tom.  XXX.  pag.  166.  Cel«"  Clausen  demonstrationem  dedit 
theorematis,  quod  a  Cel«  Schlümilch  inventum  putat.  Nou  du- 
bito,  quin  Schlömilch  theorema  illud  Mia  sponte  et  per  se  in- 
venorit,  sed  primus  non  invenit.  Theorema  enim  illud  prtmns 
proposuit  CelM  Malmsten  (antea  Professor  Upsaliensis,  nunc 
Consiliarius  Regis)  in  elegantissima  illa  dissertatione  academica, 
quae  inscribitur  „Theoremata  nova  de  integralibus  defi- 
nitis  cett.  (Upsaliae  1842),  quam  Tu  in  Archivo  (Tom.  III. 
pag.  41.)  laudasti.   Pag.  22.  dedit  formulam 

<5(\s)  =  —;---  «(«),'  1>*>0, 
Cos'|iT(*) 

ubi  est 

,      0(#)=ir,)(l-^  +  ^-7.  -f  etc.), 

n 

unde,  ope  formulae  notisshnae  I\s)  JTJ  —  s)  =  g»mJ~»  fonuula 
Cel'  Schlümilch  facilüme  invenitur. 

Toroo  XXX.  pagg.  465.,  466.  Doctor  Zehfuss  quattuor  pro- 
tulit  integraiia,  quae  antea  incognita  arliitratur.  Attamen  primum 
cognoKcere  licet  e  tabulis  Cel'  Minding,  si  in  integrali 


')  Arnbiv  Tbl.  \X\lli.  S.  478.  «. 
*")  Miin  *i*be  oben  in  dieMtin  Hefte  S.  IT.  G. 
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/*_  1  — '    n    rc*-»Cog«tt     /c  I  ^  . 

o 

ponitur  c=l,  a  =  m — 1.  Quart  um  vero  jam  datum  est  a  Cel°. 
Arndt  in  hoc  Archivo  (Tom.  XI.  pag.  73.  Torrn.  (2)),  ubi  invenitur 

^dU  /X^Sin-*^  =  U  (:  +  *)'.  (-Jt).    Bl-d  inte- 
•I 

grale  quoque  invenitur  e  formula  mea  supra  allata,  positis  A  et 
Z?=0,  «  =  «— 6,  6  =  a+6. 


Herr  Doctor  Zehfnss  in  Heidelberg  hat  mir  unter'  dem  8.  Dc- 
cember  1859  einige,  gegen  den  in  Theil  XXX11I.  Nr.  VII.  Seite  104. 
abgedruckte»  Aufsatz  des  Herrn  Unferdinger  über  dus  Bational- 
mnnben  der  Nenner  der  Brüche  mit  irrationalen  Nennern  gerichtete 
Bemerkungen  eingesandt,  wofür  ich  demselben  rerlit  «ehr  danke.  Ich 
bemerke  dies  deshalb  ,  weil  hier  kein  Ranm  mehr  zum  Abdruck  des 
Briefes  des  Herrn  Dortor  Zehfuss,  «n  weit  sein  Inhalt  hierher  gehört, 
vorhanden  ist,  und  es  auch  fraglich  bleibt,  ob  dazu  schon  das  nächste 
Heft,  dessen  Inhalt  schon  jetzt  bestimmt  ist,  Raum  genug  darbieten 
wird.  Uebrigeiis  benutze  ich,  um  nicht  später  wieder  auf  dienen  Ge- 
genstand zurückkommen  zu  tnüsnen ,  den  mir  hier  noch  zu  Gebote  ste- 
henden wenigen  Raum  Kogleich  dazu,  duss  ich  darauf  aufmerksam  mache, 
dass  ich  dem  kurzen  und  ganz  elementaren  Aufsatze  des  Herrn  Unfer- 
dinger die  Aufnahme  deshalb  nicht  versagen  zu  dürfen  geglaubt  habe, 
weil  ich  der  Meinung  gewesen  bin,  dass  die  darin  enthaltenen 
Bemerkungen  durchaus  bloss  ganz  «peclell  mit  Ruck- 
gicht auf  die  gleich  im  Eingänge  des  betref- 
fenden Aufiatzei  erwähnte  bekannte  einfache 
praktische  Methode  de»  Rationalmachenn  auf- 
zufassen sind,  und  nur  den  Zweck  haben  und  haben  sollen, 
einige  praktische  elementare  Fingerzeige  für  die  Anwen- 
dung dieser,  und  nur  dieser  Methode  zu  geben.  Gewiss  hat 
Herr  Unferdinger  bei  Abfassung  seines  Aufsatzes  auch  nur  diesen 
Gesichtspunkt  im  Auge  gehabt  und  ein, höheres  theoretisches  Ziel  nicht 
erstreben  wollen.  Es  sei  daher  nochmals  erwähnt,  dass  alle  in  dem 
genannten  Aufsätze  des  Herrn  Unferdinger  enthaltenen  Bemerkungen 
durchaus  nur,  und  in  ganz  specieller  Weise,  auf  die  gleich  im 
Eingange  des  Aufsatzes  erwähnte  einfache  praktische  Methode  des  Ra- 
.tionatmachens  zu  beziehen  sind.  Freilich  hätte  der  Schluss  des  Auf- 
satzes vorsichtiger  ausgedrückt  werden  sollen,  was  ich  «rem  zugebe. 
Wegen  des  Weiteren  verweise  ich  auf  den  später  abzudruckenden  Brief 
des  Herrn  Doctor  Zehfuss.  G. 
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XI. 

Die  allgemeinsten  Gesetze  der  Krystallographie,  gegrün- 
det auf  eine  von  neuen  Gesichtspunkten  ausgehende 
Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene 
für  beliebige  schief-  oder  rechtwinklige  Coordinaten- 

systeme. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Die  Form  der  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Räume: 

x  —  a  y — b  _  2 — c 

cos  a      cos  ß     cos  y  ' 

wo  bekanntlich  (abc)  ein  beliebiger  Punkt  der  geraden  Linie  ist; 
und  er,  ß,  y  die  von  einer  der  beiden  Richtungen  derselben  mit 
den  positiven  Theilen  der  Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  180° 
nicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen,  bietet  so  viele  Vortheile 
dar  und  hat  vor  der  gewöhnlichen  Form  der  Gleichungen  der 
geraden  Linie,  etwa 

x=Az  +  a,     y  =  2?x  +  o, 

so  wesentliche  Vorzüge,  dass  man  sich  in  der  That  sehr  wundern 
muss,  jene  erste  so  elegante  Form  im  Ganzen  noch  so  wenig  in 
Anwendung  gebracht  zu  sehen.  Freilich  kann  man  einwenden, 
dass  die  Form 

x  —  a  y  —  b      z— c 

cosa      cosjS  ~~  cosy 

ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  voraussetze  und  nur  bei 
einem  solchen  anwendbar  sei,  wogegen  der  gewöhnlichen  Form 
der  Vorzug  der  Anwendbarkeit  bei  allen  beliebigen,  schief*  oder 
rechtwinkligen  Coordinatensystemen  gebühre.  So  wenig  sich 
hiergegen  einwenden  lässt,  so  ist  doch  auch  nicht  zu  übersehen, 
dass  in  den  eigentlich  mathematischen  Wissenschaften,  ganz  be- 
sonders auch  in  der  Mechanik,  den  optischen  Disciplinen  und 

Thtil  xxxiv.  9 
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der  gesaramten  Astronomie,  wohl  nicht  ein  einziger  Fall  vorkommt 
und  denkbar  ist,  wo  sich  die  Anwendung  eines  schiefwinkligen 
Coordinatensvstems  als  nothwendig  oder  auch  nur  voriheilhaft 
erweisen  sollte,  indem  man  vielmehr  überall  mit  dem  rechtwink- 
ligen Coordinntensysteme  nicht  bloss  vollkommen  auskommen, 
sondern  auch  dieses  Coordiiinteusystcm  stets  mit  dem  grössleo 
Vortheil  in  Anwendung  bringen  wird.  Nur  in  einer  der  schönsten 
Naturwissenschaften,  die  sich  bereits  ganz  und  gar  der  Herrschaft 
der  Mathematik  hat  unterwerfen  müssen  und  in  deren  Gebiet 
vollkommen  eingetreten  ist,  nämlich  in  der  Krystallographie,  kann 
man  nach  meiner  Meinung  das  allgemeine  dreiaxige  schiefwink- 
lige Coordinatcnsystem  gleich  von  vorn  herein  nicht  entbehren, 
oder  würde  wenigstens,  wenn  man  sich  desselben  entschlagen 
wollte,  sehr  viel  von  der  Eleganz,  Einfachheit  und  Allgemeinheit 
der  Darstellung  aufzugeben  genothigt  sein.  Zunächst  nun  um  die 
oben  erwähnte  Form  der  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Räume 
auch  für  die  Krystallographie  fruchtbar  zu  machen,  habe  ich  dieso 
Form  auf  da«  schiefwinklige  Coordinatcnsystem  zu  erweitern  ge- 
sucht, und  glaube,  dass  mir  dies  in  einer  Weise  gelungen  ist, 
welche  wenig  zu  wünschen  übrig  lassen  dürfte,  wenigstens  mei- 
nen eigenen  Ansprüchen  vollkommen  genügt  hat.  Dies  hat  mir 
Veranlassung  gegeben,  in  den  beiden  ersten  Kapiteln  der  vorlie- 
genden Abhandlung  die  Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und 
die  Theorie  der  Ebene  aus  einem  neuen  Gesichtspunkte  zu  ent- 
wickeln, und  ich  hoffe,  dass  die  gewonnenen  Resultate  in  mehrfucher 
Beziehung  von  Interesse  sein  werden.  Und  wenn  nun  auch  diese 
neue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene  auf 
dem  Titel  der  vorliegenden  Abhandlung  nicht  an  die  Spitze  ge- 
stellt, sondern  aus  verschiedenen  Gründen  auf  die  Anwendung 
derselben  auf  die  Krystallographie,  welcher  da*  dritte  Kapitel 
gewidmet  ist.  zunächst  Bezug  genommen  worden  ist:  so  lege  ich 
selbst  doch  auf  die  erster«  fast  einen  grösseren  Werth  als  auf  die 
letztere.  Was  mm  aber  die  in  dem  genannten  Kapitel  gegebeoe 
Entwickclnng  der  allgemeinsten  Gesetze  der  Krystallographie  seihst 
betrifft,  so  inuss  ich,  um  in  keiner  Weise  missverstanden  zu 
werden,  darüber  einige  Bemerkungen  vorausschicken.  Deshalb 
sei  zuerst  rücksichtlh  h  der  in  §.  24.  gegebenen  allgemeinen  De- 
Hnitinn  eines  Krystalls  bemerkt,  dass  es,  wie  es  bei  jeder  auf 
Strenge  Anspruch  machen  wollenden  Entwicklung  einer  allge- 
meinen mathematischen  Theorie  ganz  unbedingt  erforderlich  und 
völlig  unabweisbar  ist,  bei  Aufstellung  dieser  Definition  zunächst 
und  vor  allen  Dingen  darauf  ankam,  eine  sichere  Grundlage  für 
die  zu  entwickelnde  Theorie  zu  gewinnen,  weshalb  ein  Krystall 
hier  nur  ganz  im  Allgemeinen  aufgefasst  worden  ist  als  ein,  einer 
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gewissen  allgemeinen  Bedingung  entsprechendes  System  von  Ebe- 
nen, von  welchem  dann  im  weiteren  Verfolg  der  Untersuchung 
verschiedene  allgemeine  Eigenschaften  bewiesen  worden  sind. 
Dabei  habe  ich  mich  aber  überall  an  die  bewährtesten,  den  Ge- 
genstand mit  wirklicher  mathematischer  Scharfe  und  analytischer 
Allgemeinheit  verfolgenden  Schriftsteller  über  krystallngraphic, 
vor  Allen  an  Kup  ff  er,  Quintino  Sella,  Miller  und  Nau- 
mann, so  viel  als  möglich  angeschlossen.  Kur  muss  ich  rück- 
sichtlich der  in  Hede  stehenden  Definition  eines  Krystalis,  um 
jeder  Missdeutung  vorzubeugen,  wiederholen,  dass  man  dieselbe 
hier  zunächst  durchaus  nur  aus  einem  mathematischen  Gesichts- 
punkte, als  Grundlage  für  die  Theorie  eines  gewissen  Bedingun- 
gen unterworfenen  Ebenen -Systems  zu  betrachten  bat,  indem  ich 
weiterer  Aufklärung  wegen  mir  auf  den  oben  genannten  Para- 
graphen und  ausserdem  ganz  besonders  auch  auf  §.  33.  zu  ver- 
weisen erlaube.  Eine  zweite  kürzere  Bemerkung  muss  ich  dem 
Folgenden  noch  rücksichtlich  des  von  mir  angewandten  analyti- 
schen Ausdrucks  der  Gleichungen  der  Krystallflachen  voraus- 
schicken. Ich  bin  nämlich  dabei  von  der  jetzt  ziemlich  allgemein 
beliebten  Weise,  diese  Gleichungen  durch  die  sogenannten  Para- 
meter der  betreffenden  Ebenen  auszudrücken,  abgewichen,  und 
zu  dein  in  der  analytischen  Geometrie  allgemein  gewöhnlichen 
und  in  allen  Beziehungen  zweckmässigen  Ausdruck  der  Gleichung 
der  Ebene  zurückgekehrt,  indem  ich  gern  bekenne,  dass  ich  mich  in 
dieser  Beziehung  ganz  an  Kupffcr  anschliesse,  dessen  treffliches 
Handbuch  der  rechnenden  Krystallonomie  ich  immer 
noch  für  ein  besonders  klassisches  Werk  halte.  Ganz  in  der 
Kürze  sei  hier  nur  bemerkt,  dass  ich  den  jetzt  beliebten  Ausdruck 
der  Gleichung  einer  Krystallfläche  durch  ihre  sogenannten  Parameter 
verlassen  habe,  einmal  weil  ich  darin  gar  keinen  wesentlichen 
Vorzug  vor  dem  in  der  '  analytischen  Geometrie  gebräuchlichen 
Ausdruck  der  allgemeinen  Gleichung  der  Ebene  zu  erkennen  ver- 
mag, weil  ferner  beide  Ausdrucksweisen  mit  der  grössten  Leich- 
tigkeit sich  gegenseitig  in  einander  umsetzen  und  verwandeln 
lassen,  und  weil  endlich  der  Ausdruck  durch  die  Parameter  zu 
gewissen  analytischen  Bedenken  Veranlassung  giebt,  denen  der 
gewöhnliche  Ausdruck  der  Gleichung  der  Ebene  gar  nicht  unter- 
liegt. Mehr  hierüber  zu  sagen,  istunnöthig,  indem  es  völlig  ge- 
nügt, des  Weiteren  wegen  auf  das  zu  verweisen,  was  ich  in  der 
ausführlichen  Anmerkung  zu  §.  24.  gesagt  habe. 


9* 
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Erstes  Kapitel. 

Die  gerade  Linie. 

§.  1. 

Indem  wir  aus  den  ersten  Elementen  der  analytischen  Geo- 
metrie den  Begriff  und  den  Gebrauch  der  Coordinatcnaxen  als 
vollständig  bekannt  voraussetzen ,  bemerken  wir,  dass  wir  im  Fol- 
genden unter  einer  Projectionsaxe  eine  durch  einen  beliebigen, 
aber  bestimmten  Punkt  O  im  Räume  gelegte  Gerade  verstehen 
wollen,  auf  welche  andere  Punkte  des  Kaunies  durch  von  diesen 
Punkten  auf  dieselbe  gefällte  Perpendikel,  deren  Fusspunkte  die 
Projectionen  der  in  Rede  stehenden  Punkte  auf  der  Projec- 
tionsaxe heissen,  projicirt  werden. 

Durch  den  Punkt  O  wird  die  Projectionsaxe  in  zwei  von  dem 
Punkte  O  aus  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  gehende 
Theile  gctheilt,  welche  der  positive  und  negative  Theil  der 
Projectionsaxe  genannt  werden,  und  die  Entfernung  der  Projec- 
tion  eines  Punktes  auf  der  Projectionsaxe  von  dem  Punkte  O 
wird  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  dieselbe  auf 
dem  positiven  oder  negativen  Theile  der  Projectionsaxe  liegt. 

Wenn  nun  P  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  ist  und  der  180° 
nicht  übersteigende  Winkel,  welchen  dessen  Entfernung  von  dem 

Punkte  Oy  nämlich  die  Linie  OP,  mit  dem  positiven  Theile  der 
Projectionsaxe  cinschliesst,  durch  u,  die  gehörig  als  positiv  oder 
negativ  betrachtete  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  P  auf 
der  Projectionsaxe  von  dem  Punkte  O  aber  durch  u  bezeichnet 
wird;  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

1)     .  M=OA».COSjtf. 

Sei  jetzt  durch  den  Punkt  O  eine  Projectionsaxe  der  u  und 
eine  Coordinatenaxe  der  x  gelegt;  der  von  den  positiven  Tbeilen 
dieser  beiden  Axen  eingeschlossene,  180°  nicht  ubersteigende 
Winkel  werde  durch  (tue)  bezeichnet.  Ist  dann  P  ein  beliebiger, 
in  der  Axe  der  x  liegender  Punkt,  auf  den  sich  die  Grosse  «, 
nämlich  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfer- 
nung der  Projection  des  Punktes  P  auf  der  Projectionsaxe  von 
dem  Punkte  O,  und  die  Coordinate  x  beziehen;  so  ist  nach  1), 
jenachdem  der  Punkt  P  in  dem  positiven  oder  negativen  Theile 
der  Coordinatenaxe  der  x  liegt,  offenbar 
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u=  OP.cos(ux)  oder  u=  GRcos { 180°—  (ux)\. 

Nun  ist  aber,  wenn  man  im  ersten  Falle  das  obere,  im  zweiten 
Falle  das  untere  Zeichen  nimmt: 

x  =  ±  OP,  also   ÖP  =  ±x; 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

u  =  xcos(ux)  oder  u  =  —  j:  cos  (ISO0 — (ux)\; 

also  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

2)   u  =  xcos(ux). 

Seien  ferner  durch  den  Punkt  O  eine  Projectionsaxe  der  u 
und  zwei  Coordinatenaxen  der  x  und  ;/  gelegt;  die  von  den  po- 
sitiven Theilcn  der  Coordinatenaxen  der  x  und  y  mit  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axc  der  u  eingeschlossenen,  180°  nicht  uber- 
steigenden Winkel  seien  (ux)  und  (uy).  Ist  dann  P  ein  beliebiger, 
in  der  Ebene  der  (xy)  liegender  Punkt,  auf  den  sich  'die  Grösse 
w,  deren  Bedeutung  aus  dem  Obigen  bekannt  ist  und  die  Coor- 
dinaten  x,  y  beziehen;  so  lege  man  durch  diesen  Punkt  eine 
der  Axe  der  x  parallele  Gerade,  welche  die  Axe  der  y  in  dem 
Punkte  O'  schneiden  mag,  und  denke  sich  durch  diesen  Punkt 
als  Anfang  zwei  den  Coordinatenaxen  der  x  und  y  parallele  Coor- 
dinatenaxen  der  x'  und  y' ,  so  wie  eine  der  Projectionsaxe  der  u 
parallele  Projectionsaxe  der  u'  gelegt.  Haben  nun  in  Bezug  auf 
diese  neuen  Axen  für  den  Punkt  P  die  Symbole  x' ,  y' t  u'  ganz 
ähnliche  Bedeutungen  wie  die  Symbole  x,  y,  u  in  Bezug  auf  die 
alten  Axen;  so  ist  nach  2),  weil  der  Punkt  P  in  der  Coordioaten- 
axe  der  x'  liegt,  offenbar: 

u'  =  x'  cos  (ux) , 

also,   weil  augenscheinlich  in  völliger  Allgemeinheit  x  —  x'  ist: 

«'  =  .rcos  (ux). 

Weil  ferner  der  Punkt  O'  in  der  Axe  der  y  liegt,  und  das  y  des 
Punktes  O'  offenbar  einerlei  mit  dem  y  des  Punktes  P  ist,  so 
ist  nach  2)  die  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  auf  der 
Projectionsaxe  der  u  von  dem  Punkte  O  augenscheinlich  ycoa(uy). 
Weil  aber  die  Projectionsaxen  der  tc  und  u'  einander  parallel 
sind,  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

u=ycos(uy)  -f  u' , 

also  nach  dem  Obigen: 


3) 


u  =  x  cos  (ux)  -f  y  cos  (uy). 
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Endlich  denken  wir  uns  durch  den  Punkt  O  eine  Projec- 
tionsaxe  der  u  und  drei  Coordinatenaxcn  der  x,  y,  z  gelegt,  und 
bezeichnen  die  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  xt  y,  z 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  u  eingeschlossenen,  180° 
nicht  ubersteigenden  Winkel  respective  durch  (w.r),  (uy),  {uz). 
Ist  dann  P  ein  beliebiger  Punkt  im  Kaume,  so  lece  man  durch 
denselben  eine  der  Ebene  der  xy  parallele  Ebene,  welche 
die  Axe  der  :  in  dem  Punkte  O'  schneiden  maz,  und  denke  sich 
durch  diesen  Punkt  als  Anfang  drei  den  Coordinatenaxcn  der 
Xy  y,  z  parallelen  Coordinatenaxen  der  x' ,  y' ,  z'  gelegt,  so  wie 
eine  der  Projectionsaxe  der  u  parallele  Projectionsaxe  der  u'. 
Weil  der  Punkt  P  offenbar  in  der  Ebene  der  x'y  liegt,  so  ist 
nach  3),  wenn  die  Symbole  x' ,  y' ,  z' ,  u'  für  den  Punkt  P  in 
Bezug  auf  die  neuen  Axen  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie 
die  Symbole  x,  y,  z,  u  für  diesen  Punkt  in  Bezug  auf  die  alten 
Axen : 

u'  =  x'  cos  (ux)  -f  y'  cos  (uy) , 

oder,  weil  offenbar  x  =  x',  #  =  ist: 

u'  =  x  cos  (ux)  +  yco*  (uy). 

Nun  ist  aber,  weil  der  Punkt  O'  in  der  Axo  der  z  liegt,  nach  2) 
die  Entfernung  der  Protection  dieses  Punktes  auf  der  Projections- 
axe der  u  von  dem  Punkte  O  augenscheinlich  zcos(mx),  indem 
man  wieder  bemerkt,  dass  das  z  des  Punktes  O'  jedenfalls  einer- 
lei ist  mit  dem  z  des  Punktes  P;  und  weil  die  Projectionsaxen 
der  u  und  m'  einander  parallel  sind,  so  ist  allgemein 

u  =  z  cos  (uz)  -f  u' , 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

4)  .    .    .     u  =  xcos(ux)  +  ycos(uy)-\-  rcos(t/:). 

Bezeichnet  man  mit  (t  den  180°  nicht  libersteigenden,  von  der 

Linie  OP  mit  dem  positiven  Theile  der  Projectionsaxe  der  u  ein- 
geschlossenen Winkel,  so. ist  nach  1): 

u  =  OP.cosu., 

also  nach  4): 

5)  .  .  .   OP.co8  fi  =  xcos(ux)  -f  ycos(uy)  -f  rcos(«2). 

§.  2. 

Wenn  xyz  und  x'y'z'  ztvei  beliebige  Coordinatensysteme  mit 
einerlei  Anfang  sind,  und  die  Coordinaten  x,  yy  z  und  x' ,  y',  z' 
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einem  und  demselben  Punkte  im  Räume  entsprechen;  so  denke 
man  sich,  um  diese  Coordinaten  mit  einander  zu  vergleichen, 
durch  den  gemeinschaftlichen  Anfang  der  beiden  Systeme  eine 
beliebige  Projectionsaxe  der  u  gelegt,  und  lasse  m  wie  gewöhn- 
lich die  Entfernung  der  Projection  des  in  Rede  stehenden  Punk- 
tes auf  der  angenommenen  Projectionsaxe  von  dem  Anfange  der 
Coordinaten  der  xyz  und  x'y'z'  bezeichnen.   Dann  ist  nach  4): 

u  =  x  cos  (ux)  +  y  cos  (uy)  +  z  cos  (uz) , 

u  =  x'  cos  (ux')  -f-  y'cosCw^O  +  2'  cos  (uz') ; 

also : 

x  cos  (ux)  +  y  cos  (uy)  +  z  cos  (uz)  =  x'  cos  (ux')  +y'cos(uy')+z'co8  (uz'). 

Lassen  wir  nun  den  positiven  Theil  der  Projectionsaxe  der  u 
nach  und  nach  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z 
zusammenfallen,  so  erhalten  wir  aus  dieser  Gleichung  die  drei 
folgenden  Gleichungen  : 

xeos  (xx)  +y  cos(xy)+zcos(xz)=ix'cos(xx')-{  y'co8(xy')+z'cos(xz'), 
x cos  ( yx)  f- y  cos  (yy) +2  cos(yz)  =  x'cos(yx')  +y'cos(yy') +z'cos(y2'). 
xcoa(zx)  +  y  cos -f  z cos (22)  =  x' cos (zx')  f y'cos (2y)+j/cos(22') ; 
also : 

°) 

x +y  cos  (xy)  +  z  cos  (xz)  =  x'  cos  (xx')  -f    cos  (xy')  +  2'  cos  (^2') , 
xcos(yx)  +  y  +  2  cos  (yz)  =  .c'  cos  (yx')  +     cos  (yy')  +  z'  cos  (#2'), 

a:  cos  (zx) +y  cos  (2//)  +  2  =  a:'  cos  (2a:')  +  y'  cos  (2/)  +  2'  cos  (22') ; 
oder,  was  natürlich  dasselbe  ist: 

7) 

x  -f  y  cos  (xy)  +  2  cos  (zx)  =  x'  cos  (a\r')  -f  y'  cos  (ary')  -f  z'  cos  (a:2') , 

a:  cos  (xy)  +  y  +  *  cos      =  a:'  cos  (yx')  +    cos  (yy1)  +  2'  cos  , 

x  cos  (rar)  -f-  y  cos  (#2)  +  2  =  x'  cos  (2a:')  -f  y '  cos  (zy')  -f  z'  cos  (22'). 

Wenn  die  beiden  Coordinatensysteme  der  xyz  und  x'y'z'  nicht 
einerlei  Anfang  haben,  so  wollen  wir  die  Coordinaten  des  Anfangs 
des  Systems  der  x'y'z'  in  dem  Systeme  der  a^2  durch  o,  b,  c 
bezeichnen;  dann  ist,  wenn  wir  durch  den  Anfang  des  Systems 
der  x'y'z'  ein  dem  Systeme  der  xyz  paralleles  System  der  ar,#,z, 
legeu,  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 
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x=a  +  xi9  y  =  6  +  y,,   z=c  +  i! 

oder 

xxz=zx—  a,  yx  =y  —  b ,  zi=z—c. 
Nun  ist  aber  nach  7)  offenbar: 

x\  +  Vi 008  Cry)  +  zi cos  izx) = x'  cos      + y' cos  (^y )  +  *' C08  C*2')» 

xx  cos  (xy)  +  yi  +  2i  cos  (#2)  =  x'  cos  (yx')  +  y'  coS  (yy')  + z'  cos  (yx')> 
jri  cos(zx)  +yj  cos  (yz)  -f-  2j  ss  x'  cos  (zj:')  -f  y'cns(zy')  -f  z'cos(xz'); 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

(.r  -  o)  +  (y — 6)  cos  (.ry)  +  (x  -  <•)  cos  (z.r) 
=ar'  cos  (xa:')  -f  y'  cos  (;ry')  -f  z'  cos  (xz') , 

(x  —  a)  cos  (;ry)  +  (y  —  6)  +  (z  —  c)  cos  (yz) 
=  x'  cos  (yx')  +  y'  cos  (yy')  +  x'  co»  (yz') , 

(x  —  o)  cos  (zx)  +  (y  —  6)  cos  (yz)  +  (z  —  c) 
'szzar'cos^')  +  y'cos(zy')  +  z/cos(zz/); 

welche  Gleichungen  die  Verbindung  der  Coordinaten  x,  y,  z  und 
*'  >  y'  *  *'  iuit  einander  ausdrucken. 

♦ 

§.3. 

Durch  den  Punkt  O  als  Anfang  sei  ein  beliebiges  Coordina- 
tensystem  der  xt  y,  z  gelegt,  dessen  Coordinatenwinkel  wir,  wie 
gewöhnlich,  durch  (xy),  (yz),  (zx)  bezeichnen.  Geht  nun  durch 
den  Anfang  O  eine  beliebige  Gerade,  welche  durch  den  Punkt  O 
in  zwei  von  demselben  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin 
ausgehende  Theile  getheilt  wird,  so  wollen  wir  die  180°  nicht 
übersteigenden  Winkel,  welche  der  eine  dieser  beiden  Tbeile 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  .t,  y,  z  einschliesst,  respec- 
tive  durch  o,  ß,  y  bezeichnen;  zugleich  wollen  wir  diesen  Theil 
unserer  Geraden  den  positiven  Theil,  den  anderen  Theil  dersel- 
ben den  negativen  Theil  nennen.  Ist  dann  P  ein  beliebiger  Punkt 
unserer  Geraden,  welchem  die  Coordinaten  x,  y,  z  entsprechen, 
so  werden  wir  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  O  als  positiv 
oder  negativ  betrachten,  jenachdem  derselbe  in  dem  positiven 
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oder  negativen  Theile  der  Geraden  Hegt,  and  mit  Rücksicht  hier- 
auf durch  r  bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 


OP.  cosxOP=rcosat 


OP.cosyOP  =  rcosß, 


OP.  cos  2  OP  =  r  cos  y  y 

wie  auf  der  Stelle  erhellet,  wenn  man  nur  überlegt,  dass,  jenach- 
dem  der  Punkt  P  in  dem  positiven  oder  negativen  Theile  der 
Geraden  liegt,  offenbar 


<£xOP=a,    Z.yOP=ß,  Z.zOP=y 

oder 

OP  =  -r, 

AxUP=\80°-a,  ^jjUP=m°-ß,  ^Iöp=m»-Y 

ist.  Betrachten  «vir  nun  aber,  wie  offenbar  verstattet  ist,  nach 
und  nach  die  Axen  der  x,  y,  z  als  Projectionsaxen,  so  ist  nach  5): 

OP. cos  x OP  =  x cos (xx)  -f  y  cos (xy)  +  z cos (xz) , 


OP .  cos  y  OP  =  x  cos  (yar)  +  y  cos  (yy)  +  2  cos  (yz) , 


OP.  cos20/>  =  xcos(tx)  +  ycos(2y)  +  2  cos  (22); 
folglich,  weil 

(xx)  =  0,   (yy)  =  0,  («)  =  0 

ist,  nach  dem  Obigen: 

t    rcoaa  =  x  +  ycos(xy)  +  2Cos(a:x), 

9)  .  .  .  .   <    r  cos  0  =  a:  cos  (ya:) +  y +2  cos  (yx), 

l    r  cos  y  =  a:  cos  (2a:)  +  y  cos  (2y)  +  2. 

Hiernach  ist: 

ft  x  +  ycos  (ary)  -f  2  cos  (ar2) 

J  u )    •   .   •   .    i*  —   —  

'  cos« 

a:  cos  (yx)  -f  y  +  2  cos  (yz) 
cos  /? 

_  x  cos  fear)  -f  y  cos  (zy)  -f  2 
~  cos  y  ' 
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und  die  Gleichungen  unserer  durch  den  Anfang  der  Coordinaten 
gelegten  Geraden  sind  also: 

1 1 )  x  +  V  cos  fry)  +  2  cos 

cos  a 

geyj  fjy)  +  y  +  2  cos  (yz) 
cos 

 xcos(z.r)  -\-yco»(yz)  -f  * 

cosy 

weil  natürlich 

=  (yar) ,    (y:)  =  (r#) ,    (zjt)  =  (arx) 

ist. 

Wenn  das  Coordinatensystcm  ein  rechtwinkliges  und  folglich 
(*,/)  =  90°,   (2/2)  =  90°,   (x*)  =  90° 
ist,  so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen: 

12)  X-  -  -V-  -  - 

'  cosa      cosp  cosy 

* 

Geht  die  Gerade  nicht  durch  den  Anfang  der  Coordinaten, 
sondern  durch  einen  anderen  beliebigen  Punkt  (nbc)t  so  lege  man 
durch  diesen  Punkt  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  der 
xyz  paralleles  Coordinatensystem  der  x'y'z'.  Dann  sind  nach  11) 
die  Gleichungen  unserer  Geraden  in  diesem  Systeme: 

x'  -f  ;/  cos  (xy)  -{■  z'  cos  (zx) 
cos« 

_ x'  cos(xy)  -f  p'_  +  2'  c?±(j/z) 
cosß 

x'  cos  (zx)  +  y'  cos  (yz)  -f  *' 
cos  y 

und  folglich,  weil  bekanntlich  allgemein 

x  =  a  +  x't   y=zb\ry't   ;=c  +  z' ; 

also 

x'  —x  —  a,    y'  =y  —  b,    z'  =  z  —  c 

ist,  die  Gleichungen  der  Geraden  in  dem  primitiven  Systeme 
der  xyz: 
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(,r-n)  +  (y  —  6)cos(:ry)  +  (z— c)cos(zj) 
lö)  '  '  '  '  osa 

_  (x  ,-  o)  cos (jy)  +  (,y  —  b)  -f  (z  -  c)  cos  (y:) 

cos  £ 

_  frr  —  n)  cos  (z:r)  -f  (y  --//)  cos(yz)  +  (:  — c)  t 

cos  y 

folglich,  wenn  das  Coordinatensystem  der  xyz  rechtwinklig  ist: 

...  x  —  u      y  —  b     z  —  c 

Cosa       cos/S  ~~  cosy  " 

Die  Winkel  a,  /?,  y  beziehen  sich  hier  auf  einen  der  beiden 
von  dem  Punkte  («6c)  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin 
ausgehenden  Theile  der  Geraden.  Ist  P  ein  beliebiger  Punkt 
unserer  Geraden,  auf  den  sich  die  Coordinatcn  x,  y,  z  und 
i  y' »  ~  beziehen,  und  bezeichnet  r  dessen  Entfernung  von  dem 
Punkte  (abc) ,  indem  man  diese  Entfernung  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachtet,  jenachdem  der  Punkt  P  in  dem  der  beiden 
erwähnten  Theile  der  Geraden,  welchem  die  Winkel  ce,  ß,  y  ent- 
sprechen, oder  in  dem  entgegengesetzten  Theile  liegt,  so  ist 
nach  9) : 

r  cos  a  =  x'  -f  y'  cos  (xy)  -f  z'  cos  (zx) , 
r  cos ß  =  x'  cos  (xy)  +  y'  -f  z'  cos  (yz) , 
r  cos  y  =  x'  cos  (zx)  -J-  <y'  cos  (yz)  -f  z' ; 
also  nach  dem  Obigen: 

Ir  cos  a= (x  —  a)  -J  (y  —  b)  cos  (.ry)  -|  (z  —  c)  cos  (zx), 
rco»ß=(x  —  a)  cos  (*y)  +  (y  —  b)  -f  (z — c)  cos  (yz), 
r  cos  y = (.r  —  a)  cos  (z  j*)  -f  (#/  —  6)  cos  (#z)  -f  (z — c). 

Sieht  man  die  Gerade  als  eine  Projectionsaxe  der  r  an,  die 
durch  den  Punkt  (abc)  gelegt  ist,  so  ist  nach  4): 

r  =  x'  cos  (rx')  +  y '  cos  (ry')  +  z'  cos  (rz') 

oder,  weil  offenbar 

(!•*')  =  «,   (ry')  =  P»  (rz')=y 

ist  : 

r  i=  ;r'cosa  +  y'  cos0  +  z'cosy, 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 
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16)  .  .  .  r  =s  (x— a)cnsa-f(y  —  6)  cos  0  +  (z  —  c)cosy. 

Multiplicirt  man  nun  die  drei  Gleichungen  15)  nach  der  Reihe  mit 

x— a,   y  — 6,   2  — c 
und  addirt  sie  dann  zu  einander;  so  erhält  mau  die  Gleichung: 

r\(x  —  fl)cosa  +  (y  —  6) cos/? -f  (s  —  c)cosy) 
=   (*-«)»  + -  6)« + 

+2(x-a)(y-6)cos(^y)+2(y-6)(x-c)cos(^2)+2(2— c)(or— a)cos(ttf), 
» 

also  nach  16) : 

17) 

r«=  {x-u)*  +  (y-by*-\-(?—c)* 

+2(x— a)(y— b)co8(xy)+2(y-b)(z-c)co&(yi)+i2(z-c)(x-a)cos(ix), 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass,  wenn  (ar^oZo)  und  (x^z^ 
zwei  beliebige  Punkte  im  Räume  sind,  und  E^x  deren  Entfer- 
nung von  einander  bezeichnet,  allgemein 

18). 

^a=(^o-*i)a  +  (yo-yi)H(^-*i)2  +  2(x0--ar1)(yo-jyi)cos(^) 

+  2(y0— Jfi)  (zo  ^ijcos  (yz) 
4-  2(r0  -  2!)(x0— x,)cos(zx) 

ist,  eine  wichtige  Formel,  von  der  wir  uoeb  vielfachen  Gebrauch 
zu  machen  Gelegenheit  haben  werden. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Auflösung  der  drei  Gleichun- 
gen 15)  oder  mit  der  Auflösung  der  Gleichungen 

x  —a     y —  b  z  —  c 

—      +     f~  cos  (xy)  +  --~  cos  (zx)  =  cos  a , 

— -cos(jry)  +  :£-jr-  +         cos(yx)  =cos/2, 

jt — a      .    .  ,  y — 6  z—c 

— —  cos {zx)  -f  «*-^-  cos  (yz)  +  — ^—  =  cos  y ; 

d.  h.  mit  der  Bestimmung  der  Grossen 


aus  denselben  beschäftigen. 
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Multipliciren  wir  zu  dem  Endo  die  drei  obigen  Gleichungen 
nach  der  Reihe  zuerst  mit 

1  —  cos  (yz)2,  cos  (yz)  cos  (zx)  —  cos(xy) ,  cos  (xy)  cos(yz)— cos{zx) ; 
dann  mit 

cos  (yz)  cos  (rar) — cos  (xy) ,  l— cos(zx)*,  cos(zx)co8(xy) — cos(yz) ; 
endlich  mit 

cos(jriy)cos(y2) — cos(&r),   cos(zx)cos(xy)  —  cos(yz),    1  —  cos(xy)'1; 

und  addiren  sie  hierauf  in  jedem  Falle  zu  einander,  so  erhalten 
wir,  wenn  der  Kürze  wegen 

19) 

N  =  1  —  cos  (xy)2 —  cos  (yz)2  —  cos  (zx)2  -f  2  cos  (xy)  cos  (yz)  cos  (ix) ; 

X-=  cosasin(yz)2 

+  cos  ß  |  cos  (y  z)  cos  (zx)  —  cos  (xy) } 
+  cos  y  { cos  (xy)  cos  (yz) — cos  (zx)  \ , 

Y=  cos  a  { cos  (y  z)  cos  (zx) — cos  (xy)  \ 
-f  cos  ß  sin  (za:)2 

-f  cos  y  |  cos  (zx)  cos  (a:y)  —  cos  (yz) ) , 

Z  =  cos  a  \  cos  (:ry)  cos  (yz)  —  cos  (zx)  \ 
-+  cos  ß  |  cos  (zx)  cos  (ry)  —  cos  (yz)  \ 
+  cosysin(:ry)2 

f 

* 

gesetzt  wird,  für 

x—n     y  —  b     z  —  c 


t  — —  » 
r  r  r 


die  folgenden  Ausdrücke 


x  —  a  X     y  —  b      Y     z  —  c__Z 

r 


20)....  -Är'   —  ~jy>  —=W 


§.  5. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen  im  Folgenden  immer: 
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21) 

Ü  =  sintoz)*,    2  =  sin(z*)2,    t  =  s\n(xy)*; 

A  =  cos  (z.r)  cos  (xy)  —  cos  (yz) , 
B  =  cos  (xy)  cos  (#z)  —  cos  (zx) , 

- 

C  =  cos  (yz)  cos  (zar)  —  cos  (xy) ; 

iV=  1  —  cos  (.ry)a— cos  (yz)2  —  cos  (za:)2  +  2  cos  (ar#)  cos  (yz)  cos  (zar) ; 

Ar=ilco8o+  Ccosß  +  J5cosy, 
F=  Ccos«  +  35cos5+  ^cosy, 
Z  =  /icos cr-f  i4cosj?  +  <£  cosy; 

so  ist  nach  20): 

a:— «  _  r      t/  —  6      r     z  —  c_r_. 
22)  "~F  —  IV »    ~~T~  ~'N9  ~Z~—N' 

und  die  Gleichungen  der  im  Vorhergehenden  betrachteten,  durch 
den  Punkt  (aöc)  gehenden  Geraden  sind  also: 

x  —  a      y  —  b      z  —  c 

folglich  nach  21): 

x — a 

24>    •    *    *    •       Ucosa  +  CW/T+  JScosy 

 .y  — 6   

Ccnsa  -f  Ecosß  +  /leosy 

 z  — c  

""Äcosc  -|-  vlcosfJ  -f  £cosy* 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatcnsystem  ist  offenbar: 
d=l,  05  =  1,   <f=l;   ,4=0,   J?=0,  C=0; 
also  die  Gleichungen  der  Geraden: 

x  —  a     y  —  h      t  —  c 
cos  a  ~  cos  ß      cos  y  ' 

wie  wir  schon  in  14)  gefunden  haben. 

§.  G. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zwei  von  einem  beliebigen  Punkte  aus- 
gehende Gerade  denken,  welche  mit  den  positiven  Theilen  der 
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Axen  der  x,  y,  z  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  cr0,  ß0,  y0 
und  alf  ßlt  /|  emschliessen.  Der  von  diesen  beiden  Geraden 
eingeschlossene,  180°  nicht  übersteigende  Winkel  sei  JF0Jl.  Um 
diesen  Winkel  zu  bestimmen,  lassen  wir  von  dem  Anfange  der 
Coordinaten.  O  zwei  mit  den  beiden  in  Rede  stehenden  Geraden 
gleich  gerichtete  Gerade  ausgehen,  welche  offenbar  auch  den 
1S0°  nicht  übersteigenden  Winkel  Won  mit  einander,  und  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  ?/,  z  die  180°  nicht  überstei- 
genden Winkel  er0,  ßQf  y0  und  alf  ßlf  y,  einschliessen.  In  die- 
sen beiden  von  G  ausgehenden  Geraden  nehmen  wir  beliebig  die 
Punkte  P0  und  l\  an  und  bezeichnen  deren  als  positiv  zu  betrach- 
tende Entfernungen  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  O  durch 
r0  und  r1(  ihre  Entfernung  von  einander  durch  A70.,  ;  so  ist  nach 
einer  bekannten  trigonometrischen  Formel  in  dem  Dreieck  P0OI\ 
offenbar : 

£o>i2  =  ro2  +  »"i 2  —  2r0ri  cos  IF0., . 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  /J0  und  I\ 
durch  x0,  y0,  z0  und  xXi  ylt  z,  bezeichnen,  nach  18): 

r0*  =-*"o2  +  #o2  +  ^o2  +         cos (xy)  H  ty0r0 cna(yz)  +  2r0:r0 cos  {zx)t 

rx^  =  xx2  +  y,2  +  z,2  +  2xxyx  cos(xy)  -f  2^  cos  (t/z)  +  2ztxt  cos (zx) 

und 

0 

£o»i*-(^o— *i)2  +  (^0-^1)*+  (20— +  *-(^o— ^1)  (yo— ^i)cos  (.ry) 

+  %o  — y  1 )  ("0  —  m  )  cos  (yz) 
+  2(:0 — z, )  (.r0  -  j-j  )  cos  (:*)  ; 

also,  wenn  wir  diese  Ausdrücke  in  die  obige  Gleichung  einfuh- 
ren und  aufheben,  was  sich  aufheben  lässt: 

r0ri  cos  W0.x  =  x0xx  +  y0yx  +  z0zx 

+  (*o#i  +.Vo^i)  cos  (xy)  +  (y0zx  +  z0yx)  cos  (//:)  +  (z0xx  -f  ^1  )cos  (:.r). 

Setzen  wir  jetzt  der  Kurze  wegen : 

!X0  =  ü  cos  a0  -f-  C  cos  ß0  +  ß cos  y0 , 
Y0  =  Ccos  a0  +  )$  cos  0U  -|-  A  cos  y0 , 
Z0  =  Bcos  ct0  +  A  cos  /?0  +    cos  y0 

und 

X\  =  il  cos  «4  -f  Ccos  ßx  +  2?cos  y[ , 
26)  ...  .  ^    }*!  =  Ccos ax  -f# cos ßx  ~\  //cos yx, 
Zi  zzzßcosax  +  Acosßt  -f    cos-/, ; 
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00  ist  nach  22)  offenbar,  wenn  man  dort  «=0,  o==0,  ,c=0  setzt: 

.^o  =  -^r »  yo=  -  2v  »  2o  =  -^v  ' 

also,  wenn  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  von  r0r,  cos  W0fl 
einfuhrt : 

27) 

2V*  cos        =  X0XX  +  F0  Fj  +  Z0Z!  +  (A'0  Ft  +  F0^)  cos  {xy) 

+  (F0Zl  +Z0F,)  cos(yr) 
+(Z0X,  +^0^i)cos(tx), 

mittelst  welcher  merkwürdigen  Formel  der  Winkel  W0,\  aus  den 
Winkeln  cr0,  ß0,  y0  und  alt  ßlt  yt  berechnet  werden  kann. 

För  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystcm  geht  aus  dieser 
Formel  unmittelbar  die  längst  bekannte  Formel 

28)    cos  Wotl  =  cos  «o  cos  «j  +  cos  ß0  cos     -f  cos  Yo  c°8  Yi 
hervor. 

Wenn  die  beiden  Geraden  mit  einander  zusammenfallen,  so  ist 
«o  =  «i>   ßo  =  ßi>   Yo  =  Yi'> 

also 

r  t 

X0  =  Xx ,    F0  —  F, ,    Z0  =  Zj ; 

und  JFo,i=0.  Setzen  wir  nun  in  diesem  Falle,  wie  es  verstat- 
tet ist: 

a  =  a0  =  alt    ß  =  ß0  =  ßlt    y  =  y0=yi; 

X—  X0  —Xi  ,  F=  I"0  =  F| ,  Z=?Z0  =  Z|; 

wo  A,  F,  Z  ihre  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  haben; 
so  wird  die  Gleichung  27): 

29) 

2V*  =  X*  +  F*  +  Z» + 2  A  Fcos  (xy)  +  2  FZ  cos  (yz)  +  2Z*cos  (zx), 

welche  Gleichung  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensyst 
bar  in  die  bekannte  Gleichung 

30)  cos  a*  -|-  cos  ß2  -f  cos  y2  =r  I 

übergebt. 
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§.  7. 

Nach  22)  ist: 

rX=N(x-a),  rF=iV(y-Ä),   rZ  =  A>-c); 
also,  wie  sogleich  erhellet: 

HXf  FcosOy)+Zcos(zj-))  =iV|(a:-a)+(y-6)cos(*y)+(z-c)cos(rj:)), 
HXeo8(xy)+r+Zco8(yz)\=N\(x-a)co8(a:yWu--  ©)-r-(z— c)co«(y:){, 
r|  *eos(*r)+  Fcos(yx) + Z\=N\(x-a)co8(zx)+  (y-o)cos(yi) +(z-c)| ; 
folglich,  weil  nach  15): 

(x — o)  +  (y — 6)  cos  (jry)  -f  (z — c)  cos  (zx)  =  r  cos et, 
(*— a)  cos  (*y)  +  (y  -  ft)  +  (,  _  C)  cos  (yi)  =  r  cos  0, 
(*  —  a)cos(*r)  +  (y—ö)cos(yx)-f(s— c)  =  rcosy 

ist: 

[  X  +  Fcos  (;ry)  -f  Z  cos  (zar)  =  iVcos  a , 
31)  ....  <  Jlcos(:ry)-|-  F-f-  Zcos(yi)=iVcos/J, 
'     cos  (z*)  -f  Fcos  (yz)  +  Z  =  Acos  y ; 


32)  ...  .  |  co^=^M±»:±^L(3!L), 

J 

Acos(z;r)  +  Fcos(yx)-f  Z 
cosy=  ~— — -^y    

Da  sich  nun  die  Gleichung  29)  offenbar  auch  unter  der  Form 

iV*=    X\X\  Fcos(*y)  +  Zcos(*r)| 

+  F|  *cos(*y)  +  F+  Zcos  (ys) } 

+  Z{Xcos(tr)  +  Fcos(yz)  +  Z| 

schreiben  lässt,  so  erhalten  wir  nach  31)  die  folgende  merkwür- 
dige Gleichung: 

33)  ...   .   Äcosa-f  Fcos ß-r  Zcos y  =  2V 

Theil  XXXIV.  10 
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oder  nacb  21): 

34) 

ücoßaH)3cos/3*-H£co8)*+2Cco8aco8/3  f  2,4co8/3cosy+2Bcosy«o8a=  N. 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystera  fuhrt  diese  Gleichung 
wieder  auf  die  Gleichung  30). 

p 

t 

i 

§.8. 

Mit  Uücksicht  auf  26)  und  26)  haben  wir  also  nach  33)  die 
beiden  Gleichungen : 

I  X0co80o+  F0  cos  /So  +  Z0  cos  y0=iV, 
^  '    "    |  As  cos«,  +  Fj  cos     -f  Z,  cosyj  =  ZV. 

*  »  » 

Die  Gleichung  27)  lässt  sich  auf  die  beiden  folgenden  Arten 
schreiben : 

JV^coslfo,^    A0|A,  +  ^cos^HZjCosC**)! 

+  F0  { Xx  cos  {xy)  +  Ft  +  Z,  cos  (.yz)  I 
+  Z„t  A,  cos  (ta:)  +  F,  cos  (yz)  -f  Z,  J 

oder 

N*  cos  1F0»i  =s  Ai  |  +  F0  cos  (xiy)  +  Z0  cos  (xar)  | 
+  F,  { JT0  cos  (j:.v)  +  F0  +  Z0  cos  (yr)  j 
+  Z,  { A0cos(zar)  +  F0cos(yx)  +  Z0|; 

also  ist  nach  31): 

SiVcos  Wütl  =  X0  cos  aj  -f  F0cos  0X  +  Z0cosyj , 
iVcoa  W*x  =  Ai  cos  c0  +  F!  cos  ß0  +  Zt  cosy0. 

Fuhrt  man  in  diese  Formeln  fflr  X0,  F0,  Z0  oder  2', ,  F,,  Z, 
ihre  Wefthe  aus  25)  oder  26)  ein,  so  erhält  man  sogleich  die 
folgende  Gleichung: 

37) 

iVcos  H'o,,  =    ilcosaycos«,  +  Ecos^cos^  +  <£co8y0cosy, 
+  A  (cos  0O  cos  yi  +  cos  y0  cos  ßx ) 

■ 

+  B  (cos  y0  cos  -f  cos  a0  cos  y, ) 
+  C  (cos  «o  cos  ßi  +  cos  /?0  cos  0| ). 
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Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystetn  erhält  man  Hieraus 
wieder  die  aus  28)  bereits  bekannte  Formel 

cos  JPo,|  =  cos  «o  cos  er,  -f  cos  ß0  cos  ßx  -f  cos  y0  coeyj . 

Mittelst  der  Gleichungen  35)  und  30)  erhält  man  auf  der  Stelle: 

2V*ainlF0>1» 

=    ( X0  cos  oo  +  F0  cos  ß0 -f Z0  cos  y0)  ( Xx  cos  ?t  +  F4  cos  ßl  +Zi  coa  yi ) 
—  (jT0cosa,-f  F0cos^|  +  Z0cosy^)(A'|C08a0+  Fi  cosjJ0-f-Z|Cosy0), 

also,  wie  man  nach  leiehter  Rechnung  findet; 

JV»s»  IT,,!*  =  (cos a»  cos 0|  —  coaß» cos o/j)  (  Jf0  Yx  -  F^) 
+  (cos  ß0  cos  yt  —  cos  y0  cos  ft)  ( F0Z!  —  Z0  Yx) 
+  (cos  y0  cos -  oos  oo  cos  y! )  {Z0XX  — ) , 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen; 

/  Aon  «=  cos  0O  cos  yÄ — cos  y0  cos  ßx , 

38ö  )        =  cos  y0  cos  «,  —  cos    cos  yi  > 

V    Cqji^COSOqCOS/?!  —  COS^COSfifj 

gesetzt  wird: 

39)   iV«  sin  Woti* 

=  AcaFoZ.-ZoFi)  +  B0)1  (Z0Xx-X0Zx)  +  C0tl  (JoF,-  F0*i). 

Mittelst  der  Gleichungen  25)  und  26)  erhält  man  ohne  Schwie- 
rigkeit : 

AoF,-  Y0XX=AQ,X{CA-BX)  +  B0„(Z?C-^)+  Co*(*»- 
F0Zt  - Z0 F,  =  A0>1(»<* - ^)  +  B0„ Mtf-  C*)+  C0,i(C^  - BX). 
ZQXX  -  A0Z,  =  A0„(^£-  £»)  +  B0„(<f4-  BB)  r  C0„(£C-  A4). 
Nun  ist  aber  ferner,  wie  man  mittelst  der  Formeln  21)  leicht  findet  : 

40)  X£—AA=N,   *a-BB  =  N,  4»  —  CC=  N 
nnd 

BC-  AAz=:NcoB(yi), 
\  AB—  0£s=iVcM(*y); 

10* 


41)   ...  . 
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also  ist  nach  dem  Obigen: 

s 

-So  y%—  *o^i  =&\  Aa.iCOs(za:)-|-B0,lco8(yz)+C0„ \t 

r 

42)  j  Fo^-^o^^^lAo^+Bo^coeC^+CcCosC^)!, 

Z0Xl—X0Zl  =N{  Ao,iC08(o^)-|-B0)|  +C0,tco8(y2) }. 

Daher  ist  nach  39): 

43)  19  sin  Won*  =    A0,i  { A0„  +  B0fI  cos  (xy)  +  C0f|  cos  (*r)  \ 

+  B0,!  { A0„  cos  (xy)  +  B0>1  +  C0>1  cos  (yz)  \ 
+  Am  1  A0,j  cos  (zx)  +  B0„  cos  (yz)  +  } 

oder: 

44)  ......   .     tfsin  Won* 

=  A0»i*  +  B0,i*  +  Co»i*  +  2A0„  B0„  cos(ary)  -f-  2B0>1  Co,!  cos(yz) 

+  2C0„  A0>lcos(ix) 

oder,  wenn  man  fifr  A0„ ,  B0,i,  C0)l  ihre  obigen  Ausdrücke  einfuhrt: 

45)  iVsin  ?f70>1» 

=    (COS     COS  ßi  —  COS  ß0  COS  C|  )* 

-f  (cos  ß0  C  08  Yi  —  cos  y0  cos  ßx  J2 

1 

■+  (cos  y0  cos  er,  —  cos  «b  cos 

-f  2  (cos  ß0  cos  yt  —cos  y0  cos  jJ, )  (cos  y0  cos  er,  —  cosoq  cosyi )  cos(a-jf) 
+ 2  (cos  yo  cos  er,  —  cos  Oo  cos  yt )  (cos  cos  /J,  —  cos  ft>  cos  or, )  cos(yz) 
-f 2  (cos  Oo  cosft  —  cos  ß0  cos  er, )  (cos  ß0  cos  y,  —  cos  y0  cosft )  cos(xar). 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  wird 
*»n  H  o.ia=  (cos  a0cos  ßx  —  cos  |S0  cos  o,  )H  (cos  ß0  cosyt— cosy0  cosft  )* 

+  (cos  Yo  coso, — cosoo  cosy,  )* 

oder,  weil  in  diesem  Falle 

cosa^  +  cos/V  +  cosyo^l,   cos«|S  +  cosjfft*-|-co8yi2  =  1 
ist: 

sin  IF0,i9  =  1  —  (co8  00cos «1  -f  cosß0coBßl  +  cosy0cosyi)*, 
wie  bekannt. 


Digitized  by  Google 


Neue  Theorie  der  geraden  Unte  im  Räume  und  der  Ebene,  141 

< 

« 

f.  9. 

* 

Stehen  die  beiden  vorher  betrachteten  Geraden  auf  einander 
senkrecht,  so  ist  IF0,i=90°,  and  folglich: 

cos  Won  =  0,  sin  ffo,|  =  1 ; 
daher  bähen  wir  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen  die  folgenden 


46) 

-f  ( X0  Vt  +  F0A\)  cos  (xy)  +  ( YitZt  +  Z0  F,)  cos  (yz)  \  =  0, 

+  (ZoXt  +  XoZJconitx) 

X0  cos  «!  +  F0cos  ßi  +  ZQ  C08  fi  =  0  , 
Xx  cos  Oq  +  F,  cos  ß0  +  Zt  cos  y0  =0 , 

4  cos  o0  cos  o,  +  B  cos  /J0  cos    +   cos  y0  cos  y, 
-f  ^  (cos  0O  cos  fr  -f  cos  y0  cos  ) 
+  fi(cosy0cosa,  -f  cosoocosyt) 

-f  C(COSffoCOS/Jj  +  COS/30C08öi) 

Ao^+Bo^  +  Co,!*  I 
+  2A<n  Bo,,  cos  (xy)  +  2B0„  C0>1  cos  (yz)  +  2C0,i  Aoa  cos  (rar)  I 

wo  man  in  diese  letzte  Gleichung  für  A0,i .  B0„ ,  C0,i  auch  noch 
ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Werthe  einfahren  könnte. 


=  0; 


{.  10. 

I 

Hat  man  zwei  Coordinatensysteme  der  xyz  und  x'y'x' ,  und 
setzt  für  das  erste  dieser  beiden  Coordinatensysteme  wie  früher: 

ü  =  sin  (yz)9 ,    13  =  sin  (zx)* ,   £  =  sin  (xy)* ; 

A  —  cos  (zx)  cos  (xy) — cos  (yz) , 
B  =  cos  (xy)  cos  (yz)  —  cos  (zx) , 
C  =  cos(yi)  cos  (zx)  —  cos  (o-y) ; 

2V=r  1  —  cos(.ry)a  —  cos(y:)*  —  cos(sar)*  -f  2  cos  (xy)  cos  (yz)  cos  (rar) 
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fiir  das  zweite  Coordinatensystem  auf  ähnliche  Art : 

tf'  =  «in(yz')*,   »'  =  sto(zV)*,   <f'  =  sin(xy)«; 
Ä  =s  cos  (z  V)  cos    V)  -  cos  ($V) , 
B'=<*fi(**!/,)tt)ti(y'zr)  — cos(zV), 
C  =2  cos  (y  V)  cos  (z'ar')  — cos(jt'y') ; 

fltal  -^s(*y  )M*>s(y  *04-c*s<z  V)*+3co«(*y  )costyY)coB(:  V) ; 

ferner  der  Kfirze  wegen: 

A  ==  cos  (**')»  B  =co8(ary'),  C  =cos(arx'); 
A'  =  cos  (yx') ,  B'  =  cos  (yy ') ,  C  =  cos  (yz') ; 
A* = cos  (zx') ,    B* = cos  (zy') ,    C* = cos  (zz') ; 

ro  hat  man  zwischen  diesen  letzten  neun  Grossen  nach  34)  und 
27)  die  folgenden  zwölf  Gleichungen :  • 

a  A*  +  3A'«  +  <£A"*4-  2CAA'  +  24A' A"  +  2ÄA"A  =  iV, 
ÜB*  +  JBB'*  +  <£B"*  +  2CBB'  +  2^B'B"  +  2#B"B  =  N, 
HC*  +  BC*  +  *  G-*  -f  2CCC  +  2^C'C  +  2BC"C  =  JS ; 

Ä'A*  +  #'B«  +<fC*  +2CAB  +  2^'BC  +  2£'CA  :r=2V, 
it'A'»  +  *'B'*  +  <£'C*  +  2C'A'B'  +2^'B'C  +*B'C'A4  zxzN', 
fl'A"*  +  E'B"*  +  <£  'C*  +  2C'AWB"  +  2^'BVC*  +  2B'C"A"  =  N'; 

ferner: 

tÄA  +  CA*  +  BK")  (ÜB  +  CB'  +  JBB") 
+(CA  +  BA'  +  ^A")  (CB  +  »B'  +  ,4B") 
+(£  A  +  Ah!  -f  <f  A")(ÄB  +  ,4B'  +  B") 

i  (ÄA+CA'+ßA'KCB+BB'+^B")] 
-f  I  i  cosfcry)  \ 

(+(CA+»A'+JA")(ilB+CB/+ÄB^  W*cos(:ry). 


\  (CA+^A'+^KfiB^^B'+äJ*) 
( +  (ß\ -f- A  A  '  +  *  A")  (CB+BB' +^") 


l   (ÄA+^A'ltfA^CHB  +  CB'+ÄB")! 
-f  )  J  cos(z»r) 

>K*A+CA'+BA")(ÄB+iiB'*$Bw)  t 
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* 

(HB  +  CB'  +  £B")<*C  *  C&  +  BV*)  \ 
+(CB  +  »B'  +  ^Bw)(OC+»C  + 
+(£B  +  Ah'  +  <£B")  (£C  +  AC  +W) 

j  (äb+cb'+bb")(.cc+»c'+^c)  I  cm 
+ 1  +(äb+^':kb')>(cc+;»c'.mc'')  i CM(3f,) 

+  1  +#B")(BC+AC'+<£C")  1  €0,(,fl* 

(4C  +  CC'  +  BC)  (üA  +  CA'  +  ÄA") 
+(CC  +  BC'  +  ^CXCA  +  ÄA'  *^tA") 
+(ßC  -f  i4C'  +  <C  C)  (BA  +  vlA'  ^  <S  A") 

+  )  +(O;+W+^C'0(ÄA+CA'+  ÄA")  J  ^^  ^«cosC^O; 

i     (C€+BC'+^C'0(#A  +  JA'  +  tfA')i 
+  |  +(ßC+4CM^C")(CA+SA'  +  ^A")(  C0,'Ö<)| 

» 

.  (&C+4C'+CC")(ilA+6'A'+£A")  j 
+  )  +(ilC+CC'+£C'0(ßA+,4A'+tfA")  » 


(Jl'A  +  C'B  +  ß'C)  (Ü'A'  +  C'B'  +  B'C) 
+(C'A+  B'B  jr  A'C)  (CA'  +  #'B'  +  A'C) 
+  (Ä'A  +  ,4'B  +  tf'C)(£'A'  +  ^'B'  +  <£'C) 

j  (il'A+C'B+Ä'C)(C'A'+»/B'+/l/C')j 
+  J+CC'A+l^B+^'CXil'A'+C'B'+Ä'Col  C°8(*V^  =  A«ciw(^), 

j  (C'A+B'B+^'CX«/A^+^'B'+tf'C'),  . 
+  ^(iyA+^'B+tf'CKC'A'+B'B'+^Coi  C08^V>" 

(fi'A+^B+tf'C)(il'A'+C'B'+i5'C0 
+  l-f(Ä'A+C'B+ß'0)(ß'A'+^B'+tf'Coi  cos(lV), 
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(Ü'A'  +  CB'+  B'V)  (Ä'A*  +  CB"  +  B*C°) 
+ (CA'  +  »'B' + A'V)  (CA" + *'B" + ,4'C") 
+(ß'A'+ ^'B'+ tf'CO  (Ä'A"  +  A'B«  +  tf'C") 


iV*cos(yz)f 


2cos(w). 


i  (Ä/A/+CB/+Ä/C/)(C>A',+»/B,'+il/C'')|        ^  ^ . 
+  j+(CA'+»'B'+^CO(Ü/A,'+CB''+fi'C)f  C08^y^  = 

(CA'+»'B'+4'C)  {B,\tt+AtKn+W)i  . 
+  i+(Ä'A'+^B'+€'CO(CAw+»'B"+^C',)i  cos(yV)' 

j  (Ä'A/+i4/B'+tf'C/)(il/A//+erB/'+i?/C//)j 
+  l+(A'A'+e,B'+Ä/CO(Ä'A'/+il/B"+tf/C'0'  C08(zV). 


(Ü'A"  +  C'B"  +  B'C")  (Ü'A  +;CB  +  B'C)  ^ 
+(CA"  +  *'B"  +  ^'C'O  (CA  +  E'B  +  ^'C) 
+ (B'A"  +  ,4'B"  +  tf'C")  (2FA  +  ^B  +  VC) 

t  (Ü'A"+CBI,+Ä'C)(CA+»'B+^C)» 
+  i+(CA"+»'B"+i4'C'0(il/A+CB+Ä'C)i  C°8(*'3''^_iV, 

,  (CA"f »'B"+^'C")(Ä'A+^'B+tf'C)i 
+  <+(B'A//+^/B"+tf'C//)(CA+»'B+^C){  C0S^V) 

j  (tf'A"^'B''4^'C")(il'A+C'B+£'C)j 
+  U(Ü'A"+CB'/-fÄ'C/0(ß'A+^/B+tf/C)l  cos^x^t 

Wenn  die  beiden  Systeme  rechtwinklig  sind,  so  ist 

cos(*y)=:0,   cos(yz)=0,  cos(xa:)=0; 
cos  (x'y4)  =  0 ,    cos  (y  V)  =  0 ,    cos  {z'x1)  =  0 ; 
ü=l,  »  =      tf=I;  Ä'=l,  »'=1,  <£'=1; 
/f  =0,  B  =  0,   C  =  0;    ^'=0,  Ä'  =  0,  C=0; 

N=l,   /V'  =  l; 

und  die  vorhergehenden  Gleichungen  gehen  also  in  diesem  Falle 
in  die  folgenden  über: 
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A*+A'*+A"*=l, 
B*+B'*+B"*=l, 
C*-f  C/a  +  C"*=l; 

A*  +  B»  +  C»  =1, 
A*+fc"  +  C*  =  I, 
A"a+B"*+C//2=1; 

AB  +  A'B'  +  A"B"  =  0, 
BC+B'C'  +  B"C"=0, 
CA+C'A'+C"A"=0; 

AA'  +  BB'  +  CC  =0, 

A"A+B"B+C"C  =0; 

welche  längst  bekannten  merkwürdigen  und  wichtigen  Gleichun- 
gen also  unter  unseren  obigen  ganz  allgemeinen,  fiir  jedes  belie- 
bige schiefwinklige  Coordinatensystem  geltenden  Gleichungen  als 
ein  besonderer  Fall  enthalten  sind. 


{.  11. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Gleichungen  der  durch  zwei 
gegebene  Punkte  (/o£o^o)  ond  (fi9ini)  gehenden  Geraden  suchen. 

Zu  dem  Ende  sei  (abc)  ein  beliebiger  in  der  gesuchten  Ge- 
raden liegender  Punkt,  und  er,  ß,  y  seien  die  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel,  welche  der  eine  der  beiden  von  dem  Punkte 
(abe)  nach  entgegengesetzten  Richtungen  bin  ausgehenden  Theile 
der  gesuchten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
or,  y,  x  einschliesst.    Setzen  wir  dann  wie  in  21): 

X  =r  4  cos  o + Ccos  ß + Äcos  y , 
Y  —  Ccosa  +  Ecosß-f  A  cosy, 
X  =  ßcoso-f  A cos cosy; 

so  sind  nach  23)  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden: 

a?  —  a     y  —  h     i  —  c . 

und  da  nun  diese  Gerade  durch  die  Punkte  (foff<Ao)  uno*  (/i&Ai) 
gehen  soll,  so  haben  wir  die  beiden  Gleichungen ; 
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- 

aus  denen  sich  durch  Subtraction  die  Gleichungen 

JT    —     Y  Z 

ergeben ,  indem  man  steh  ausserdem  mittelst  des  Obigen  auf  der 
Stelle  überzeugt,  daaa  die  Gleich sn gen  der  gesuchten  Geraden 
auch  entweder  unter  der  Form 


X   —     Y    ~~  Z 


oder  unter  der  Form 

a  -  r  —  z 

dargestellt  werden  können.    Aus  den  Gleichungen 

/o~  A  _ ^o—^i _ ^o  —  *i 

~x~-~y~-~z~ 

ergiebt  sich  über  auf  der  Stolle,  daas,  wenn  G  einen  gewissen 
Factor  bezeichnet,, 

gesetzt  weiden  kann,  so  das«  also  die  Gleichungen  unserer  Gera- 
den «ach  .dem  Obigen  entweder  unter  der  Form 

47)  ^=^Ä-Äo 

Ao— A    0o~0i    *o— Ai 

oder  unter  der  Form 

48)  —  f\  —  _  *~ *t 

/o-:A    ifo— ffi  Äo-Äj 

dargestellt  werden  können,  und  also  hiermit  gefunden  sind. 

Um  nun  aber  auch  den  Factor  G  zu  bestimmen,  bemerken 
wir,  dass  nach  29) 

A'»+F*r|-Z»+2J¥>'cos(^)  +  2rZcos(^)  +  2ZXcos(«:)  =  iV», 
folglich  nach  dem  Obigen: 
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j  (/o^i)H(0^t)H<V^ 

<  +2C^-Ä)t*o-AI)co8(y2H2(A0-AI)(/0-/;)cp8(za:)  * 

und  daher,  weil  nach  18),  wenn  Eon  die  Entfernung  der  beiden 
Punkte  (foffoK)  und  vo*  «inander  bezeichnet: 

49)  ...  £o,la=(^-/i)1+(9o-^7I)4+(Äo-Al),, 

+  2  (/b  -/i)  (tfo        cos       +2($r0—  £i)  fo— A,)  cos  (yx) 

+  2(Äü-ÄI)(/0-A)C08(«) 

ist, 

50)  .   .  .   .   G*E0tl*  =  N*,  also  G=±^- 

gesetzt  werden  kann,  wo  das  Erscheinen  des  doppelten  Zeichens 
gau  in  <ler  Natur  der  Sache  begriisdet  ist,   weil  ja.  die  Winkel 

a,  ß,  y  sowohl  der  einen,  als  auch  der  anderen  Richtung  der  ge- 
suchten Geraden  entsprechen  können,  indem  man  jeder  Geraden 
immer  zwei  von  einem  «beliebigen  Punkte  in  ihr  ausgehende  ent- 
gegengesetzte Richtungen  beizulegen  hat  Für  X,  ¥,  Z  ergeben 
sich  nun  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die  folgenden  Ausdrücke: 

ku    v-.  Wo-A)     Y_  ,  N{gQ-9l)     _  N{ho-kx), 
ß0»i  A»i  Ao»i 

und  hieraus  nach  3*2)  -ferner  -die  folgenden  Formeln: 

^«jt  (f*-f\)+fa-9\)  cobC^+CAo-AQcosC^)  ^ 

52)  \  co8ß=±  (^°~"^  )c08^  +  typ— y i  >  +  ft>— fr >  co«(y*)  f 
rnnu  .._ ,  (/o-/i)c<«(^H0yo-^>^^)-f  (V-M. 

wodurch  jetzt  also  die  gesuchte  Gerade  vollkommen  bestimmt  ist. 


§.  12. 

Wenn  a,  6,  c  und  K,  L,  M  beliebige  constante  Grössen 
«od,  so  wird  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

'  x-a     y—b      2— c 

W)   k  -  ~ir 

jederzeit  eine  durch  den  Punkt  (u6c)  gehende  Gerade  charakterisirt. 
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Man  nehme,  um  dies  zu  beweisen,  in  der  durch  die  Glei- 
chungen 53)  charakterisirteu  Linie  oder  Curve  zwei  beliebige 
Punkte  (/o#<A)  u,,d  (fi9i^i)  an>  una*  ,eSe  durch  dieselben  eine 
Gerade,  deren  Gleichungen  nach  47)  und  48) 

x  —  fo  y— ffo  _  K 
fo—fi     9o—ffi      ^o  —  h 

«der 

z  -fi  __  Sf— 9i  _  S_-Ai 

wind.  Nun  sei  (jrn?)  ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  in  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charakterisirteu  Curve,  so  ist 

T—a  _  n  —  6    ?  — c 
K  1j  M 

Weil  die  Punkte  (/oO<A>)  und  (ftgM  gleichfalls  in  dieser  Curve 
liegen,  so  ist: 


also  durch  Subtraction: 

und  folglich,  wenn  (7  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

K=G(f0-fl),  L=G(g0-gi),  üf=Ü(Ä0-Ä1>; 
also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

fo~f\~  9o—9i  ~  fh— ^ 

und 

/o— /i  ~~  0o~  9\  *o— Äi ' 
/i— q  =  9i—  *>  __  V-c  . 
/o  —  Ä     .'/o-<7i  /'o-Ä,* 

■ 

folglich  durch  Subtraction: 

f—  /o      »  -,?o.  _  ?— A0 
fo—  f\     90—91  Ih-hi* 
t—fi  _  1—9i  _  __  ?— *i_  ; 
fo-fi     9o—9~i  Äo-Ä/ 
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woraus  sieb,  In  Verbindung  mit  dem  Obigen,  ergiebt,  dass  der 
Punkt  (jrn?)  in  der  durch  die  Punkte  (/ajfo^o)  un^  if\9\n\)  Se^e8" 
teo  Geraden  liegt.  Da  nun  (jrn?)  ein  ganz  beliebiger  Punkt  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charakterisirten  Curve  ist,  so  ist  klar, 
dass  jeder  Punkt  dieser  Curve  in  der  in  Rede  stehenden  Gera* 
den  liegt,  dass  also  diese  Curve  gaoz  mit  der  in  Rede  stehenden 
Geraden  zusammenfallt,  und  daher  selbst  eine  Gerade  ist,  wie- 
bewiesen  werden  sollte.  Dass  der  Punkt  (abc)  in  dieser  Gera- 
den liegt,  ist  Tür  sich  klar. 

Bezeichnen  wir  nun  die  von  einer  der  beiden  Richtungen  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charakterisirten  Geraden  mit  den  posi- 
tiven Theilen  der  Axen  der  xt  y,  z  eingeschlossenen,  ISO0  nicht 
ubersteigenden  Winkel  durch  er,  ßt  y,  und  setzen  wie  gewöhnlich 

X=  ücosa  -f  Ccosß  +  Bcosy, 
F=  Ccosa  +  Ecos/J  +  Aco&y, 
Z  =Bcoza+  Acosß  +  $co8y; 


NO 


ind  die  Gleichungen  der  durch  die  Gleichungen  53)  charak- 
terisirten Geraden  nach  23)  auch: 

x — a     y — 6  z  —  c 

und  wenn  also  G*  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  so  ist,  wie 
sich  aus  der  Vergleichung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichun- 
gen 53)  auf  der  Stelle  ergiebt: 

54)   .  .  .    A=G'AT,    T—  G'L,   Z  =  G'M-, 

'S. 

also  nach  29): 

G*  \  Leos  (xy)+2LMcos(yz)+2MKco*  (zx) } = ff* 

folglich : 

55) 


V  Ä»+Z-*+ilf ^JÜTcosijryH  2L4f  cos  (yz)^lMKcös  (zx) 
Ferner  ist  nach  32)  und  54): 

G'  \  K+  Leos  (xy)  +  Mcos  (zx)  j 
cosor  =  — —j^  , 

_  Ä  _  C I  KcoS(xy)  +  L+Mco8(yz)  \ 
cos  p  —  * 

G'  \  ATcos  (zx)  +  L  cos  (yz)  +  M  \ 
cos  y  —  > 
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55): 

56) 

K  -f  Leos  (xy)  -f  Hicos  (zx) 


coso=± 


 Kco8(xy)  +  L  +  M  cos  (y*)_ 

 K  cos  (z.t)  (yz)  4-  itf  

cosy  -  ±  • 


l  13. 

Es  seien  jetzt 


57) 


/  x ~-qg__.v  —  fto    «  — 
1    Ko        £«0        ^f0  ' 

•      »      •      .  \ 

r  ^— ai_ .y— ci 

v         —  Lt   —  Mx 


die  Gleichungen  zweier  Geraden. 

Um  die  Bedingungen  der  Parallelität  dieser  beiden  Geraden 
su  ßnden,  bezeichne  man  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel» 
welche  zwei  gleichstimmige  Richtungen  derselben  mit  den  posi- 
tiven Theilcn  der  Axen  der  x,  y,  x  einschliessen ,  durch  e^,  ß0l  y0 
und  at,  ßlt  fi;  und  setze : 

X0  ==  ü  cos  or0  +  Ccos  ß0  +  Z?cos  y0 » 
V0  =  Ccos  oq  +  38  cos  ß0  +  i4  cos  y0, 
Z0  =2Jcosao-|-;4cos0o+ <£cosyu 

und 

Aj  =  Ü  cos  +  Ccos  ßi  +  B  cos  y, , 
l\  =  Ccos  +  B  cos  ßt  +  A  cos  y, , 
Zj  =  2?cos    +  A  cos  /?t  +     cos  y4. 

Dann  sind  nach  23)  die  Gleichungen  der  beiden  durch  die  Glei- 
chungen 57)  charakterisirten  Geraden  auch : 

-  r,  ~  zt  * 
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und  es  ist  als*,  wenn  «od  Gt  zwei  gewisse  Factoreo  bezeich- 
nen, offenbar: 

XQ-=  G0K0,    Fq=  OqIjq  f    Z0~  GqMq  ; 
Xt  =  GlKl,    Y1  =  GxLi,    Zj  =  GiMt. 
Die  Bedingungen  der  Parallelität  der  beiden  Geraden  sind  offenbar  i 

«o=ci»  ßo=ßi*  y©=ri; 

also  nach  dem  Vorhergeheoden: 

Aq  =  JTf »    Jo  =  m  »       ~~  Zi 

G0K0     Gi  Kt,   G0L0  s=  (7j  £, ,   G0  jl/0  =  ^  Ali ; 

woraus 

folgt.  Dass  hierin  drei  Gleichungen,  aber  nur  zwei  von  einander 
unabhängige,  da  offenbar  eine  jede  aus  den  beiden  anderen  folgt, 
enthalten  sind,  braucht  kaum  noch  besonders  erinnert  zu  werden. 
Uebrigens  kann  man  die  drei  in  Rede  stehenden  Gleichungen  auch 
auf  folgende  Art  ausdrücken: 

59;  J  XoiVi  —  A^sO, 

\  MqKi  —  KoMi  =  0. 

Die  Bedingungsgleichung,  dass  die  beiden  durch  die  Glei- 
chungen 57)  charakterisirten  Geraden  aufeinander  senkrecht  stehen, 
ist  nach  46): 

XoXt  +  F0  Fi  +  Z0Zi  +  ( X0 1\  +  Y0Xi)  cos  {xy) 

+ (  Jo^i  +  Z0  Y%)  cos  (tfx)  -f  (Z0Xi  +  X0Zt)  cos(xjr) 

also,  wenn  man  filr  Aq,  F0,  Z0  und  A,,  Yt,  Zt  ihre  obigen 
Ausdrücke  einfahrt,  und  die  Gleichung  dann  durch  G0GX  dividirt : 

60) 

K0Kt  +  LqLi  +  M0ldv-{-  (KqLi  -f  JLqATj)  cos  (xy) 

-f  (LoMi  +  M0Li)cos  (yz)  +  (^AT,  +  K0Mt)  cos  (zx) 

Nach  27)  und  dem  Obigen  ist,  wenn  W0,i  die  von  den  durch 
die  Gleichungen  57)  charakterisirten  Geraden  eingeschlossenen 
Winkel  bezeichnet,  allgemein: 
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+  2  (M0KX  +  if0^f4)  cos  (*r) 

und  nach  .29)  und  dem  Obigen  ist  offenbar  ohne  Beziehung  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

G0  = 

  N  

Gi  = 

 N  . 

±  VXHl^H  2%  Lx  COS  /ü,  C08(yi)+2  Jl^  üft  cos(») ' 

also  ist: 

60*)  cos  Wotl 

KQKX  +  LoL.  +  M0MX  +2(tf0Z1  4  L.Kjcosixy) 
*       +  2 (L„ +  M  „Z,, )  cos  (yz)  -f  2 ( o ^  -f  gpiH )  cos  (ar)  « 

=+ 


*  X|JT1HX1*+i'i2+2ArlI1 008(^+2^^  costyiH  2*,  Äi  cos(zx)l 

Wir  wollen  nun  auch  noch  die  Bedingungsgleichung  des  Schnei- 
dens der  beiden  durch  die  Gleichungen  57)  charakterisirten  Gera- 
den suchen. 

Die  Gleichungen  unserer  beiden  Geraden  sind  nach  dem  Obi- 
gen auch:  M 

x  -  g0  _  y  —  6n     2  — c0 

* 

x — g|    _  y — b,      x  —  c, 

TT-  r,  _~zT' 

• 

Sollen  nun  die  beiden  Geraden  sich  schneiden,  so  rofissen  diese 
Gleichungen  durch  dieselben  Werthe  von  x,  y,  z  erfüllt  werden 
können,  und  die  Werthe  von  x$  yf  z,  welche  dieser  Bedingung 
genügen,  bestimmen  dann  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
punkts  der  beiden  Geraden.   Setzen  wir,  dies  vorausgesetzt, 
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» 

x~aQ  _  y  —  bo  _  *  —  Cp  t 

x0  z0  -Gü' 


so  ist: 


a0=G0'X0,  x—al  =  Gx'Xl, 

y-b0=G0'Y0,  =GliF1, 

z  —  c0  =  Cq'Zo  ;  —  ci  =  Gi% ; 

also  durch  Subtraction : 

ao — ai =  ^i  'Xx  ~  G0'X0  y 
b0-bx  =  Gx'Y\-G0'rot 
c0  —  C|  =  Gi  'Zx  —  Gq'Zq. 

Maitiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

F0Z1  —  Z0  Yx  ,   ZqXx  —  X0ZX ,   X0  ?j  —  Fo^ 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhfilt  man  als  Hedingungs- 
gleichung,  dass  die  drei  vorstehenden  Gleichungen  durch  diesel- 
ben Werthe  von  Gü4  und  Gx4  erfüllt  werden  können,  die  Gleichung: 

J 

61) 

K- ay) ( F0Z,  -Z0  Fx)  +  (60-M  (Z0 Xi  - ^oZJ 

+  (cü-cl)(jroF1-FoJ¥l)  =  0, 

welches  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  des  Schneidens  ist. 

Führt  man  für  X0,  F0,  Z0  und  XXi  Yx,  Zx  ihre  obigen  Aus» 
drücke  ein  und  dividirt  die  Gleichung  dann  durch  G0GX,  so  er- 
hält man  die  folgende  Bedingungsgleichung: 

62) 

(«0  -  ax)  {L0MX  -  MM  +  (b0  -  bk)  {M*Kt  -  Ayif.) 

+  (co-c1)(tf0L1-A)*1)  =  0. 

Nach  42)  kann  man  die  Gleichung  61)  auch  auf  folgende  Art 
drucken : 

63)       (a0  —  aj)  ( A0„  +  B0)1  cos  (xy)  -f  C0,i  cos  (zx)  \  \ 

+  (60-*i)iA0,1cos(a?y)  +  B0,1  +  Con  cos  (yx) }  |  =0. 

+  (c0  —  C!){A0,i  cos(zx)  +  B0„  cos(y2)-fC0,j  \  i 
Theil  XXXIV.  11 
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Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen 

oo  —  «i  =  GX*XX  —  Go'Xo, 
60-6,  =  G,'Fi  — G0'F0, 
co-clz=Gl'Zl  -Go'Zo 
zuerst  nach  der  Reihe  mit 

Fi  —  Zi ,   Z|  —  A, ,   AT,  —  F4 ; 
dann  nach  der  Reibe  mit 

Fo  —  Zo,    Zo — Ab,   Xo—  Fo; 
and  nddirt  sie  in  beiden  Fällen  zn  einander,  so  erhält  man: 

(a0-0|)(Fl-Z1)  +  (Ao-61)(Zl--jri)->-(c0-cl)(^l-.F1) 
00  (Xo  l\  -  F«*,)  -f  ( F0Z,  -  Zo  F,)  +  (ZoA,  -  Ao^)  ' 

r  ,  (flo  — *,)(Fo- Zo) -t- (60 — bi ) ( Zp  —  *o)  +  (cp - c, ) (  Ap- F0) 
G|  -         ( Ao  F,  —  FS" Ai j  +  (FoÄ,-Zbr,)  +  (ZoAi  -  A0Z, )  ' 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

f>4) 

(«o  -  a, )( Ft  -  Z, )  +  (fr-  6»  )(Z,  -  *i )  4  (Ctt-r,  )( A,  -  Ft) 
•T~°(,=~    (AoF.-Io'A.)  -f  (Fo^-ZoF,)  -MZb*,  - Ä^T** 

.        (flo-n,  )(F,— Z,)-f(6o-  0,  )(Z,  — A, ) +  (co— c,  )( Ai— Yl ) 
y-fto_-    ( ^  _  i-^j-KFoZ,  — ZoFi)  +  (2SJf,  -  AoZ,)  r°* 

(flo-n,)(  F.-ZQ-fCfr-^KZ.-^O-t-Cco-cQCJr.-F,) 
(A-oFi-_  ro*l)  +  (l^Z1~Z(1F1)-r(Zo*1  -AoZ,) 

und 


Zo 


65) 

(ryo-<i1)(Fo>-Z0)+(6o~61)(Zo~Ab)4(co—  c^Xq-Tq) 
x~ai-      (Ab Ft  -  FoÄ,)  +  (F0Z,  -  ZbF,)  +  (ÄJr,  -AToZ,) 

(ffo-o.) ( F0-Zo)  4 (fr-fel)(Za-Ao)+(co~cl)(A0 -  Fo) 
 (Äo  Fi  -  Fo Ai)  +  ( F0Z1  -  Zo  Yx)  +  (Z0 Xx  -  A^  " 

("0-«i )( Fo-Zo)  +(6o-6,  )(Zo-Ao)-f  (cp-C!  )(A0— Zn) 
z~c'  ~      (A0  Fi  -  F0  A»)  +  (F0Z,  -  ZoFO+CZoAi-AToZ!)^* 

Fahrt  man  für  X0 ,  F0 ,  Z0  und  ,  F, ,  •  Z,  ihre  obigen 
Wertbe  ein,  so  erbfilt  man  leicht: 
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66) 

(ao-nl)(I1~^fl)-f(6„~6i)(Af1~Ari)-Kco-c1)(Arl-Xl) 


a  _  («■>-«i)(^i--^i)->-(6o^t)(^i-'^i)-t-(c»"ei)(^i"^i)r 
y-60—  {K»Lx-LoKx)  +  (L0Nx-JUtiLx)  +  (AhKx-K0Mx)  * 

(a„-«l)fLl-Jf1)+(6o-61)(il#I-#fl)+(c..-c1)(Ar1-L1) 


(tf  „I*  -  L0KX)  \  {UMX  -  M0LX)  +  {MUKX  -  tf,,^)  * 
und 

67) 

(o„--ff1)(I,o~i!f„)-K6o-6l)(;Tyo-/ro)-f(co-c1)(A:o-I,„) 
_    (a,-al)(Lo~^fo)^(6.,~ftlK^.--^.)-^(c.~C|)(^o-^o)  ^ 

S~C|~    (jr.A-Lvri)  +  (£;*,— **• 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

68) 

C70  =(„„  -  öl)  ( Fo  -  Z„)  +  (60  -  6J  (Z0  -  X)  +  (c,  -  *i)  (*o  -  F0), 
üx  =  («•  -  a, )  ( Yx  -  Z, )  +  (60  -  bx )  ( Zx  -  X, )  -f  (Co  -  cx )  ( Xx  -  Fl ) ; 
so  ist  nach  64)  und  65): 

x—a«  _        X0     y-6„  _  17,   F0     *— c„      t/,  Z0. 

also : 

_««  U0Xl—atUxX0 
x-    UVXX-VXX0  ' 

y=    V0YX^UXYQ  ' 

2-  U0ZX-UXZ0 
Auf  ähnliche  Art  ist,  wenn  wir 

■ 

70) 

F0  =  (a0  -  fll )  (L6  -  M0)  +  (60  -  bx )  (M0  -  JTJ  +  (c.  -  cx)  (*0-L0), 

Vx  =  (a„ - fll)  (L,  -  ilft)  +  (60  - 6,)  ( JT,  -  JTk)  +  (c0- c.) (J^-Ir,) 

II* 
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setzen,  nach  66)  und  67): 

•t-«o  _  Vx  K0     y  —  bn  _  f\  L0      z  —  cft       F,  M*. 

*-fll-*W    y-^-Vo'L^    z-c.-^M//  . 

also: 
« 

*-     FX-  F iAT0  ' 

_  bnVJ;x-bxVxL0 
fJ-     V(Lx-VxLn  ' 

_cnVnMx-cxVlMu 
2-     V0MX  —  V i  Af  „ 

$.  14. 

Wir  wollen  jetzt  die  Gleichoogen  der  Geraden  suchen,  welche 
durch  den  gegebenen  Punkt  (axbxcx)  geht,  und  auf  der  durch  die 
Gleichungen 

charakterisirten  Geraden  senkrecht  steht;  zugleich  sollen  die  Coor- 
dinaten  des  Durchschnittspunkts  des  Perpendikels  mit  der  gege- 
benen Geraden,  und  die  Entfernung  des  Punktes  (axbxcx)  von 
derselben  bestimmt  werden. 

Bezeichnen  wir  wieder  durch  «„,  ß„ ,  y0  die  180°  nicht  uber- 
steigenden Winkel,  welche  die  eine  der  beiden  Richtungen  der 
gegebenen  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
x,  y,  r  cinschlicsst,  und  setzen: 

X«  =  ü  cos  «„  -f  C  cos  ß0  +  B  cos  y0 , 

)'„  =  C  cos  a0  +  25  cos  /50  +  J  cos  y„ , 

Z0  =Äcosc0  -\-  Acoaßo  -f  <£cosyu; 

so  ist  wie  früher: 

Xo  =  (moK0»    Y0  =  G0l'o>  Z„~GqM0; 

und  die  Gleichungen  der  durch  die  Gleichungen  72)  charakteri- 
sirten  Geraden  sind  also  auch : 

x  —  Qq     y  —  b0  t  —  Cq 
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Bezeichnen  ferner  ßx,  yx  die  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel,  welche  die  eine  der  beiden  Kichtungen  des  gesuchten 
Perpendikels  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z 
eioschliesst,  und  wird 

Ai  =  ücosaj  +  Ccoaßx  -J-  B cosy, , 

Yx  =r  Ccosa,  -f  B cos/3,  +  Jcosy, , 

Zx  =    cosa,  -f  A cos ßx  +  (£  cos  y, 

gesetzt;  so  sind  bekanntlich  im  Allgemeinen 

x—ay  _  y—bx  _  zj-j*, 
A,    -        ~  Zx 

die  Gleichungen  des  gesuchten  Perpendikels. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchscbnittspunkts  der 
beiden  Geraden  durch  u,  c,  tc,  so  ist: 

u—  rt„  p  — 6»     w  —  Co 

£o  Z„ 

u — «,      r  — 6,     tc  —  c,  . 

Tr=-jr=-zr  • 

und  die  Bedingung  der  Perpendicularitat  ist  bekanntlich: 

A„  A,  +  F. Ft  +  Z0Z,  +  (A. F,  +  Y*Xx)co*{x9)  \ 

+  (  F0Z,  +  Z0  F, )  cos  (yz)  J  =  0. 
+  (Z«Ai +A0Zi)cos(Mr)  ) 

Setzen  wir  nun 

i 

u — q,  _  v  —  6,  to  —  c,  J_ 

A,         F,  ~~   Zj    ~"  Gx  9 

so  ist: 

A^G^a-a,),    Yxz=:Gx(v-bx),    Zx  =  Gx(w-cx); 

also  wegen  der  vorstehenden  Bedingungsgleichung  der  Perpen- 
picularität : 


(u-ax)X0  +  (v-bx)  F0  +  (u>-cx)Z0 
+  { (» — bx)  A0  -f-  (k  —  o, )  F„  I  cos  (xg) 
+  {  (id-c)  F0  -f  (0  -  6,)  Z„ }  cos (51) 
+  |(u—  fl,)Zo  +  (w— c,)A0j  cos(ior) 


=  0 


oder 
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\  XQ+  F0cos(ary)-f  Z0cos(za?)}(*— «i) 
-f  { A0  cos  (ary)  +  F0  +  Z0  cos  (yz) }  (»— [  Qf 
+  (A0cos(za:)  +  F0cos(yz)  +  Z0|(w— ck) 

also : 

{ A„  -f  F#  cos  (ary)  -f  Z„  cos  (za:)  j  (m  —  a„) 
+ !  A0  cos  (ary)  +  F0  +  Z0  cos  (yz) )  (p  -  60 ) 
+  |  A0  cos  (zar)  +  F0  cos  (yz)  +  ZM  |  (tc  —  c„) 
=  { X0  +  F0  cos  (ary)  +  Z0  cos  (za:)  I  (a ,  —  a0) 
+  {AoCos(ary)  +  F0  +Z0cos(yz)}(Al— 60) 
+  {  Xq  cos  (zar)  I-  F0  cos  (yz)  +  Z0 1  (Cj — c0). 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung  die  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Gleichungen: 

u — o0     o — 60     to —  c0 

Ao  -"ZT1 

und  fiberlegt,  dass 

( X0  -f  F0  cos  (ary)  +  Z0  cos  (zar) )  X0 
+ 1 A0  cos  (xy)  +  F0  +  Zöcos  (yz)  |  F0 
+  1  A0cos(zar)  +  F0cos(yz)  +  Z0}  Z0 
= Ao*+  F0H  V+2  A0  F0cos(ary)+2  F0Z0cos(yz)+2Z0A0cos(za:)=:iV* 

ist;  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  u,  ©,  tc  die  folgenden 
Formeln : 

73) 

■ 

■     [X0  -f  F0  cos  (xy)  +  Z0  cos  (zar)]  (oj  —  o0) 
«u)  =  I  +  [A0cos(ary)  -f  F0  +  Z0cos(yz)]  (6,  -60)  A0, 
(  +  [A0cos(zar)  -f  F0  cos  (yz)  -f  Z0]  (c,  — c0) 

t^o  +  Vo  co«  (.ry)  +  F0  cos  (zar)]  (a,  -  a*) 
N*.(v-b0)  =  \  +  f  A0  cos  (ary) +F0+Z0  cos  (yz)]  (6,—  b0)  J  F0. 

+  [A0cos(zar)  -f  F0'cos(y:)  +  Z0](ct  -c0) 

[Ao  +  F0  cos  (ary)  +  Z0  cos  (xx)]  (at  —  Oo) 
lf*.(w-c0)=:{  +[A0cos(a:y)+F0+Z0cos(yz)](61-6o)  J  Z*. 

+  lAoCos(zar)+  F0cos(yz)  -f  Z0](Cl-cJ 
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Setzen  wir  der  Kürze  wegen; 

74)  ...  11=   |Ao+  FoCos^  +  ZoCosC^Kai-ao) 

+  { Jocosfcrj)  +  F0  +  Z0  cos  tyx) }  -  60) 
+ 1  2Lq  coe  (xa:)  +  F0cos  (t/z)  -f-  Z0 1  (cj  —  c0) , 

eo  ist  auch: 

i  iV».  (aj  —  ti)  =  N*.  (a,  —  o0)  -  tXX0> 

75)  ]  ^.(6l-e)=/V».(61-ft0)-MJ,o. 

(  iV*.(c1-«?)  =  ^a.(c1-c0)-ltZ0. 

Bezeichnet  nun  P  die  Länge  des  von  dem  Punkte  fab^)  auf 
die  gegebene  Gerade  gefeilten  Perpendikels,  so  ist  nach  18)  be- 
kanntlich : 

P«  =  (öl — «)*  +  (6,  - 1>)*  +  (c»  -  «)*  +  2(fl!  -«)  (bi  -  e)  cos  (xjr) 

+  2  (6,  —  r)  (ct  —  w)  cos  (yi) 
-f  2(c,  —«>)(«,  — t*)cos(zar), 

und  folglich,  weil  nach  75) 

i  ■ 

11 

—  «  =  Ui  — ao — ]yä  *o » 
6j  —  t>  =  6j  —  G0 — yy«  ^0» 


Cj  — 10  =  ct  —  c0  — 


ist : 


P»=  (n,  -oo  -      *„)»  +  (6,  -  60  -  ^  F0)*  +  (c,  -  Co  -  Z0)* 

r 

11  11 
+  2(at— Oo—  2^*0X6,-00  —  F0)cos(jry) 

-1-2(6!  — 60  — 2p  ro)(ci  — co- ]^^o)  cos(yz) 

11  11 

+  2 (Cl  —  c0  -      Z0)  (o,  -  o0  -      *o)  cos  (*r). 

Ueberlegt  man,  dass,  wenn  £0u  die  Entfernung  der  beiden 
Punkte  (a060c0)  und  (a16,c))  von  einander  bezeichnet,  nach  18) 
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^o.ia  =  («i-*o)*  +  (*i  -60)*  +  (c,-c0)*  +  2(a,  -a0)  cos  (sy) 

+  2(6E  — o0)  (Ci  —Co)  cos  (yO 
+  2(Ci —c0)  (c,  —  a0)  cos  (w), 

dass  ferner  offenbar 

II  =    (<*!  —  cr0)  Jf0  +  (6,  —  60)  1 0  +  (cj  —  c0)  Z0 
+  K«i-«o)  fo  +  C^-W^olco.Cay) 
+  {(61— 60)Z0  +  (c,  —  c0)  ro}cos(y2) 
+  { -  c0)  *0  +  (ai  —  <h)  Z0  I  cos  (*r) , 

und  endlich,  dass 

N*=Xo*+  F0HV+2^o  F0cos(xy)+2  F0Z0cos(yi)+2Zo^oCos(zj:) 

ist;  so  erhält  man  durch  leichte  Entwickelung  des  obigen  Aus- 
drucks von  P*  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 

also : 

^)  p=^£0,,»-gy. 

Nun  ist  aber  bekanntlich  auch 
V+Z^+2*!  r1cos(a?y)+2rI Z^ostys^Z, ^cos(w)=iV* 
also  nach  dem  Obigen: 

/  («-o1)H(r~^)H(tc-c1)a  +  2(M-fll)(ü-6l)coS(j:y)  \ 
Gi*  l  +2(p-6,)  (w— c,)cos(ys)  >  =:N*, 

'  +2(a)— Ci)(m— a1)cos(wr)  / 

folglich  offenbar 

77)    .   .    .     Gt*P*  =  N*,  also  G',=±£; 
und  daher: 

1 

78)    JCi  =  ±  p  =  +  p  ,    Zl=±  p— 

also  weit  nach  75): 
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U  —  Oy  =  Oq  —  fl,  +  XQ  f 

v  —  bi  =60  —  6l  +  jy*  *o» 
»— ct  — c0 — Ci  +  ]yä  A> 


79)   .   .   .     {^  =  ±^(60-61+^2^0)^ 

- 

Zt  =  ±  ^  (C0  — Cj  +  Z0). 

Endlich  ist  nach  32): 


JTt  +  Fj  eon(aey)  +  Zg  cos(ra:) 
cos  at  =  » 

_X'lcoa(ay)  +  F,  -f  Zt  cos(yz) 

C08  Pi  =   Jy  » 

  _  *i  co8(zj)  -f     cos(yz)  +  Z, . 

C08n  =  ]y  ' 

und  man  erhält  daher  mittelst  der  Formeln  79)  leicht  die  folgen- 
den Ausdrucke: 

80) 

1     (oö— fli)  +  (60  —  6,)  cos(*y)  +  (c0— c0  cos  (zx) 
/>cos  <*!=:£<  j| 

f  («o— cos  (XV)  +  (6o—*i)  +  (c0— Ci)  cos  (#2)  J 
(  +  jv*  [^0  c°®  (*#)  +  *o  +  ^0  cos  (yz)]  ) 


(a0  —  ajcosfz*)  +  (öo-0,)cos(yz)  +  (c0-c,) 
+  ]V«[^oCOs(zj:)+  F0cos(yz)  +  Z0] 

oder  auch,  weil 
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Xq  +  Kocog  jxy)  +  Z0cob(zx) 
«o —  ]y  * 

/i  *oCos(:ry)+ro+Z0co8(yz) 

i/30  =  * — 2v  • 


cos* 


C06| 

*0  cos  (ix)  -f  K0  cos  (yz)  +  Z0 

C08/0=  ]V  

ist: 

81) 

n 

(<*o— «i)  +  (^>— Ä,)co«(jry)  +  (c0— c,)cos(*r)  +  ^coso^ 

C08C|=±  p  ' 

11 

("o— fli)cog(ary)  +  (60 — 6^  +  (c0— c,)cos(y»)  +  ^cosß0 

C08ft=±  p  ~~"  » 

11 

cosyj  =±  p  — 

In  alle  diesen  Formeln  konnte  man  nun  statt  Xq,  Y09  Zo 
auch  leicht  JT0,  A>,  #o  einführen,  denn  weil 

A0»+F0»+Z0H2^ül'oC08(^)+2r0Züco8(^)+2Z0^0co8(i*)=iV« 
ist ,  so  ist  nach  dem  Obigen : 

G0*|  K0*  +  La*  +  M*  +  2JT0L0  coh(^)  +  2L0M6  cos(yz) 

+  2^0JTft  cos  (**)}  =  AT* 

also : 

82)  G0  = 


und  folglich: 
83)  X0  = 

+ 


V1ÖM:2^«+ JlfoH2AroLoC08(a:iy)+2L,,^l0cos(yz)+2i!roÄroCos(zar) 

 NL0      f 

*  VE,  «+X7+^,1H2AT,Lücos(^)+2Lr^ 

Z0  = 

 _ggo_ 

Vr^HLi,H^üt+2JroLoco8(^)+2LoÄoCo«(y0^^^ 
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Offenbar  ist  nach  dem  Vorhergehenden  auch: 

84) 

r 

tt  =  N  { K  —  «0)cos cö  +  {jb\  —  b0)  cos  ßo  -f  (ci  -  cö) cos  y0 } , 

l 

(olglich  nach  76): 

85) 

P=  V  E0,x*  —  ( (a0  —  at)  cos  <*0  +  (6„ — 6j )  cos  0O  +  (c„— Ci )  cos  y0 11» 

welcher  Ausdruck  also  fflr  jedes  ganz  beliebige  Coordin&ten- 
system  gilt.   Den  aus  84)  folgenden  Ausdruck: 

86) 

^  =  (U!  —  o0)  cos  a0  +  (6,  —  60) cos  (S0  +  (c,  -  c0) cos  y0 

kann  man  leicht  in  die  Formeln  81)  und  auch  in  die  unmittelbar 
aus  79)  sich  ergebenden  Formeln: 

v  Zl=±p\(c0~cl)N  +  ffZ0i 

einfuhren. 

Die  Gleichungen  des  von  dem  Punkte  (fliOjCi)  auf  die  gege- 
bene Gerade  gelallten  Perpendikels  sind: 

88)    ...   .       ^    _    j,    -    Zj  , 
also  nach  87): 

89) 

g— Qi  y— 6»    *— ct 

H      —  tt      —  ~  «  » 

(a0  -  «,) iV+  ^  JT0      (60 -*i) ^ 4 ^  F0     (c0 -c,)2V+  ^ Z0 

die  man  leicht  noch  auf  verschiedene  Arten  schreiben  konnte. 

§.  15. 

Wir  wollen  nun  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  durch 
die  Gleichungen 
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90) 


Kq  Lq  Mq  * 


charakterisirten  Geraden  von  einander,  welche  bekanntlich  die 
auf  diesen  beiden  Geraden  zugleich  senkrecht  stehende  Gerade 
ist,  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  die  1800  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
eine  der  beiden  Richtungen  der  ersten  und  der  zweiten  Geraden 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  einschliesst, 
respective  durch  a0,  ß0>  y0  und  alf  ßlt  y, ;  und  setzen 

IX0  =  Ücosa0  +  Ccoaß0  +  /?cosy0, 
YQ  =  Ccos  «o  +  Ecos  ßQ  +  A  cos  y0  , 
Z0  =Z?cosa0-Mcos|30  +tfcosy0 

und 

•  A:,  z=ücosai  -f  Ccos/?!  +  ßconylf 

92)  .  .  .  j  Fi  izrCcosc^  +  »cos/S,  +  ilcosy, , 

(  Zt  =  Z?cosa,  +  vlcos/3,  +  <£ cosy, ; 

so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden  bekannt- 
lich auch: 

x—a0     y  —  ö0_z  —  c0 
Xq    ~~    Yn  ~~  %o 


<>3) 


A,    ~    F,   -  Zx  9 


und  wenn  wir  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander: 


+ 


94)  C0  = 

2V 


V K0H  A)H^oa+2^o^oco8(jry)+2X0iro  costyz)+21foJroC08(zj:)' 

2V 


£  -    

JVi9+2* i4  cos(xy)+2XlJfI  cos(yx)  +  2if.iT,  cos  fer) 

setzen;  so  ist: 
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X0~G0K0>    V0=G0Lof   Zq  —  G0Mq\ 
Xx  =  GlKl,    l\  z=GtLlt   Zx  =  Gx  Mx. 
Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der 


95) .  .  . 


kürzesten  Entfernung  mit  den  beiden  gegebenen  Geraden  durch 

*o>  Vo*  *o  und  Vi*  :i>  80  *ind  nach  47)  oder  ^  die  tilei* 
chungen  der  kürzesten  Entfernung: 

*o  __  V  ~  .Vo  _  ^— 2o 

*  * 

oder 

f7JrX=ÖL-l"^L5 
^o—^i     yo  —  yi     -o—h ' 

auch  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen: 

-^0  *0  ^0 

Weil  die  kürzeste  Entfernung  auf  den  beiden  gegebenen  Ge- 
raden senkrecht  steht,  so  haben  wir  wegen  ihrer  obigen  Glei- 
chungen und  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  46)  offen« 
bar  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

(:r0— xx )  cos  a0  +  (y0 — yx)  cos  ß0  +  (i0  —  zx)  cos  y0  =  0, 

Or0— tfOcosefi  -f  (y0  — .y^cos/Si  +  fco  — *i)cosyi  =0; 

also,  weil  nach  dem  Vorhergehenden: 

■2*o  — ,fto  —  Gq'Xq y   y0 — b0=  Gq  V0 ,   2q — c0  =  Gq'Zq  ; 

^-^sg,'*,,   yi-h^Gt'Y^  tx-Cx=zGx'Zx 

und  folglich 

J*0  ^1  — °0  °1  +  Gq'Xq  —  GXXX , 

.Vo  -  y  i  =  *o  -  *i  +  Go '  r0  -  Gt '  F, , 

» 

ist : 

(</„  —  ei, )  cos  c0  +  (60  —  bx)  cos  0O  -f  (c0  —  c, )  cos  y0 

+  (JT0cos«o+  K0cos/J0  +  Z0cosy0)G0'  }=0, 
— cos  «o  -f  Yx  cos /J0  -f  Zg  cos  y0)  C?i' 
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(cr0— aOcoe^+fo-Mcos/Jj+teo-- Ci)cosft  \ 

+  (AoCMOk  +  T0CO9ßl  +  Z0COSy1)G0'  >=Q. 

-  (JT,  cosa,  +  Yx  cosft  +  Zx  cosn)  (?,'  ) 

Nach  35)  Ist: 

X0  cos  «o  +  F0  cos  ß0  +  Z0  cos  )0  =  2V, 
A,  cos«,  +  Yx  cosßi  -f  Z!  cos/!  =  N; 

und  wenn  wir  den  von  den  beiden  gegebenen  Geraden  einge- 
schlossenen Winkel,  welcher  den  beiden  durch  die  Winkel  o^,  ß>,  y0 
und  o, ,  jjt ,  y,  bestimmten  Richtungen  derselben  entspricht,  durch 
Wo»i  bezeichnen,  so  ist  nach  36): 

Ä0cosat  -f  F0cos^|  +  Z0co8/t  =  NcosW0tX, 
Xx cos Oq  +  Fi  cos fl0 -f  Zj cos y0 = N cos  Hq.i • 
Also  ist  nach  dem  Obigen: 

(a,  —  a0)  cos  «o  +  (6! — 60)  cos  ß0  +  (c,  —  c0)  cos  y0 

«2V0O'— cos|F0,|.2Ve1', 
(aj— a0)cos«,  +  (6,— 60)cos|Jl  -r-Cq— c0)cosy, 
=  cos  rV0„ .  iVrV  —       ' ; 

mittelst  welcher  beiden  Gleichungen  NG0*  und  iVGj',  also  auch 
C?0'  und  (»1'  bestimmt  werden  können. 

Nach  leichter  Rechnung  erhält  man  auf  diese  Weise : 

96) 

l      (ax  —  a0)  (cos  oo — cos  ax  cos  W^x ) 
BmW&f.NGo1  =  j  60)  (cos  fr,  — cosft  coslfo,,) 

'  <*)(cosy0— cos^cosTTo*), 

[     (o,  —  <r0)  (cos  <*|  —  cos  Oq  cos  JFo,| ) 
sin  fF0,if. M?t'=  -  j  +  (01  - 60)  (cos  ßx  —  cos  ft> cos  W0fl) 

+  (ci — <o)  (cos  yi  —  cos  yo  c°*  fo»i  )• 

Hat  man  auf  diese  Art  G0*  und  Gx*  bestimmt,  so  ist  nach 
dem  Obigen: 

( x0=a0+G0'X0,  yo=0o+Go'Jo»  «o  =  c0+Cr0/Z0; 
97)  J 

(x^fl.+G^,,  yx=bx+Gx'YXi  zx=cx+G%'Z%; 

wo  man  für  X0,  F0,  Z0  und  Aj,  F,,  Zt  auch  ihre  Werth« 
ans  91)  und  92)  oder  aus  95)  einführen  kann. 
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- 

Will  man  die  Winkel  Oo,  Ä>,  Yo  und  «1»  ßi»  Yi  S***  eümini- 
ren,  so  hat  man  nach  32)  die  folgenden  Formeln: 

98) 

+  *"o       (xy)  +  Z0C08(zx) 

~  79  ' 


a  _  *o  cos  (xy)  4-  >  o  -I-  %o  cos  (yz) 
CO«Po  =  ]yr  —  » 

«o«  (:*)  -f  F0  co»  (yi)  +  Z0  # 
cos/0  =  ß  — . 

■ 

  X\  +  Vi  cosfrry)  +  1\  C0S(X3T) 

coso,  =  ' 

__  JT,  cos  (a-y)  +YX\ZX  cos  (jyi) 
cosp,  =  , 

Mmml  _  A',  cos  (ix)  +  Ft  costyz)  +  Zt 

COS  y,  —  jy 

oder,  wo  keine  Beziehung  der  Zeichen  auf  einander  in  den  bei- 
den folgenden  Systemen  Statt  findet: 

99)  cos  ctg 

  K0  -f  L0  cos  (xy)  +  M0  cos  (zx)  

cosft, 

  #foco*(:ry)  +  Lö  +  fl/0cos(yi)  

V  tf0H  V+^o*+2  K0L0cos(xg)  iiQ^*(^H2M0K^w(tst) 


=±77=T. 


cosy0 

lf0  cos  (z.r)  -I-  JL^  cos  (yz)  -f  3f„ 


S/lToH  Lfi  ÄoÄ+2  ÄoVos(xy)  +2LüJf0co8(yx)+2if0  tf0cos(z*) ' 


ATt  4-  Li  cos  (xy)  -f-  ^/i  cob  (tx) 


V^1hl1h^,H2/ciJli  co«(«y)-f  2£|ir,  coa^+air,  Ar,  cos(xx)' 

cosft 

 flftcos(xy)  +  L,  -f-  fl^  cos  (y:)  

V  #riHAH^H2/riLJco8(.ry)+2t1if1co8Cyz)+2if1  Ktcos(tx) 

cos  y, 

AT |  cos  (: x)  -f  Li  co«  ( y  j)  -f  flf,  


Vä^HL,  H  Af,*+2*i  I1cos(xy)+2L1iH1cos(yj)+2i/1  AT,  cos(tx) 
in  Anwendung  zu  bringen. 


- 
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Aus  den  beiden  Gleichungen 

(xQ-  *i)  cos«0  +  (jfo  -yi)cos/?0  +  (zo— *i)  co«y0  =0, 
(x0  —  xl)cosa1i-(y0—yl)cosßl+(x0—zl)eoBYl  =0 
folgt,  wenn  C?0,i  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 
*o— *i  =  Gon  (cosjjocosy!  — cosy0co8/J,), 

yo  ~~  yi  =  ^o»i  (cos  Yo 008  äi — cos  cos  yi) » 

z,,  — .  z,  =  C?0,i  (cos  «o  cos  0i  —  cos  ß0  cos  ei) ; 
oder  nach  38): 

100)  .   .  x0 — Xi  =  Gon  A0,i ,  y0 — yi  =s  (70>l  B0,i, 

Zo  —  *i  =  (?0»i  Coa. 
Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

Gou  A0»i  =  «o  —  «i  +  G0'X0  —  » 
Go>i  ßo»i  =        ^i  +  Go  Y0  ~Gi'Ylt 
Gon  C0ii  =  Co  —  ci  +  ^o'-^o  — 
woraus,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
Y0Zx  —  ZQYX,   Z0Xl  —  X0ZX ,   X0 Yx  —  J o-^i 

multiplicirt,  und  dann  zu  einander  addirt,  auf  der  Stelle  der  fol- 
gende Ausdruck  erhalten  wird: 

101)  G0>i  = 

(a0—ai)(Y0Zi-Z0  FJ-K^-^i  )(Z0Xt  -  X0ZX  )-f  (c0-Cj  )(X0  Yx  —  V0  X% ) 

■ 

Folglich  ist  nach  42): 

102) 

{ A0,i  +  B0„  cos  (xy)  +  C0>1  cos  (zx)  }(a0— ax) 

■ 

+  { A0,i  cos  {xy)  +  B0>1  +  C0>1*cos  (yz) )  (6„— bt) 

/'    —      -f  (A0>lcos(i3:)  + B0t|  cos(yz)  +  C0>1  |(c0  — ct)  

1,0,1  ~  j  A0aHBo>i2+Coa2+2A0,1Botl  cos7^)+2B0ilC0,lcoBÖff)  )  * 

(  +  2C0„  A0>1  cos  (zx)  1 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  ge- 
gebenen Geraden  von  einander  durch  Eotl ,  so  ist  nach  18)  und  100) : 
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i^i*=  Gon*{  A0>1*+  B0„a  +  Co,,» 

+ 2  A0„  B0,i  cos  (xy) + 2B0,i  C0,i  cos  (yz)  +2Cofl  Ao„  cos  (aar)  l 

also  nach  102>,  wenn  man  in  dem  folgenden  Ausdrucke  das  obere 
oder  untere  Zeicheo  nimmt,  jeoachdem  der  Zähler  des  Bruchs 
positiv  oder  negativ  ist: 

103) 

{ Ao»!  +  B0>1  cos  (xy)  +  C0„  cos  (tx) }  (a0 — «,) 
+  { Ao,!  cos  (xy)  +  Bc,  +  Co,i  cos  (yz)  }  (60  -  6,) 

r    —  ■    +  *  A<>»  coa(*g)  +  Bo»i  cos  W  +  ^o>i  1  (co— ci) 

^  j  W+  B0,i*+  C0,I«+2A0,I  B«»,  cos  (xy)  T 

*   |  +  2Bo,iC0„cos  (y*)  +  2C0fl  Aoa  cos  (**)  ) 

Nach  44)  ist 

104) 


sin 


aT  i  Aon»+Ba.ia+Cotta  +  2A0,1Bo„cos(aV)  » 

VV0,1.VA  =  \  J  (, 

9       +2B0,i  C0>1  cos  (jp)-f  zGonAon  cos  (wr)  > 

was  man  auch  in  den  vorigen  Ausdruck  für  den  Nenner  einrüh- 
ren konnte. 

Aus  103)  und  42),  in  Verbindung  mit  104),  erb&lt  man  auch 
leicht : 

106) 

-        .  j  +  (X»F1-F0jrl)(c0-ct)  [ 

=  *  sin  Wotl .  NVN  ' 

und  kann  für  Xct  FQ,  Z0  und  Xlt  Vlf  Zx  in  diese  Formel  auch 
leicht  die  Ausdrücke  95)  in  Verbindung  mit  94)  einfahren. 


Die  Ebene. 
§.  16. 

Um  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  zu  finden,  wollen  wir 
dieselbe  betrachten  als  den  Ort  aller  der  Geraden,  welche  auf 
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einer  gegebenen  Geraden  in  einem  gegebenen  Pankte  dersel- 
ben senkrecht  stehen,  so  dass  wir  uns  also  die  Ebene  beschrie- 
ben oder  entstanden  denken  durch  den  einen  Schenkel  eines  um 
seinen  andern,  als  eine  feste  Gerade  im  Räume  gedachten  Schen- 
fcel  Sich  herumbewegenden  rechten  Winkels.  Demnach  denken 
wir  uns,  um  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  zu  entwickeln, 
eine  durch  den  Punkt  (abc)  gehende  feste  Gerade,  deren  eine 
Richtung  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  jrtyt  z  die  180° 
nicht  übersteigenden  Winkel  o,  ß,  y  einscbliesst.  Die  Gleichun- 
gen dieser  Geraden  sind  nach  I.  13) : 

(x — a)  -f  (y  — b)  cos  (xy)  \(z — c)  cos  (xx) 

cosa 

« 

n) cos  (xy)  +  (y  —  6)  4-  (t— c) cos  (yz) 
cos  ß 

_  {x— a)cos(zx)  +  (y  —  b)  cos  {yz)  -f  (z  —  c) 

cosy 

Die  Gleichungen  einer  zweiten  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden 
beliebigen  Geraden  seien : 

(x  —  o)  -f  (y  —6)  cos  frty) + (t  —  c)co«  (**) 

cosÖ 

(.r  —  q)  cos  (.ry)  -f  (y — 6)  -fr  (z  —  c)  cos  (y  z) 

cos  09 

(a: — q)  cos  (zx)  -f  (y — 6)  cos  (yz)  -fr(z  ~  c) 

COSÖ 

J 

Soll  nun  die  zweite  Gerade  auf  der  ersten  senkrecht  stehen ,  so 
muss  nach  I.  46),  wenn  wir 

Xstz  it  cos  or  -f-  Ccos  ß  +  Bcosy , 
F  =  Ccos  a  +  cos  /H  A  cos  y , 
Z  z=Bcosa  -f-  ^ cos/3  +  tf  cos y 

und 

•  £  =  Ücosö  -f-  Ccosco  -f-  Boos  ö, 

P=CC0SÖ  +  ^C08  W  +  -4  COSÖ, 
S  =  #COS0+4cO8(ö  +  tf  COSÖ 

setzen , 

+:(Xp+  K^ce«(jry)+  (r5+ZP)c«8(yS)-|.(Z*+ jr5)cos(z«-) 
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sein,  welche  Gleichung,  well  die  zweite  Gerade  nicht  als  fest 
und  unveränderlich  wie  die  erste  aufgefasst  wird,  unabhängig  von 
bestimmten  Werthen  von  0,  a>,  ö  Statt  finden  muss. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

G  cos  6  =  (x — a)  +  (y — b)  cos  (xy)  -f(z — c)  cos  (zx) , 
G  cos  co = (x — «)  cos  (xy)  +  (y — b) -f- (z  ^  c)  cos  (yz) , 
Gcos  ö = (ar— a)  cos  (zx)  +  (y — 6)  cos  (yz)  +  (* — c) ; 

also: 

,  GX=  \&  +  CcoB(xy)+ßco&(zx)](x  —  *) 
•4-  { Äcos  (xy)  +  C+  2? cos  (yz) }  (y  ~-  6) 
+  { Ü  cos  (zar)  +  C  cos  ( yz) + B  \  (*  ^  «) , 

{ C+ 33  cos  0ry)+4  cos  — a) 

+ { Ccos  (xy)  +       ii  cos  (yz) }  (y — 6) 
+ 1  Ccos  (2a:) +33  cos  (yz)  +  ^ }  (z  —  c) , 

6'5=  {B  +  i4co8(:r^)+£cos(zaO)Or— «) 
+ { B  cos  (xy)  +  i4  +  tf  cos  (yz) }  (y — b) 
+  { 2?  cos  (zx)  +  i4  cos  (yz)  +  <T }  (z  —  p) ; 

und  mittelst  leichter  Rechnung  findet  man: 

C  jfl  +  Cco6(xy)  +  Z?  cos  (*r)  =^iV, 

1)  .  .  .  .   <  ÜcosOry)  +  C+#cos(yx)=:0, 

C     cos  (x*)  + Ccos  (yz)  +  Ä=0; 

C   C  +  Bcos(ary)  +  ^cos(zor)  =  0, 

2)  .  .  .  .   <  Ccos(a?y)-T-^  +  ^Cos(y2)apiV, 

C  Ccos(rjr)+#cos(yz)  +  4=0; 

1  B  -\-  A  cos  (ary)  +  tf  cos  (zx)  =0, 

3)  ....    <  Bco8(xy)  -f  4  +  $cos(y;)=^0, 

C  2?  cos  (za:)  +  ^cos(ys)  +  <£ =iV; 

also  nach  dem  Obigen: 

GX=N(x-a),   G$  =  lV(y-b),  G5=IV(z-c). 

Wir  haben  d&Jw,  wenn  wir  dio  obige  Gleichung  zwteeken  X,  Y,  Z 
und  *,  J>,  5  mit  &  multipliciren  und  für  GX,  Gpt  G$  ihre  vor- 
stehenden Werthe  setzen,  die  folgende  Gleichung  s 

12* 
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iA(jr-«)  +  F(y-6)  +  Z(z-c)  <. 
+  [X(y-6)+F(*-<i)]cos(*3f)    /  ^  ^ 
+  [F(z-c)  +  Z(ar-6)]  cos(yz)  (' 
v  +  [Z(ar— a)  +  Z(z— c)]cos(*r)  ' 

Also  ist  die  gesachte  Gleicbaog  der  Ebene: 

4)  .  .  .  .      X{x— a)+  F(y— 6)+Z(z—  c)  . 

+  {X(y-6)+F(j?-a))c<Hi(j:3r)    I  _Q 
,   +  lF(z— c)+Z(y— 6)}cos(.yx)  I 
+  {Z(x— a)  +  A(z-c)}cos(*ar)  / 

oder: 

• 

5)  .  .  .     \X  +  Fcos(jy)  +  Zcos(sa:)}  {sc — a)  , 

+  {*cos0ry)  +  F+Zcos(yz)Ky--6)  (=0. 
+  \Xcob(ix)  +  Fcos(yx)  +  Z\ (x  —  c)  I 

Nach  I.  31)  ist  aber: 

X  +  Fco«  (xy)  +  Z  cos  (rar) = iVcos  « , 
^cos  (xy)  +  F  4-  Z  cos  (yz) =iVco8  0 , 
^cos  {zx)  +  Fcos  (yz)  +  Z =iVcos  y ; 

also  ist: 

6)  .  .  .  (x — a)cos«r  +  (y  —  6)cos0-f(z — c)  cos  y  r=  0 

die  Gleichung  der  Ebene. 

Gebt  diese  Ebene  überhaupt  durch  den  Punkt  (fgh),  so  dass 
also  dieser  Punkt  ein  Punkt  der  Ebene  ist,  so  ist  nach  6): 

a)  cos  a + (g  —  6)  cos  ß  +  (A— c)  cosy  =  0, 

folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  von  6)  absiebt: 

t 

7)  .  .  .  (a: — /")cosa-f  (y— g)  Cos/J-f(x— A)cosy=0 
die  Gleichung  der  Ebene. 
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* 

§.  17. 

Jede  durch  eioe  Gleichung  von  der  Form 

8)  Ä(*-a)  +  L(y-b)  +  üf(*-c)  =  0 

cbarakterisirte  Fläche  ist  eine  durch  den  Punkt  (abc)  gehende  Ebene. 

Man  nehme  in  der  durch  die  Gleichung  8)  cbarakterisirten 
Fläche  zwei  beliebige  Punkte  (foffo^o)  un<*  (/i&M  aD»  80  »8t: 

K(fo  -  «)  +  L  (So  -  *)  +  *) =0» 

(/i  -«)  +  £&k -6)  +  Äfft  -  c)=0; 

4 

also  durch  Subtraction: 

Wo-A)  +  L(9o-9i)  +  J«f(Äo-A1)  =  0. 

Legt  man  nun  durch  die  beiden  Punkte  (fo9ono)  und  (fiffi^h) 
eine  Gerade,  so  sind  nach  {.11.  deren  Gleichungen: 

U—f\     9o—9x      Äo  —  *i 

oder 

*-f\  __  9—9i  =_LZ*L, 
/o— f\     9«~9i      *o— V 

und  wenn  also  jetzt  (rnj)  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Punkt 
dieser  Geraden  bezeichnet,  so  ist: 

X—f0  _  V—g0  _  Ao 
fo—fi " £o  —£i  ~  Äo  — 

oder 

also,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

f0-fl  =  G(r-f0),   9o-9i  =  G(*>-9o),   *o-*i  =  G(?-Ao); 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

Ä(r-A) +X(n  -  o0)  +  ^(J-Ao)  =  0. 
Addirt  man  hierzu  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung: 

+  Af(AÄ-c)=0, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

K{t-a)  +  JL(n-6)  +  M(}-c)=0, 
und  sieht  also,  dass  der  Punkt  (jrnj)  die  Gleichung 
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K(x -  a)  +  L(y - b)  +  M (r-c)  =  0 

befriedigt,  folglich  in  der  durch  dieselbe  charakterisirten  Fläche 
liegt.  Da  nun  die  Punkte  (/o&A>)  und  (f\gxhx)  in  dieser  Fläche 
beliebig  angenommen  worden  sind,  und  da  (rn?)  ein  ganz  wlll- 
kührlicber  Punkt  in  der  durch  diese  beiden  Punkte  gehenden 
Geraden  ist,  so  sieht  man,  dass  jede  durch  irgend  zwei  Punkte 
in  der  in  Rede  stehenden  Fläche  gesogene  Gerade  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  in  diese  Fläche  fällt,  diese  Fläche  folglich 
eine  Ebene  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte.  Dass  aber  diese 
Ebene  durch  den  Punkt  (oftc)  geht,  oder  dass  dieser  Punkt  in 
derselben  liegt«  versteht  sich  ton  selbst,  weil  die  Gleichung 

K(x—a)  +  L{y—b)  +  i!l(r— c)  =0 

durch  die  Wertbe  «,  6,  c  der  Coordinaten  x,  yt  t  erfüllt  wird. 

§.  18. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungsgleichungen  suchen,  welche 
erfüllt  sein  müssen,  wenn  eine  Ebene  und  eine  Gerade,  deren 
Gleichungen  beziehungsweise 

9)    .   .   .  a)+£(y~©)  + J#(x-c)  =  0 

und 

sind,  auf  einander  senkrecht  stehen  sollen. 

Bezeichnen  wir  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  eine  der  beiden  Richtungen  der  durch  die  Gleichungen  10) 
charakterisirten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
x,  y,  z  einschliesst,  durch  #0,  $0f  y0;  so  ist  nach  §.  16.  die 
Gleichung  der  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden,  auf  der  in  Rede 
stehenden  Geraden  senkrecht  stehenden  Ebene: 

(x— a)coscr0  +  (,y  —  6) cos ft>  +  (s  - c) cos y0  =  0  *);  . 


*)  Zum  Ueberfluss  kann  man,  dnss  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

1)  .  .  .•  («  —  /)cosa  -f  (y — g)cosß  +  (z — A)cosy=0 

eine  durch  den  Punkt  Cfffh)  gehende  Ebene  dargestellt  wird,  welche  anf 
einer  Geraden,  deren  eine  Richtung  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  Xy  y ,  %  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  a,  ß,  y  einschliesst, 
senkrecht  steht,  jetzt  hoch  besonders  anf  folgende  Art  beweisen. 

Dass  die  in  Rede  stehende  Gtfcfchung  eine  dorch  den  Punkt  </b«) 
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und  da  mm  mit  dieser  Ebene  die  durch  die  Gleichung  9)  cbarak- 
terisirte,  gleichfalls  durch  den  Punkt  (abc)  gebende  Ebene  zusam- 
menfallen muss,  wenn  sie  auf  der  durch  die  Gleichungen  10) 
charakterisirten  Geraden  senkrecht  stehen  soll*  so  muss,  wenn 
G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 


gehende  Ebene  darstellt,  folgt  unmittelbar  ans  §.  17.  Ist  nun  (abc)  der 
Durchsnhnittspunkt  dieser  Ebene  mit  der  Geraden,  deren  eine  Richtung 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  X,  y,  »  die  180°  nicht  über- 
■teigenden  Winkel  «,  ß,  y  einschliesst,  so  ist  nach  1): 

2)  ...  (a— /)cosa-f (6— <7)cos|3  +  (c— Ä)co8y  =  0, 
also,  wenn  man  2)  Ton  1)  «ubtrohirt: 

3)  .  .  .  .  (x  —  <i)cosa-f(y— 6)cos<S-f  (z— c)cosy— 0 

die  Gleichnng  der  Ebene.  Zieht  man  nnn  von  irgend  einem  Punkte 
(xyz)  dieser  Ebene  nach  dem  Ponkte  (abc)  eine  Gerade,  und  bezeich- 
net die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine  Richtung 
dieser  Gernden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x>  y>  %  ein- 
schliesst,  durch  6,  tu,  5,  so  sind  bekanntlich 

(x  —  «)  +  (y — b)  cos  ( xy)  +  (i—c)  cos  (zx) 

CO8  0 

_  (x  —  a)  cos  (xy)  -f  (y  —  b)  -f-  (z— c)  ces  (yz) 

COS  CD 

_  (x  —  a)  cos  (i x)  +  (y  — •  6)  cos  (yi)  -f  (z  —  c) 

C08Ö 

die  Gleichungen  dieser  Geraden,  und  wir  können  also  setzen: 

(x— «)  +  (y  —  6)  cos(:ry)  +  (z  —  c)  cos  (zx)  zsz  G cos  6 , 
(x — c)  cos  (xy)  +  (y  —  b)  -f  (z  —  c)  cos  (yz)  =  C  cos  cd  , 
(.r  —  a)  cos  (rar)  -f  (y  —  o)cos(yz)  +  (z— c)  =  Gcosö; 

wo  jetxt  y,  %  die  Coordinatcn  des  in  Rede  stehenden,  in  der  Ebene 
angenommenen  Punktes  bezeichnen.  Mnltipliciren  wir  diese  Gleichun- 
gen nach  der  Reihe  mit 

Ä,  C,  B;    C,  »,  A;   B,  A,  * 

und  addire  sie  in  jedem  Falle  zu  einander,  so  erhalten  wir  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  §.  16.  1),  2),  3)  und  die  dortigen  Werthe  von 

N(x-a)=GX,   JV(y-6)  =  Gp,  JV(z - c)  =  G'5 ; 

also  wegen  der  Gleichung  3)  : 

£cosa  +  pcp80  +  5£°sy=O' 
rad  folglich  nach  I.  82) : 
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K=GcoBa0t   L=Gcosß0,  iftf=Gcosy0 
sein.   Setzen  wir  nun 

=  Ü  cos  oo  +  Ccos  ß0  +  Äcos  y0 , 
Fo  =  Ccns«o  +  Bcos/J0+4co8y0, 
Z0  ==  B  cos  Oq  +  A  cos  0O + cos  y0 ; 

so  sind  die  Gleichungen  der  durch  die  Gleichungen  10)  charak- 
terisirten  Geraden  bekanntlich  auch: 


z 


■  o 


und  es  ist  folglich,  wenn  G0  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 


if0  =  (r0  (Ü  cos  «o  +  Ccosß0  -f  Bcos  y0) , 

L0  =  C0(^C(>8«o  +  Ucos/Jo  +  ^cosyo). 
ilf0  =  Cr0  (Bcos  o^-f  J  cos  ß0  -f  <£  cos  y«,) ; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

K0  =  ^{K&  +  LC+hlB)t 

also  sind  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen  offenbar: 


Ka+LC+MB-  ATC+Z*+  MA  "  KB\LA\M$ ' 
Aus  den  vorstehenden  Ausdrücken  von  K0,  Lq,  M0  folgt  auch  : 


*{ A+  Fcos(j#)  +  Zcos(*r) } 
+  PIJrcos(jry)+  K  +  Zcos(y*)| 
-f  5tJTcos(*r)  +  Fcos(yx)  +  Zj 

jor+ry  +  zs 

-f         F*)  cos  (ary)  +  (  F5+ZP)  cos(yz)+(Z* + *5)cos 

Folglich  •tehengnacb  I.  46)  die  beiden  rorher  betrachteten  Geraden  «af 
einander  senkrecht,  and  da  die«  in  gleicher  Weite  Ton  jeder  in  der 
Ebene  gezogenen  Geraden  gilt,  so  ur  der  Sats  bewiesen. 


(ix)  i  _0- 


Co 
G 
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K0 + CO«  (ary) + ilf0  cos  (z*) 
K[M  +  Cc»8  (xy)  +  B  co«  (zar)] 
+ Z,  [C+  »  co«  (ary) + A  cos  (ra?)] 
+ ilf[B+  J  co«  (ary)  +  S  co«  (*r)] 

K0  cos  (sy) + I»o  +  ^f0  cos  (yz) 
/     tf[Äcos  (xy)  +  C+  cos(yx)] 
=  ^  I  +  £[Ccos(*y)+*+Jcos(yz)]  }, 

(  +jH[Äcos(:ry)+il+tfcos(yz)] 
Äq  cos  (zar)  +  Lq  co«  (yz)  +  ^f0 

itf[Ücos(*r)  +  Ccoa(yz)+tf] 
+  L  [  Cco«  (z  ar)  +  *  cos  (y  z)  +  i4] 
+Jf  [Bcos  (zar) +.4  cos  (yz)  +  $  ] 

folglich  nach  1),  2),  3): 

Q 

K0  +  L0cos(xy)  +  jlf0co«(zar)  =      IVÄ , 
0  co«  (xy) + + M0  co«  (y  z)  =sj$NL9 

Ko  cos  (zar)  +  A>  cos  (yz)  +  üf0=  ^  MIT; 

daher  lassen  sich  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen  auch  auf 
folgende  Art  ausdrücken: 

A'0  -I-  A>coa(ary)  +  üf0co«(zar) 

 L  

~""if0co8(:ry)  +  L0  +  Af0cos  (yz) 

JKq  co«  (zar)  + 1/0  cos  (yz)  +  Jf0  '** 

Nach  dem  Vorhergehenden  haben  wir  zugleich  die  folgenden 
Relationen : 

11**) 

NKK0=(K*+LC+MB)\ KQ  +  A,cos(arv)  +  J#0cos(zar)|, 
NLLo=(KC+L*+MA)  { *0cos  (ary)  +  U  +  Mocos(yz) }, 
Mf Ä o = ( KB + Z/i< + M€)  { K0  co«  (zar)  +  L\  co  s  ( yz)  +  M 0  U 
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welche  dazu  dienen,  die  Grössen 

iXA  +  LC+NB,  KC+LX+XAt  KB+LA  +  m 

durch  die  Grössen 

K0  +  Lq  cos  (xy)  +  M0  cos  (xx) ,    K0  cos  (xy)  +  Lq  +  M0  cos  (yt) , 
/f0  cos  (r*)  4-     cos  (yx)  +  i»f0 

auszudrücken,  und  umgekehrt 

§.  19. 

Es  sei  jetzt  wieder 

12)  £C*-fl)  +  Z(5-6)  +  i¥(*-c)  =  0 

die  Gleichung  einer  Ebene,  und  nun  die  Gerade  zu  bestimmen, 
welche  durch  den  gegebenen  Punkt  (<t060c0)  geht,  und  auf  der 
durch  diese  Gleichung  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht. 

Die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  der  gesuchten  Ge- 
raden mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  yf  x  einge- 
schlossenen, 180°  nicht  übersteigenden  Winkel  seien  a0,  ß0,  y0; 
so  ist  nach  §.  16.  die  Gleichung  der  durch  die  Gleichung  12)  cha- 
rakterisirten  Ebene  auch: 

(x—  a)  cos  «o  +  (y—b)  cos  ß0  -f  (z — ♦ )  cos  y0  =  0 , 
also,  wenn  G0  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  nach  12): 

cosoq  =  G0K,  cos ß0  =  G0L,  cosyo  =  G0M. 
Setzen  wir  nun 

X0  =  &  cos  Oo  +  Ccos  ß0  +  B  cos  y0 , 
F0  =  Ccosa0+£cos  ß0  -f  A  cosy0, 
Z0  =  B  cos  «o  +  ^  cos  0O  +    cos  y0 ; 

so  ist  nach  I.  33): 

Jfocosofc  +  K0cos/J0  +  Z0cosyQ  =  iV; 
also  nach  dem  Obigen: 

G0(KX0  +  L  Y0  +  JfZo)  =  2V. 

Zugleich  ist  aber 

X0=G0(AK+CL+BM), 
ro  =  Go(CK+XL+AM), 
Zo  =*  C/0(Ä^+ulL+tfJI); 
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also 


KXq+L  Y0+MZ0=G0(*K*+%LH*M*+WKL+2ALM+2BMK), 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

I  2v  

13)  G<r=±\  fitf+M+tfr+Mü+MM+iBMiC ' 

woraus  dann  ferner  «q,  0o,  y0  mittelst  der  Formeln: 

14)  .  .  .  co8ao=fSroir,   coBßotsGoL,   cosy0  =  G0Äf  % 

gefunden  werden,  und  daher  die  gesuchte,  durch  den  Ponkt 
(tiob0co)  gehende  Gerade  vollkommen  bestimmt  ist. 

Die  Gleichungen  dieser  Geraden  sind  nach  I.  23): 

— 6a         Z  —  Cr 


fo  _  V  —  °o  _  *  —  Cq 


Xq  Yp 

I 

also  nach  dem  Obigen: 

I  pe\  x—a0    y— 60  c0 

lo;    MK+CL+BM-  CK+XL+AM-  BK+AL+tM' 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  des 
Perpendikels  mit  der  gegebenen  Ebene  durch  r,  n,  ?;  so  habet» 
wir  zu  deren  Bestimmung  nach  12)  und  15)  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

(r- a)  +  L  (9  -  b)  +  M  (j  -  c)  =  0 , 
X—a0    i)  —  b0  j  —  c0 


ÜK  +  CL  +  BM 1=1  CK  +  XL+AM  ~  BK  +  AL  +  W 
deren  erste  man  auch  unter  der  folgenden  Form  darstellen  kann: 
K(r-a0)  +i(»-60)  +  M{y-cQ)  =  *(a-Oo)  +  L(6-Oa)  +  J!f(c-c0) ; 
und  setzt  man  nun  der. Kurze  wegen: 

t—ap  P—bp  ?— -cp  r  , 

aK+CL  +  BM"  CK+XL  +  AM-  BK  +  AL+<£M-U°  ' 

so  ist 

(a— ao)  +  ^(6  -  M  +  M  (c— c0) 
=  { (it AC+  CL+BM)  +  Jylf)  +  M{BK+AJs\*M)  \  Gp' 

=  (ÜÄ2 + *L*  +  üf 8 + WKL + Ä     AJ +1BMK)  G0', 


I 
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im  r  ,  JT(a  —  Up)  +  L  (6  -  fr»)  +  ilf  (c  -  <y»)   

und  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  x,  V,  }  hat  man  nach  dem 
Obigen  die  folgenden  Formeln: 

IX— a0=  Go'(**+  CL+BM), 
t>  -  fr,  =  G0'  (C4T+  +  ^ilf), 
j-<*=G0'(BiT+^I,+Of); 

welche  man  nach  dem  Obigen  auch  unter  der  folgenden  Form 
darstellen  kann: 

17*)  r-o0=^X0,  n-60=^V0,  z-c0  =  j£z<>. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Länge  des  von  dem  Punkte  (a<>fr>Co) 
auf  die  gegebene  Ebene  gefällten  Perpendikels  durch  P0,  so  ist 
bekanntlich : 

P0*  =  (jr-  oo)*  -f  (9  -  fr,)*  +  (j-c0)* 
+2(r-o0)(»-*o)cos(xy)+2(»-6o)(?-c0)cos(y2)+2(j-Co)Or-Oo)cos(zx), 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

p0»=      jr0»+  r0*+ z0»+2A0r0cos(^) 

+  2  K0  Z0  cos  (jfz)  +  2Z01^  cos  (xx) 
und  folglich  nach  einer  schon  oft  angewandten  Formel: 

Nun  ist  aber  nach  13)  und  16): 

G£  Co'   

N  ~~  K(a  —  a0)  +  L(6— 60)  +  jtf (c— c«,) ' 

also 

_  ,    t*(o  -  Up)  +  1,(6  -  fr»)  +  M(c-Cq)  }  Gp« 
60  =  N  ' 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

P0«=  G0*[£(a-a0)  +  L(6-60)  +  M  (c-c0)p, 

also: 
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18)  .  .  P0=±G0lK(a-a0)+L(b-b0)  +  M(c-c0)), 

das  Zeichen  so  genommen,  das«  P0  positiv  wird.  Für  G0  ist 
der  Werth  13)  einzuführen. 

§.  20. 

Wir  wollen  jetzt  die  von  zwei  durch  die  Gleichungen 

Kx  (* — ct)  +  A  (y — bx) + Mx  (z—cx)=0 

charakterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  F0,t  bestimmen. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  auf  jede  der  beiden  Ebenen 
ein  Perpendikel  errichtet,  und  bezeichnen  die  von  einer  der  bei- 
den Richtungen  eines  jeden  dieser  Perpendikel  mit  den  positiven 
Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  eingeschlossenen  Winkel  respec- 
tive  durch  «q,  ßQ,  y0  und  cti9  ßx,  y,.  Dann  fallt  auf  der  Stelle 
in  die  Augen,  dass  die  Winkel  Fon  von  den  Winkeln  dieser 
Perpendikel  nicht  verschieden  sind,  und  dass  es  also  bloss  auf 
die  Bestimmung  dieser  letzteren  Winkel  ankommt. 

Setzen  wir  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander: 

20) 

 Jf  :  


N 

so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 

cos  «o  =  GqKq,  cos/J0  =  G0L0t  cosy0  =  G0M0 ; 
cos  <*!  =  Gx£x cos ßi  =  GlLl ,  cos yx  =  Gx Nx. 

Für 

X0  =  Ä  cos  a0  -f  Ccos  ß0  +  B  cos  y0 , 
F0  =  Ccos  «o  +  B  cos  ß0  -f  ^1  cos  y0 , 
Z0 = Bcos  «o  +  J  cos  ft,  -f  cosy,» 

und 

Jft  =4  cos  «i  -f  Ccos  ßx  +  Bco8yl , 
F!  =  Ccoscrj  -f  £cos/?i  -f  A  cos  yj , 
Z,  =  Z?co*cr,  -f  ^cosft  -f  $  cosy! 
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ist  nach  I.  36); 

cos  r0tl  =  -y  , 

cos V<Jtl  =  ^cosap-f  ^cos^-fZ.cosyo . 
also  nach  dem  Obigen: 

cos  y0fl  —  * 

cos  r0„  =;  2v  

Nun  ist  aber: 

Ao=G0(Äir04-CL0+J?ilf0), 

r0  =  G0(CÄo  +  BLo  +  ^0)> 
Z0=6'0(BÄo  +  ^  +  tfilfe); 

also : 

folglich  nach  dem  Obigen: 

cos  F0Jl 

9  1  (  +A{L0Ml+M0Ll)+B(M0Kl+K0Ml)+C(K0T^+L0Kl)  S 
oder  nach  30): 

i 

21)  cos  Fo,i 

=   J_jL^  W^iWf  B(MnK^KQ CfoL^+LM  i  , 

woraus  sich  zugleich  ergtebt,  das«  die  Beding«  ngsgleichung,  welche 
erfüllt  sein  muss,  wenn  die  beiden  Ebenen  auf  einander  senkrecht 
stehen  sollen,  die  folgeade  ist: 
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22)  &KqKi  +  XI+Lt  +  ÜM^ 

Für 

A0>1  =  cos  ß0  cos  yt  —  cos  y0  cos  ßt , 
Botl  =  cos  y0  cos  at — cos  <*<>  cosyx , 
C0»i  =  cos«0  cos  ßi — CQS&cescr, 

ist  nach  1.  41): 

iVsrn  F«,** 

=  Ad*  +  B0(1*  +  C0)I*+  2 A04  Bu,,  cos (*y)  +  2Boa  C0)1  cos  (y :) 

+  2Co„  Aoaco8(zar). 

Nun  ist  nach  dem  Obigen: 

A0»i  =  G0GL  {L0Ml  —  M0L)), 

Bo»i  =  ^o^i  (^Wi  — K0Mt), 
Coa  =  G0Gt  (J^L,  —  LqKx)\ 

also : 

■ 

23)  iVwInfo** 

(Kol*  -  X0Äi)4  +  (L0M,  +  (JMi  -  JT0ilf , )* 

+  2 (Z^Af,  —  M^)  (MoKx  - KoMJcus (xy) 

+  2(Äyri  -  (*oA  -  AA)  cos(yz) 
+  2(ÄoL,  —  £0*i)  (^o^i-^o^i)cos(jo;) 

oder: 

24)  sinFo*2 

(10L1-M,1)»  +  (LtMi-MoW  +  iM^-KoMi)* 

-f  2  (Z/0^ii  —  JIMa )  (Äo*i  ~~    &i )  cos  (xy) 

+  2<i/oÄi  -  *W  (W  -  A>^)  cos  (yt) 

 -fr 2 (Jro/vt  —  LpKt)  (L0Mi  ^MqLi)cas(zx)  

j      {MK?  +  *  V  +  WWlÄ + ^ÄW^l^CXoIto)  7 " 

Endlich  erha'lt  man  aus  den  beiden  Gleichungen  21)  und  24) 
durch  Division  : 


=  G0*Gt* 
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25)  taogFo*» 

(JTA-X»  A)»  +  (Loüfi-^i)a+  {M0KX-K0MX)* 

+  2(1*0»,  -         (ifflÄi  -  JT^cosCsy) 

+  2(»0ir1  -  *,»,)  (I^ -£.*,)  cos(yi) 

+  2(jr0&1  -  LpJrOCLo»,  -»„XQcosCxg) 
i  MK9KX  +  +  *M0MX  . 

§.  21. 

Wenn  jetzt 

.    K(x—a)  +  L(y~  6)  +  Jlf  (z-c)  =0 
die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  und 

» 

»>••••     ~r0  -"X0  -  üf0 

die  Gleichungen  einer  Geraden  sind,  so  soll  man  den  Neigungs- 
winkel J0  dieser  letzteren  gegen  die  erstere  finden. 

Die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  der  durch  die  Glei- 
chungen 27)  charakterisirten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen 
der  Axen  der  x,  y9  x  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigen- 
den Winkel  seien  ac,  ß0,  y0;  und  wie  gewöhnlich  werde 

X9  =  Ücos«0  +  Cconßo  +  2?cosy0, 
F0  =  Ccos  a0  +  B  cos/Jo  +  A  cos  y0 , 
Z0  =  2fcos<r0  +  Acosß0  +  <£cosy0 

gesetzt;  dann  sind  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  be- 
kanntlich auch : 

x—a0_y—b0__  2  —  c0 
■X0         Y0  Z0 

Ferner  denke  man  sich  auf  die  gegebene  Ebene  ein  Perpen- 
dikel errichtet  und  bezeichne  die  von  der  einen  der  beiden  Rich- 
tungen dieses  Perpendikels  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  x,  y,  x  eingeschlossenen,  180°  nicht  fibersteigenden  Winkel 
durch  «,  ß,  y,  so  ist  bekanntlich,  wenn  G  einen  gewissen  Fac- 
tor bezeichnet: 

cos  er  =  GK,   cos/S  =  GL,   cosy  =  GM. 
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» 

Nun  ist  offenbar  sinJ©  dem  absoluten  Wörth e  des  Cosinus 
eines  der  beiden  von  diesem  Perpendikel  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden eingeschlossenen  Winkel  gleich.   Also  ist  nach  1.  36): 

.    .      .  X«  cos  a  -f  F„  cos  ß  -f  Z0  cos  y 
sinJ0  =  ±  * 

oder  nach  dem  Obigen : 

_   c(«r0  +  z,yft  +  ürz0) 

sin  J0  =  ±  2v  * 

— 

das  Zeichen  so  genommen ,.  dass  sin,/0  positiv  wird. 
Setzen  wir 

A  =  Ücosa+  Ccosß+ßcosy, 
F  =  Ccosa -f  Bcosß  +  ^cosy, 
Z  =  2?coscr  +  Acosß  +  $co8y; 

so  ist  nach  dem  Obigen: 

X=G{£LK+CL  +  BM), 
Y=zG{CK+J$L  +  AM)t 
Z  =  G(BK+AL  +  *M); 

and  weil  nun  nach  I.  35) 

Xcosa  +  Fcos  ß  +  Zcosy  =  iV, 

d.  h.  nach  dem  Obigen 

G(jra+z,r+afZ)  =  jv 

ist;  so  ist  offenbar: 


IV- 


EL* +       +  iALW+ilfMKT'lCKL  ' 
also  nach  dem  Obigen: 

28) 

•m     -  ±  V"A(ilJr«+W+<Ä«+2aiJf+SÄJtt+«öaö ' 
oder  nach  dem  Obigen: 

fc29)   8\nJ0  = 

(aKj-CL^B]^co8a0^(CK^L^AJ^co8ßnMBK^Alr\-{SJ^cosyt, 
V  N{äk*  +    L*+  <iM*+2ALM+2BMK+2CKL) 

Thcil  XXXIV.  13  k 
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* 

Nach  dem  Obigen  ist  ferner ,  wenn  G0  einen  gewissen  Fac- 
tor bezeichnet: 

X0  =2  G0Kq  ,    Y0  =  G0L0 ,    Z0  —  G0Ju0  ; 
und  folglich,  weil  bekanntlich  > 
*o*+  roH-Z0»+2A0  F0cos(:ry)-f  2  F0Z0cos(yz)+2Zo  A0cos(zjr)=A« 
ist: 


V  V+V+ifoH2*0  Vos(*y)-f  2^ 
Nun  ist  aber  nach  I.  32): 

J^o  +  F0  co»  (xy)  +  Z0  cos  (zx) 
cos  «o  =  2\r  * 

_  _  X0  cos (jrjy)  -f  r0  -f  Z0  cos (yz) 

CO8|30  =  -y  , 


A'o  cos  (zx)  +  F0  cos  (y  z)  +  Z0 
cos  yo  =  2v  ' 


also: 


G0\K0  +  L0co»(xy)  +  M0cos(zx)\ 
cosoo=  2V™~~  * 

_  6\,  { Ap  cos  (xy)  +  />o  -f  3/0  cos  (yz)  ! 
cos  Po  =  —  t 

_  Gp  I  A'o  cos  (zx)  +  L0  cos  (yt)  +  ^f0|. 

008  yo  —  —  ' 

oder  nach  dem  Obigen: 
30)  coscr0 


Äg  +  A»  cos  (xy)  +  M0co*(zx) 


V^HV+ifoH^o^c«^ 

cos£0 

   K0  co*       +  A>  +  MpCosCya)  


V*  Ä02+Loa+if0H2/f0L0cos(j:y)+2L0if0cos(yi)+2ir0Ä'0  cos(x*)' 


»  -TL— 


COS/o 

tf0  cos  (x.t)  -f  L0  cos  (yz)  +  jW„ 
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Folglich  ist  nach  29)  t 

31)  8111 J0  — 

(JUT+  CL\BM)  { JT. +X0  cog  (ay) + M \  cos  (aar)  I 
+  (CK+XL\A  M)  { Ko  cos  (xy) +La+M0  cos  (yz) } 
+  (BK+AL+<£M)lK0co8(zx)  +  L0co8(yi)+M0\ 


N(*K*  +  »L*  +  UM *  +  VALM+lfrMK+ICKL) 
><IJr0*+L0«+jro«+2iroL0cos(^)+2^0ifoCos(yr)+2ifoÄroCos(zjr)} 

Nun  kann  man  aber  den  Zähler  offenbar  auf  die  folgende  Form 
bringen : 

KK0  IÜ+  Ccos(*y)  +  ßcos(zx)l 
+  Z,L0  {Ccos(*y)+B  +  ^cos(yz)| 
+  üf  ilf0  { B  cos  (wr)  +  A  cos  (yz)  -f  <£ } 
+  JX0  {dcos(*y)  +  C+tfcos(yz)} 
+  Ä'üfo  |dcos(*r)  +  Ccos(yr)  +  B\ 
+  UT0  |C  +  »cos(a:y)~Mcos(zx)| 
+  iM o  ( Ccos  (zx)  +  E  cos  (yz)  +  ^4 } 
-f  MT«  { Ä  +  A  cos(*y)  +  cos  (zx) } 
+  MLo  I  Äcos (xy)  -M  +  <f  cos  (yz) ), 

so  dass  also  nach  1),  2),  3)  der  Zähler  offenbar 

(KK.  +  LL0+NM.)1Y, 

und  folglich  nach  31): 

32)  sinJo  = 

 (KKq+LLq  +  MM«)VN  

4/  (ü  A**  +  XL* + UM* +2ALM+2BMK+2  CKL) 

^  X  |  !ro»+Zo»+ifoH2iro£o  cos(*y)+2£0l/o  cos(y2)+2jr0JT0  cos(zar) } 

ist,  indem  man  in  allen  Ausdrücken  von  B\nJ0  das  Zeichen  so 
nimmt,  dass  sio7„  positiv  ivird. 

{.  22. 

Wenn  swel  Ebenen,  deren  Gleichungen: 

Ko  (x  -  a0)  +  U  (y  -  bo)  -f  Mo  (z  -  c0) = 0, 


( jr0(*-0o)+L0(y-o0)-f  ^r0(z-co)=o3 

1  Äi(a:-o1)+L1(y-61)  +  ilfl(z-cl)=e 


33) 

l  Äi(x-o1)+L1(y-61)  +  üfl(z-cl)=0 

18* 


Digitized  by  Google 


188  Grunert:  Die  allgemeinsten  Geset%e  der  Kryttallographie. 

sind,  einander  parallel  sein  sollen,  so  muss  es  eine  Gerade  geben, 
die  auf  diesen  beiden  Ebenen  senkrecht  steht;  und  sind  nun 
a,  ß,  y  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine 
der  beiden  Richtungen  dieser  Geraden  mit  den  positiven  T heilen 
der  Axen  der  x,  y,  x  einscbliesst .  so  rauss  nach  dem  Obigen, 
wenn  G0  und  Gl  gewisse  Factoren  bezeichnen: 

cosa=(?0Ä0,   cos/5=6?0L0,   cosy=  G0M0 ; 

4 

cosa=G\Üfi,   cosß=zGt  Li,  cosy—GiMi; 

also : 

GoK0  =  GXKX, 
G0  L0  =  u  i  Li , 

folglich 

A'o  Lo   G'i 

Ki     Li      Mx  G„ 

sein.    Daher  sind  die  gesuchten  licdingungsgleichungen : 

<ii\  LQ  M0 

U)  yx  =  Tt-wr 

Wir  verbinden  hiermit  zugleich  die  Entwickelung  der  Glei- 
chung der  Durchschnittslinie  der  beiden  durch  die  Gleichungen 

35)  ...  J 

'  Kl(x-al)  +  Ll(y-bl)  + 1*^2-^  =  0 

charakterisirten  Ebenen,  insofern  dieselben  sich  schneiden. 

Die  Gleichungen  dieser  Durchschnittslinie  seien: 

—  a,)tl  _  y  —  60>1  _  z — Co,!  ^ 
K<»i  1*0,1  M<»\ 

> 

Da  der  Punkt  (a0,i>  *o>i»  c0,t)  in  beiden  Ebenen  liegt,  so  ist: 
Ku  (aotl  —aj  +  L0  (bitfl  -  bv)  +  Af0  (cort — c0)  =  0, 
(flo»i  —  oi)  +     (Äo,i  — 6,)  +  Jtf,  (c0>1  —  Ci)=0; 
und  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  sind  also  auch : 
£0(x—  ü„,i)  +  L0(y— 60,i)  +ilfo(x-Co,1)  =  0, 
av„)  +  Lxiy  —  6o„)+  ^i  (x—  Co,i)  =  0; 

folglich  offenbar: 
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^o  ^0*1  +  ^o^o»i  +  Mo  M0n  —  0, 
Kx  Kotl  +  Lx  L0il  +  Ml  Mon  =0; 

woraus  mauf  «veno  G0,%  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

36)  \  Z0»i  =  £0,1(^0^1  —  K0Mi)> 

erhalt,  so  dass  also 

37) 

ist. 

Gleichungen  der  Durchschnittslinie  sind  nach  dem  Obigen: 
^—«o-i  y—  b0tl      _      z  —  c0>l 


wo  zwischen  den  Coordinaten  a0,i,  60„,  c0,t  die  zwei  folgenden 
Gleichungen  Statt  finden: 

39) 

&o  (aon  ~  o0)  +  L0  (60,i  ~60)  +  Mq  (c0n  — c0)  =  0, 
*i(«o»i  —«1)  +  M*b»i  —      +  Afi(c0,i  — 0^=0; 

oder: 

\  ^Öa0U+^0°0»l +^0C0>1  =^0a0  +  ^'0*ö+^0c0' 

40) 

'  Jr,a0„  +  £,60»i  +  ^iCo»j  +  ^fic, ; 

wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  von  einer  vollständigen 
Bestimmung  dieser  Coordinaten  nicht  die  Rede  sein  kann,  weil 
dieselben  jedem  Punkte  der  Durchschnittslinie  der  beiden  gege- 
benen Ebenen  angehören  können;  vielmehr  kann  man  für  a0>l, 
b0tl ,  c0,!  alle  Werthe  setzen,  welche  den  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  genügen. 

Nach  34)  wurden  die  Nenner  der  Brüche  in  38)  verschwin- 
den, wenn  die  beiden  durch  die  Gleichungen  35)  charakterisirten 
Ebenen  einander  parallel  wären  und  sich  also  nicht  schnitten. 

§.  23. 

Die  Gleichung  einer  Ebene  zu  finden,  welche  durch  drei  ge- 
gebene Punkte  (ooöoCo),  ("Aci),  (ffs6tc*)  geht. 
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Die  gesuchte  Gleichung  sei 

a)  +  L{y—b)  +  M{z  -  o)  5r  0, 
so  ist  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe: 

*(a0— «)  +  Z(60— 6)  +  ^f(co  -  c)  =  0, 
tf(at  -a)  +  1,(6,-6)  +  üf(Cl  -  c)  =  0, 
+  L{b%—b)  +  W(c,-c)  =  0; 

■ 

oder,  wenn  wir 

i 

D=Ka  +  U  +  Mc 

setzen : 

* 

Ka0  +  Lb0  +  Mc0  =  D, 
Äat  +       +  Afc,  =  /), 
Aa,  +  U%  +  j*/ca  =  Z). 
Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit 
bx c, — ct b2 1  b%cu — ctb0 ,   60c,  —  Co 6, ; 

dann  mit 

ei«,—  ujc,,   c,fla  -  atCo ,   c0u,  — o0Cj ; 

endlich  mit 

fli^Ä— li**>   <h!>Q—lhPo>   o06i— 6„fl, ; 

und  addirensie  in  jedem  Falle  zu  einander;  so  erhalten  wir,  wenn 
wir  der  Küne  wegen 

41)  J  =  a0  (6ic,— cM  +  e,  (62c6  -  ct6.)  +  <r«(0oCi  — c064) 
=  b0  (cxa%— atcj  +  6i  (c^ao— a2c0)  +  62(c0o,  — a„c,) 
=s  c0  (a,6a — 6,  a^)  +  ct  (ot6o — 6*a0)  +  cs(a06i  —  60c,) 

setzen,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

= DJ  (Vi — Ci 6,)  +  (62c0  —  ct60)  +  (Mi  -  «o*i> 1 . 
LA=z  D  |  (c,  a* — Ujc,)  +  (c^ao — a»c0) + (c0Oi  —  ao^i)  I » 
j»f/f=  DKaA-  6lGa)  +  (a2b0  -6,a0)  +  (a06,  -Mi» ; 

und  wir  können  also  offenbar,  wenn  G  einen  beliebigen  Factor 
bezeichnet, 
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A'  =  G  ( (Ajc,— +  (btco  -  <%6o) + (60C1  —  006,) } , 

42)  ( 

M  =  ^Ka^s^^to^-f  (0,60— 6tffo)-f(ao6i~6oaj)}» 

setzen.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  welche  man  auf 
die  Form 

Kx  +  Ly  +  Mx=D 
bringen  kann,  ist  also: 

43)  —        +  (o«co—  c«6o)+ (oocj  —  co£,) J 

+  Kfifls— aiC,)  +  (ctoo-flsCo)  +  (cofli— ooc,)}y  >  =  ^. 
-f  I (a,  62— 6|  a,)  +  (<r2Ao — 6z«o) + (oo»i  —  //001 ) }  z  ' 
Nimmt  man  a,  6,  c  so  an,  dass  der  Gleichung 

44)  {(Äic,— c,61)  +  (6aco-ca6o)  +  (6oc,— coft^ja  j 

+ 1  (o,  6«  -  6t  a,)  +  (<r8 60  -  Vo)  +  (Mi  -  00a, ) }  c  ) 

genügt  wird,  wo  also  (abc)  ein  beliebiger  Punkt  in  der  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  gehenden  Ebene  ist,  so  ist  die  Glei- 
chung dieser  Ebene: 

45)  {(OiC^— C|6a)  +  (6tco--c,6o)+ (Vi— coAj))(a:--a)  \ 
+{(<?!«!— OjCaJ+faflo— a^+Cco«!— aoC,))(y-6)  |  =0. 
+  { 6X oj) + (0^60—^00)  +  (0061  —  Mi ))  (x— c)  ' 

Bei  der  weiteren  Umformung  dieser  Gleichungen  will  ich 
mich  nicht  aufhalten. 


Drittes  Kapitel. 

Die  allgemeinsten  Gesetze  der  Krystallographie. 

5.  24. 

Bei  der  Entwicklung  der  allgemeinsten  Gesetze  der  Kry- 
stallographie, welche  hier  zunächst  nur  einen  rein  mathematischen 
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Zweck  hat,  werde  ich,  wie  dies  bei  jeder  streng  mathematischen 
Untersuchung  nothwendig  ist,  von  der  folgenden  bestimmten  De- 
finition eines  Krystalls  ausgehen,  und  dieselbe  zu  der  Grundlage 
der  ganzen  folgenden  Untersuchung  machen: 

Ein  Krystall  ist  ein  System  von  Ebenen  im  Räume, 
für  welches  sich  drei  in  einem  Punkte  sich  schnei- 
dende gerade  Linien  oder  Axen  so  angeben  lassen, 
dass,  wenn  in  Bezug  auf  diese  drei  Axen  als  C'oordi- 
natenaxen  die  Gleichungen  der  das  System  bildenden 
Ebenen  nach  der  Reihe 

AbCr-  no)  +  Lo(y  -  bQ)  +  M0(i-c0) =0. 

h\  (* -     +  hx  +  Mx  (z-  r , )  =  0, 

+  +  tf2(z-c4)  =  0, 

u.  s.  w. 

sind,  sich  immer  drei  positive  rationale  oder  irratio- 
nale Zahlen  Kt  L,  M  und  lauter  rationale,  übrigens 
positive  oder  negative  Zahlen 

* 

ÄO,         »     ^2»      ^3 »      ^4  » 

f*0»    f*i,    fr,  ^4»- 

von  solcher  Beschaffenheit  angeben  lassen,  dass 
K$  =  jtoA',    Äj  =  x,  K,         =  %%Ky    A'3  =  x,Ä*, .... ; 

Mo  =  poM,  Ml  =  nlM,   JUt=m%Mt  )lfj  =  ;i3 M 

oder,  in  einer  anderen  Zusammenstellung  dieser  Glei- 
chungen, 

A'o=*oA',  Lq  =  XoL,  .Vo  =  ftoiW; 
ÄiSrxjA',  L^XiL,  MX  =  HM\ 
Ks=x2K,  Lt  =  k1L,  Jtf2  =  p3jff ; 
Ki=**K,  Li=XtL,  M3-=z^M\ 
u.  s.  w. 

ist. 

Die  drei  in  Rede  stehenden  Axen  sollen,  insofern  sie  die 
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obige  Eigenschaft  haben,  die  Krystall- Axen,  und  ihr  gemein- 
schaftlicher Durchschnittspunkt  soll  der  Krystatl-Mittelpunkt 
genannt  werden.    Die  Zahlen 

Kot     Aj,     A'a,     A8,     A'4,.... ; 

Lq,    Llt     JLj,    Lj,    L4,...  ; 

JIJo,   M\t  Hf 

wollen  wir,  natürlich  immer  in  Bezug  auf  die  betreffenden  Krystall- 
Axen,  die  Coefficienten  des  Krystalls  nennen.  Das  System 
paralleler  Ebenen,  welche,  wenn  a,  b,  c  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  sind,  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

K(x-a)  +  L(y-b)  +  ü#(z— c)=0 

cbarakterisirt  werden,  soll  das  Grund-System  heissen,  und  in 
Bezug  hierauf  werden  wir  die  positiven  Zahlen  K,  L,  M  die 
G rund -Coefficienten  nennen.  Endlich  sollen  die  positiven 
oder  negativen,  aber  stets  rationalen  Zahlen 

*0>    *i »    *sj  x4,.... ; 

^0»      ^1»      ^S»  ^3» 

f*o,    fr»    f**»     fr»  fr  

die  Ableitungs-Zahlen  genannt  werden. 

■ 

Anmerkung. 

Die  obige  Erklärung  eines  Krystalls  als  ein  System  einer 
gewissen  Bedingung  unterworfener  Ebenen  ist  hier  zunächst  nur 
aas  rein  mathematischem  Gesichtspunkte  und  mit  Rücksicht  auf  * 
die  folgenden  geometrischen  Betrachtungen,  denen  dieselbe  zur 
theoretischen  Grundlage  dienen  soll,  aufzufassen.  Rucksichtlich 
der  in  der  Natur  unter  dem  Namen  Krystalle  vorkommenden 
Körper  ist  es  nach  meiner  Meinung  die  Hauptaufgabe  fortwäh- 
render Beobachtungen  und  Messungen,  immer  mehr  und  immer 
genauer  zu  untersuchen,  ob  und  in  wie  weit  diese  Körper  oder 
vielmehr  die  sie  einschliessenden  Ebenen -Systeme  der  obigen 
Definition,  die,  wie  gesagt,  hier  zunächst  nur  als  Grundlage  rein 
mathematischer  Betrachtungen  Ober  solche  Ebenen -Systeme  die- 
nen soll,  entsprechen. 

Die  Gleichungen  der  Ebenen,  welche  ein  solches,  von  uns 
mit  dem  Namen  eines  Krystalls  belegtes  Ebenen -System  bilden, 
Vierden  jetzt  gewöhnlich  durch  die  sogenannten  Parameter  die- 
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« 

ser  Ebenen  ausgedrückt,  worunter  man  die  mit  ihren  gehörige» 
Zeichen  genommenen  Entfernungen  ihrer  Durchschnittspunkte  mit 
den  drei  Axen  von  dem  Anfangspunkte  oder  dem  Mittelpunkte 
des  Axen -Systems  versteht;  namentlich  bedient  sich  derselben 
Naumann  durchgängig  in  seinen  verdienstlichen  krystallogra- 
phischen  Arbeiten,  worüber  man  dessen  „Anfangsgründe  der 
Krystallographie.  Leipzig.  1854.  $.7.  S.  7."  und  „Ele- 
mente der  theoretischen  Krystallographie.  Leipzig. 
1836.  §.  14.  S.  17."  nachsehen  kann.  Ich  gestehe  aber,  dass  ich 
keinen  Grund  aufzufinden  vermocht  habe,  welcher  mich,  —  we- 
nigstens für  den  Zweck  der  folgenden  Untersuchungen,  —  zu 
dieser  Abweichung  von  der  in  der  analytischen  Geometrie  meistens 
gewöhnlichen  Darstellung  der  Gleichung  der  Ebene  hätte  bestim- 
men können,  da  die  gewöhnlichen  Coefficienten  sich  immer  leicht 
durch  die  Parameter  ausdrücken  lassen  und  umgekehrt,  ausser- 
dem aber  die  Einführung  der  letzteren  auch  zu  manchen  theore- 
tischen Bedenken  Veranlassung  giebt.   Ist  nämlich 

A-(*-a)  +  L{y-b)  +  üf(x-c)  =  0 

die  Gleichung  einer  Ebene  in  gewöhnlicher  Form  und  sind  p,  7,  r 
deren  Parameter,  so  hat  man  die  folgenden  Gleicbungeu : 

K(p  —  a)-Lb-Mc  =  Q, 

—  Ka  +  L(q  —  b)  —  Mc=*0, 

—  Ka  —  Lb  +  M(r  —  o)  =0 


oder 


Kp  =  Ka  +  Lb  +  Mc, 
Lq-Ka  +  Ut\  Mc, 
Mr=Ka  +  Lb  +  Mc, 


also: 


Ka  +  Lb  +  Mc  Ka  +  Lb  +  Mc  Ka  +  IJb  \  Mc 

p  =  K        ,   q  =  Z         »   r  =  M  ; 


folglich 


oder 


1     1  1 


p  q  r 


und  da  es  nun  hier  offenbar  immer  bloss  auf  die  Verhältnisse 
der  Coeföcienten  K,  L,  M  ankommt,  so  kann  man  für  dieselben 
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jederzeit  ohne  Weiteres  die  reciproken  Parameter  setzen,  wo- 
durch die  Gleichung  der  Ebene  die  Gestalt 


p  q  r 

erhält.    Schreibt  man  aber  die  Gleichung 

fl)  +X    —  6)  +  Af  (*  -  c)  =  0 

unter  der  Form 

Kx+Ly  +  Mi  =  Ka  +  Lb+Mc, 

so  ist  auch 

K*  Ly  Sit 

Ka  +  Lb  +  Mc    Ka  +  Lb  +  Mc  "**  A'a  +  Lb  +  Mc  ~  * 

also  nach  dem  Obigen: 

P  Q 

«reiches  die  Form  ist,  die  namentlich  von  Naumann  allgemein 
angewandt  wird.  Da  («6c)  bekanntlich  ein  Punkt  in  unserer  Ebene 
ist,  so  ist 

P     ?  +  r  ' 

was,  von  der  vorhergehenden  Gleichung  abgezogen,  wieder  die 
schon  vorher  gefundene  Form 

x  —  a     y  —  b     z — c  Ä 

  +  *       +  — -  =  0 

P         g  r 

giebt.  Man  sieht  also,  dass  die  Einführung  der  Parameter  statt 
der  Coefficienten  nie  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt.  Nur 
aber  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  der  durchgängige  Gebrauch  der 
Gleichung 

x     v  x 
-  +  -  +"  =  1 
P     9  r 

manchen  theoretischen  Bedenken  unterliegt,  indem  z.  ß.,  was  wir, 
ohne  auf  weitere  Erörterungen  uns  einzulassen ,  für  jetzt  nur  be- 
merken wollen,  unter  dieser  Form  die  Gleichung  einer  durch  den 
Anfang  der  Coordinaten  gehenden  Ebene  unmittelbar  gar  nicht 
enthalten  ist.  Ich  habe  also,  wie  schon  erinnert,  keinen  Grund 
gefunden,  von  der  in  der  analytischen  Geometrie  gewöhnlichen 
Bezeichnung  der  Gleichung  der  Ebene  abzugeben,  und  schiiesse 
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mich  in  dieser  Beziehung  ganz  an  Kupffer  an,  der  in  seinem 
„Handbuche  der  rechnenden  K  r  \  st  all  onomie.  Peters, 
bürg.  1831."  auch  durchgängig  die  in  Rede  stehende  gewöhn- 
liche Form  gebraucht,  und  nur  S.  483.  ff.  den  Zusammenhang  der 
gewöhnlichen  Coefficienten  mit  den  Parametern  nachweiset,  eben 
so  wie  vorher  von  mir  geschehen.  Ausser  Naumann  bedienen 
sich  unter  den  neueren  Krystallographen  der  Parameter  vorzug- 
lich Quintino  Sella  in  Turin,  der  in  seinen  trefflichen  Arbei- 
ten (Sülle  forme  del  boro  adamantino.  Torino.  1857.  — 
Sulla  legge  di  connessione  delle  forme  cristallioe  di 
una  stessa  sostanza.  Torino.  1850)  auch  vielfach  von  den 
Determinanten  Gebrauch  macht,  und  W.  H.  Miller  in  seinen 
eben  so  trefflichen,  durch  ihre  ganz  elementare  Haltung  sich  be- 
sonders auszeichnenden  Arbeiten  (On  the  an h arm o nie  ratio 
of  radii  normal  to  four  faces  of  a  crystall  in  oue  zone; 
and  on  the  change  of  the  axes  of  a  crystall.  Philoso- 
phical  Magazine  for  Fehruary  1857.  —  On  the  applica- 
tion  of  elenientary  geometry  to  crysallography.  Phi- 
losophical  Magazine  for  May  1857.  —  Crystallographic 
notices.  Philosophical  Magazine  for  July  1858.  —  On 
the  employement  of  the  guonionic  projection  of  tbe 
sphere  in  crystallography.    Phitos.  Mag.  for  July  1859.) 


Zunächst  wollen  wir  nun  untersuchen,  ob  es  für  einen  Kry- 
stall  nur  ein  System  von  Krystall- Axen  und  also  auch  nur  einen 
Krystall- Mittelpunkt,  oder  ob  es  mehrere  Systeme  von  Krystall* 
Axen  und  demzufolge  auch  mehrere  Krystall-Mittelpunkte  geben  kann. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt,  des- 
sen Coordinaten  in  Bezug  auf  das  primitive  Axen -System  der 
x,  y,  z  durch  /*,  gf  h  bezeichnet  werden  mögen,  ein  beliebiges 
neues  oder  secundäres  Axen -System  der  x' ,  y',  z' ;  dann  Gnden 
nach  I.  8)  zwischen  den  Coordinaten  xt  y,  z  und  x' ,  y' ,  z'  die 
folgenden  Gleichungen  Statt: 


(*-/■)  +  (y — 9)  c°s  (*y)  +  (*-*)  co* 
cos  (xx')  +  y'  cos  (xy')  +  z'  cos  (xz') , 

(x  —  f)  cos  (xy)  -f  (y  —g)  +  (z — h)  cos  (yz) 
=zx'  cos  (yx')  +  y'  cos  (t/t/)  +  z'  cos  (yz') , 

(x-f)ca»(zx)  +  (y—g)  cos(yz)  +  (:  —  //) 

z=X'  C08(ZX')  +  f/'cOS^/)  -f  l'cOS(xi'). 


§.  25. 
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Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit 

dann  mit 

C,   B,   A;  i 

endlich  mit 

B,   A,  tf; 

and  addire  sie  in  jedem  Falle  zu  einander,  so  erhalten  wir  nach 

II.  1),  2),  3)  auf  der  Stelle  die  folgenden  Ausdrücke: 

i 

1) 

N(x — f)  =  A\x'  cos  (arar')  +  y'  cos  (ary')  +  z'  cos  (xz') ) 
+  C{a:'  cos  {yx')  +  y'  cos  (yy')  +  z'  cos  (yz') } 
+  R  \  x'  cos  (:ar')  +  y'  cos  (zy')  +  z'  cos  (zz') } , 

iV(y-y)=  C{a:'cos(a;a:')+y'cos(ary')-f  z'cos(arz')} 
\T&\x' cos (ya:')  +  y' cos (yy')  +  z'  cos (yz') } 
+  ^  { x'  cos  (zar')  +  y '  cos  (zy ')  +  z'  cos  (zz')  j , 

N(z-h)  =  ÄU/cos(jrar')+y/cos(j:y/)+2/co8(j:z,)l 
+  A  |  x'  cos  (ya:')  -f  y '  cos  (yy')  +  z'  cos  (yz') } 
+    U'  cos  (zar')  +  y'  cos  (zy')  +  z'  cos  (zz') } ; 

wo  die  Symbole 

4,  »,        ^,  C 
immer  ihre  aus  1.21)  bekannte  Bedeutung  haben.  Es  ist  also  auch: 

iV(x— f)  =  { Jcos(a:a:')  +  Ccos(ya?')  +  cos(zar')}  a:' 
+  { &  cos  (*y')  +  Ccos  (yy')  +  B  cos  (zy') }  y' 
+  { 4  cos  (xz')  +  C  cos  (yz')  +  B  cos  (zz') }  z' , 

W(g—g)—  \  Ccos  (arar')  -f  3$  cos  (ya:')  +  ^  cos  (za?')  I  x' 
+  {  Ccos  (xy$)  -f  cos  (yy')  -f  ^  cos  (zy')  }  y' 
+  { Ccos  (arz')  +  2  cos  (yz')  -f  4  cos  (zz')  }  z*  f 

iV(z— A)  =  {Äcos(a:a:')+^co8(yar')-f  $  cos(zar')}*' 
+  {Bcos(a:y')+^co8(yy')+  cos(zy/)}y' 
-f  { B  cos  (arz')  +  ^  cos  (yz')  +  <£  cos  (zz') }  z'. 

Betrachten  wir  nun  eine  Ebene  des  Krystalls,  deren  Glei- 
chungen im  primitiven  und  im  secundären  Systeme  respective 
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*b(*-ao)  +  A>(y-*o)  +  j¥o(*-<ü)  =  0 

und 

Atf     -  ao') + Zo'  (y'  -  60')  +  W  (*'  -  co')  =  0 

sein  mögen,  wo  aot  00»  co  und  öo'»  60'»  co'  die  Coordinaten  eines 
und  desselben  in  dieser  Ebene  liegenden  Punktes  im  primitiven 
und  im  secundären  Systeme  bezeichnen  sollen,  so  ist  nach  2): 

iV  (oo  -  /)  =  I Ü  cos  {xx*)  +  C  cos  (yx9) + B  cos  (ix') )  ao' 

+{Ücos  {xy')  -f  Ccos  (yy')  +  B  cos  (zy') )  V 

+  {*  cos  (*t')  + Ccos  (yt')  +  £cos(xz')  |co\ 
k  >  » 

N  (60  —  y)  =   {  Ccos  (xx1) + B  cos  (yar')  4-  i4  cos  (tr') }  ao' 

+ 1  Ccos  (xy' )+  B  cos  (yy')  +  A  cos  (zyO  |  V 

+ 1  Ccos  {xx')  +  Bcos  (yz')  +    cos  {xx')  \  co' . 

2V(co  —  h)  =  |  Äcosfcx'H  4cos(y*')  +  $  cos  (z*') )  ao' 
-HÄcosfcry'H^cosCyy')  +  <£  cos  (ty')l  V 
+  {£cos(xz')+^cos(yz')  +  $  cos  (zz')  }<*'; 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  den  entsprechenden  Glei- 
chungen 2)  subtrahirt: 

N {x  —  aQ)  =  ( ü  cos  +  Ccos  (y*0  +  Ä  cos  (xx*) }  (*' — o0') 
+ 1 Ü  cos  (*y0  +  Ccos  (yy')  +  ß  cos  (zy') }  (y'  -  60') 
+  ( Ü  cos  {xx')  +  Ccos  (y*0  +  B  cos  («') }  (z'  —  c0 ') , 

iV  (y  —  6  J  =  |  Ccos  (x*0 + *  cos  (yx')  +  cos  {xx*)  \  {x4—  aQ') 
+ 1  Ccos  (ayO  +  »  cos  (yy')  +  ^  cos  {xy')  |  (y* — 6o0 
+ 1 C  cos  {xx1)  +  *  cos  {yx1)  +  y|  cos  («0  I  (*'  -  O , 

N{z  —  c„)  =  |  Äcos  (#*')  +  4  cos  (yx*)  +  <£  cos  (zarO }  {x*  —  a0') 
-f  {£cos(ary')  +A  cos(yy0  +  <£  cos  (zy')  I  (y'— V) 
+  |Bcos(j«0  +  ^co8(yz0+  <£ cos(zz')  }  (z'  — O; 

und  weil  nun 

k9(*-»o)  +  ^o(y-60)  +  Ar.(*-c0)=o 

die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  x,  y,  z  ist,  so  ist 
die  Gleichung  dieser  Ebene  im  Systeme  der  x4,  y',  z'  nach  den 
obigen  Formeln  offenbar: 
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(KQa  +  L0C+  M0B)cos  (xx4) 
+  (*oC  +  Z035  +  M0A)cos(yx4)  J      —  a0') 
+  (A'0i?  +       +  /V„tf)  cos(z*') 

(A\,Ü  +  L0C+  JV„Ä)cos(V) 

+  (K^B  +  i0i<  +  j|f  0tf)  cos  (zyO 
(A0it  +X„  C+MVB)  cos  (*z') 

also,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

v(*'-v)  +  vcy- V)  +  jro'fr'-ebO =©. 

welche  derselben  Ebene  entspricht,  vergleicht,  indem  GQ  einen 
gewissen  Factor  bezeichnet: 


oder : 


f     (K0*  +  LoC+M0B)co8(xx') 
*o'  =  Go  j  +(AoC+  Z*»  +  jlM)  cosCy*') 
'  +  (KQ  B  +       +  JH0i£)  cos  («0 

,     (JM  +  L0C  +  Af0ß)  cos(V) 
V  =  Go  I  +  (ÄoC  +  Z0»  -f  jtf0^)  cos  (yy4) 
'  -f  (JT0#  -I-  L0A  +       )  cos  (zyO 

r    (ÄoÄ  +  J^C  +  M0B)  cos  (a:z') 
^o'  =  G0  J  -f.  (ÄoC  +       +  j|f0<4)  cos (ytO 
(  +(IoÄ  +  i^  +  J!#otf)co8(x,0 


4) 

Äo  [*  cos  (xx4)  +  Ccos  (yj:0  +  B  cos(zar')]  } 
V  =  G0^  +  LolCcotiixx^  +  Xcosiyx')* Acosiix*)]  V 
+  Mo[Äcos(j:a:0  +  ^co8(yj:0+  tfcos(^0]  3 

Äo  [ Jl  cos  (xy4)  +  C  cos  ($y ')  +  B  cos  (zy*)]  1 

V=Go^  +  A)[Ccos(a:y)  +  ^cos(yy)+^co8(ryO]  >» 
+  M0  [B  cos  (*y0  +  A  cos(yy')  +  ff  cos  (zy*)]  3 

Ao[A  c«8  (»0  +  Ccos{yx*)  +  jBcos(zz')] 
^J#0'  =        +  Ir0  [C  cos  (arz')  -f  B  cos (yz4)  -f  «4  cos  (zx')] 
fü0[Bcos(.TzO  -r  ^cos(yzO+  tfcos(zz')] 
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Durch  den  Punkt  (fgh)  legen  wir  jetzt  drei  Ebenen,  deren 
Gleichungen 

r  K<ix-f)  +L'(y-g)  +  ;»'(*-*)  =0, 
5)  .  .  .  .  |  K"(j:-f)+L''(!,-9)+M«(z-h)=0, 
[  K»{x-f)-\  L«(y-g)+Mm{z-k)  =  Q 
sein  mögen,  un<J  nehmen  die  Durcbschnittslinien  der 

lsten  und  2ten,  2ten  und  3ten,  3ten  und  lsten 
dieser  Ebenen  respective  als  Axen  der 

x1,  y\  z1 

an;  dann  sind  nach  IL  38)  die  Gleichungen  dieser  drei  Axen  be- 
ziehungsweise: 


6) 


x — f  •    y — g    2 — h 

x—f  y—g  z— h  

VMT  -  M»La  -  ATE»  -  FMm  ~  FL"  -  I/'JT ' 

x—f      _  y—g  


Setzen  wir  nun  aber 

X'  =  Mcob(xx/)  +  CcoBiyx^  +  BcoBizaf), 
Y"  —  Ccos  {xx*)  +  *  cos  (y#0  +  A  cos  (zx*)  . 
Z,m  =  B  cos  {xx')  +  A  cos  (yx<)  +  «£  cos  (zx*) ; 

X'"  =  Jcos(ay)  +  Ccos(yy')  +  Äcos  (zyO, 
F- /"  =  Ccos  (xyO  -f  *  cos  (yy')  +  ^  cos  (zyO, 
Z'."  =  Ä  cos  (ory')  +  A  cos  (yyO  +    cos  (zy') ; 

A"*-'  =  Ü  cos  (xz*)  +  Ccos  (yz*)  +  B  cos  (zx1) , 
F".'  =  Ccosfcx')  +  »  cos(yx')  +  ^  cos(xi'), 
Z'".'  =  B  cos  GrV)  +  A  cos  (yz')  +  *  cos  (zz*) ; 

so  sind  nach  I.  23)  oder  24)  die  Gleichungen  der  Axen  der  x*t  y* , 
auch  beziehungsweise: 

x—f  _  y—g     z— A 


x  —  f     y— #      z— /< 

X"-'  ~~  Y'"-'  —  Z'"*' ' 
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und  es  ist  also  nach  6),  wenn 

G',",  GV,  GV 
gewisse  Factoren  bezeichnen: 

7) 

Ä<»  =  G't»  {VM*  -  M'L«) ,    Y',N  =  GV  {M'K"  -  K*Mn) , 
Z',»=:G't»(K'L»-L'K»); 

X»«^zG\m{L,tM»-M"Lm)t    Y",m=  G",M  {M"Km  —  K"  Mm) , 
Z\m  =  Gaym(K»Lm  -  L"Km)i 

XV  =  GVWM'-ltTL'),    F'V  —  GFSiNFV-K-M'), 
Z»,'=Gm,'{KmL'-LmK<); 

wo  die  Factoren 

G',a,   G«?,  GV 
aus  den  folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 

»   ••  (<£*)* 

=  {VW1  -  #'L")2  +(M'K"~K'M")*+(K'L"-L'K")* 

+%{VMN—M'L»)(M'K"—K4M")cos{xy) 
+T>{M'K*-K*M»)  {K'LU  -  VK»)  cos  (yz) 
+  1(K'Ltt  -  VK")  (L'M»-M'L»)  cos  (*r), 

=  {L"Mm—  M"Lm)%  +  (itf"Äw-Ä"ÜTO«+(ÄwLw-L"Äw)* 

+nL"M»-M"L»){M»Km-KnMM)co*(xy) 
+1{M"Km-  AT)<  K"Lm—  L"KM)  cos(yz) 
+2(M«-L*Ä^(L-'Jir-jir£«)ca.(ar),  - 

(g«v) 

=  {L"'M'  -  ATXO*  +  {M»K*-K'"M')*+{KmL'-LmKt)* 

+W»V-L»K*){L«M'-MmV)coB{zx). 
Theil  XXXIV.  U 
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Zur  Bestimmung  der  Winkel 

ixx') ,  {yx1),  (»0;  (*ar%  (wrO.         (**'),  (y=').  <»') 

hat  man  aber  nach  I.  32)  die  folgenden  Formeln: 

9) 

_AV'cos(;*)  +  r',»co8(yt)  +  Z',", 
co«  (xx*)  =  2v  » 

,    A  A™+r^os(*«)+Z'7"rcos(*r) 
cos  (.ry')  =  2v  » 

cos(iy)  ^XrcosC^-fycos^-HZV, 

C08 (^}  _  +  KV* ZVco»(yx) ^ 

co8(u#)  _  A»'  cos  {xx)  +  YV  cos  (yz)  +  Z"V 

* 

Zur  Bestimmung  von 

Ko*  *   -^o'»  Mo 

hat  man  nun  nach  4)  und  dem  Obigen  die  folgenden  Formelo: 

*o'  =  G0(K0X'/  +L0Y',»  +  di0Z',"), 
L0<  ^G^K«!? + M0Z",'»), 
jfr0'=  G0  (*<>*'",'  +  Z«  Y'V  -f-  M0Z<",<) ; 

oder,  wie  man  wegen  der  Gleichung 

*o'(*'  -  V)  +  W- V)  +  *V  (*'  -  cöO  =  0 
offenbar  kürzer  setzen  kann: 

10)  .  .  .  {  V  =  *o*V"  +  ^rV''  +  tfo2V''* 
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Sind  jetzt  die  drei  durch  den  Punkt  (fgh)  gelegten  Ebenen,  de« 
ren  Durchschnitte  die  Axen  der  x* ,  y't  z'  bestimmen,  drei  sich 
schneidenden  Ebenen  des  Krystalls  parallel,  so  ist  nach  §.24.: 

K'  =x'K,     V  =  k'Lf     JW  =p'M; 

K"=x"K,  L"=X"L,  jlf"=(*"Jlf; 
K,u=%itiKt  Lw=kwLf  M'«=ll<*<M; 

wo 

x',  V,  p';    x",  1",  p";    x'",  \4",  pw 
rationale  Zahlen  sind.   Also  ist  nach  7): 

11) 

=  gv  ay '  -  f*M")  lm  ,      F'," = <?',"  y  x"  -  x  y  o 

ZV'  =  6V'(*'A"-- 

z",'"  =  e'vw(»"i,w-ivojri; 
A"v  =  <?"'/  (xwy  -  ^ao  Liif ,  F"v  =  cv  y 'V  -  x" y>  ät. 

Z"7  =  G'",  V'A'  -  i'"x')  JX; 
wo  Cr',",  Cr*",'",  G"V  aus  folgenden  Gleichungen  bestimmt  werden: 

*  •  (*)' 

=(Ay/-fi/A//)*XÄitf*+  (/iV— xy02if  *iT*  +  (x'A"— A'x")2JT*L* 

-I-  2  (Ay — f*'*")  ({*'*"  —  *  V')  KLM*  cos  (ay) 
+  2  y  x" — xy 0  (*'*" — *'*")  il/cos  (yz) 
+  2(x'A"  -  IV)  (Xy  —  f4'il")XL*i>f  cos(*r), 


(g'v") 


=(X"^"'-^"ii"02^^+(M//Ä'//-Ä'V'/Oa^^a+(x//A'''-x/'x"0*^aX'4 

+2(i"fi"'-fA"A"0(^/^'//-*V'0^^,cos(jy) 
+2y/x'/'-x'y'0(*//i//'-^'j«///)^2^^co8(yz) 
+ 2(x"A'"-;i"x'")(;iV  "-p"V")KIßM  cos(xar), 


(JLY 


+ 2(A"y— f*'"*0  y"*'-x"y)  KLM*co8  (ary) 
+  2(|*"V— x'V)  Cx'"*'  -  k"'Kf)K*LM  cos  (y:) 
+  2(x'"A'  -  i'"xO  (i'V  -  f*"V)  Ä«Jlf  cos  (*r). 

14« 
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Weil  aber  nach  §.  24. 

ist,  so  ist  nach  10)  und  11): 

13) 

V  =  I  *<>  (*y  -  f*'A")  +  X»  (p'x»  -  x V")  +  Po  -  *'*")  I  G'fKLM, 
Weil  nun 

^(ÄV'-aV)  +  A^V-kV)  4  (*'*"- 

rationale  Zahlen  sind,  weil  ferner 

6V.  G'V, 
von  der  Lage  der  durch  die  Gleichung 

Äo(*-«b)  +  ^o(i/-60)  +  */0(:-c0)  =  Ö 

charakterisirten  Ebene  gar  nicht  abhängen,  also  für  alle  Ebenen 
des  Krystalls  dieselben  sind,  und  weil  es  endlich  nach  dem  Obi- 
gen auch  offenbar  verstattet  ist,  diese  Grossen  als  positiv  anzu- 
nehmen; so  sieht  man,  dass  man  fiir  alle  Ebenen  des  Krystalls 
setzen  kann: 

K1,  =  *l4.G,,''KLM,  £|'  =  X, ' .  G",mKLM1  Mx>  =y.x' ,Gm  JKLM\ 
Kt^Xt'.G'SKLM,  m=z)^.G\mKLMt  M%>  =  .Gm,'£LM; 
*,'  =  *,'•  G*,"KLM,    L,'  =  V-  Gn,*"KLM,    Mz*  =  \xj .  Gmt'KLM : 

U.     8.     W.,  • 

WO 

Ao'»  Aj',    Aj',  A4',....; 

Mo'»     f*l'>     fV>  fV» 

positive  oder  negative  rationale  Zahlen  sind.  Dies  fährt  unmittel- 
bar auf  den  folgenden 


1 
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0 

Satz. 

'  * 

Jeder  beliebige  Punkt  kann  als  Mittelpunkt  des 
Krystalls  angenommen  werden,  und  die  drei  Durch* 
schnittslinien  jeder  drei  durch  denselben  gelegter, 
drei  beliebigen  sich  schneidenden  Ebenen  des  Kry- 
stalls  paralleler  Ebenen  sind  Krystal I- A xen. 

Weil  nach  7)  und  10)  allgemein,  nämlich  für  jede  drei  durch 
die  Gleichungen  5)  charakterisirte  Ebenen : 

14) 

Lo'  =  G",m  \  Ko  (L"Mm  -  M"  V)  +  L0  (M"Km  -  K"  Mm) 

+  M0(K"L'"-L"K"'))t 

#0'=  Ga\'\Ko(LmM'-MmL')  +L0(MMK'-KmM'nM0(X"L'-LmK')  I 

ist,  und,  wie  schon  erinnert,  die  Grössen 

von  der  Lage  der  durch  die  Gleichung 

K0  (x  —  a0)  +  L0  (y — b0)  +  M0  {x — c0)  =  0 

charakterisirten  Ebene  ganz  unabhängig  sind,  so  würde  man,  um 
zu  prüfen,  ob  die  Durchschnittslinien  der  drei  durch  die  Glei- 
chungen 5)  charakterisirten  Ebenen  Krystall  ■  Axen  sind ,  nur  zu 
untersuchen  haben,  ob  es  drei  positive  rationale  oder  irrationale 
Grossen 

K,   L,  M 

»  ■ 
■ 

und  solche  positive  oder  negative  rationale  Zahlen 

*o'»  *s'»  x^',....j 

Xq1  ,    A| ' ,    k%  ,    A3 ' , 

Po'»     Ml'»     f4*'»     f*»'»  fU'»"*' 

giebt ,  dass 

K0{L*M"-M'L")  +  L0{M'X'-VM")  +  Jtf0(tf£''--L'r')==  VK, 
Kx  {L'M"-MiL")  +  £,  (AW-JFAf")  +  üf,  {K'L"—L,K")z=  x/K, 
K%{VM"-M*L")  +  I+WV'-VM»)  +  Mi{VL"-UK")=z  «,'K, 
K%(L4M"-M,L")  +  Li{MiK"-K'M")  +  jf#3(jr'Z/'~LM:'0 

U.     8.  W. 
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« 

ferner 

K0{L"M'a-M"LM)+L0{M"K'"-K"Mm)+M^ 

Kx  (WNm-M«Lm)+ L,  {Ml*Km—K"Mm) + Mx  (K"Lm-L"Km)=ll,l" 

Jir,(L"JIf»-jIf'^ 

U.     8.  W. 

endlich 

KoW'M'—  M'"V)  +  LQ{M'»K'-K"'M')  +  M0(K'"L'-L'"K')  =  fio'M, 
Kk  {L"'M'— MmL')  +  Lt(MmK*  -  KTM')  +  (AWL'  -  =  fi,  'M, 
K2{L"'M'  —MmL')  +  L*{M,nK'-KmM')  -f  M2{KmL' — Z/"JP) = pt'M, 

n.   s.  w. 

ist.  « 

§.  26. 

Unter  einer  Zone  versteht  man  einen  Inbegriff  von  Ebenen 
eines  Krystalls,  welche  sich  sämmflich  in  lauter  parallelen  Ge* 
raden  schneiden,  und  also  einer  und  derselben  Geraden  im  Räume, 
welche  die  Zonenlinie  genannt  wird,  parallel  sind.  Alle  einer 
und  derselben  Zone  angehörende  Ebenen  werden  tautozonale 
Ebenen  genannt. 

Zuerst  und  vor  allen  Dingen  müssen  wir  untersuchen,  welche 
Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  wenn  drei  Ebenen,  deren  Glei- 
chungen 

{  *o(*-<.o)  +  A>(#-6o)  +  M„(t-  co)  =  0, 
15)  ...  J  A",  r>_fll)  +  L^y-b,)  -f  Ml  (:-*,)  =  0, 

sein  mögen,  einer  Zone  angehören  sollen. 

Nach  II.  38)  sind  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinien 
dieser  Ebenen: 

& — qo»i    y — 6p>l  X — C0,t 

LqMi  —  M0Li     MqKi  —  Äq Mx  ~  K0LX  —  L0Kt ' 

x  —  ax,2   y  —  6«   z — clt% 


10) 


LxMt  —  MXK^ — KXM±  — 

L^Mq—  M^Lq     M<JCq  —  JEgAfo    A2L0 — 'L^Kq1 
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und  die  Bedingungen  der  Parallelität  dieser  drei  Linien  sind 
nach  I.  58): 

L»MX  —  MpLj  _  M0KX  —  K0MX  _  KpLt  —  L0KX 
Li —  Mxl^~~  Mx K2  —  KXM%  ~  K^  —  LnK./ 


17) 


LXM2—MXL%_  MxK%—KxNi  _  Kj^  —  LyK^ 
//2iV0  —  M-i  fjQ    AfjÄ^  —  K^Mq     K.jJjq — lt?Ko 


- 

Dass  das  dritte  System  aus  den  beiden  ersten,  Oberhaupt  jedes 
System  aus  den  beiden  anderen,  durch  blosse  Multiplication  folgt, 
übersieht  man  auf  der  Stelle.  Aber  leicht  lasst  sich  zeigen,  dass 
das  dritte  System  schon  eine  Folge  bloss  aus  dem  ersten  Systeme 
ist.  Denn  wegen  des  ersten  Systems  ist,  wenn  G  einen  gewis- 
sen Factor  bezeichnet: 

LiM.l —  MlL2—  G(L0MX  —  JH0LX), 
KXM2  =  G(M0KX  —K0MX), 
K\ &t  —*  Lx K%  —  G{KqLx  —  L0KX) ; 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

^0»     Lq»  $0 

raultiplicirt : 

K0LXM2 — KqMiL^  =  G{K0LQMX — KQMÜLX)% 

L0MlK2  — LqKx  M2  =  G  (LqM^  —  LoJgoAfj), 

iW^Lj — M0LXK2  =  G  (MqK0Lx  —  M0LqKx)  ; 

und  folglich ,  wenn  man  diese  Gleichungen  je  zwei  durch  Addition 
mit  einander  verbindet: 

( K0LX  -LoKx)  M2  +  (*iA>  -  Wo)  Nx  =-GM0  {K*LX  -LoKx), 
{MoKx  —KtNiiLt  +  iMtKt—KJUdLt  =  —  GL0  {M^KX  —  köMx ) ; 


L%M0 — M%Lq  =  —  (L<>MX  —  M(yLi ) » 
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Aus  den  Gleichungen 

hx  M%  —  MtLt  =  G  (LqMx  —  M0LX ) , 
Mx  Äj  - X,  iV2  =  6' (iV0Ä1  -  Xo^f, ) , 
A'j//2  —  l>i     =  G{KqLx  —  LqKi)] 


folgt  aber: 


also  : 


(M*+GM0)Lt  =  (I«  +  GZ*)  , 
(X*  +  6'Xo)  ü#t  =  (M%  +'f;ilf0)  Xt , 
(£a  +  GZ0)  X,  =  (X*  +  CXo)  Lt ; 

Af»  +  SAT0  =  [*+  <*Ln  =  M<t+GM0 . 
/^i  -Li  1/, 


folglich  nach  dem  Obigen : 

/>o  /T/0  —  ;V2  Z*      3/2  Xq  — ■  Xj  3/(>      Xj  Z*  — -  Z^X^ 
L0MX  —  iW0Li  "    ifloX]  —  Xoiffi      X,,!^  — Z,0X( ' 

wie  bewiesen  werden  sollte.  Man  siebt  also,  das«  aus  jedem 
der  drei  {Systeme  17)  die  beiden  anderen  folgen,  wovon  die  Not- 
wendigkeit auch  aus  ganz  einfachen  geometrischen  Gründen  auf 
der  Stelle  erhellet. 

Man  kann  die  Gleichungen  17)  in  der  Form  von  Proportionen 
auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

18) 

L0yW,  —  MQLX  :  M0KX  —  KqMx  :  KqLx  —  L0KX 
li\  M2  —  if/ |  Z>2  •  M\     —  Kx  /l/j :  X|  Z*j  — •  Z|  X^ 
=  Lj.l/o  —  M2L<>:  M2K0—  K^]U0 :  X^Z* :  I^Xq. 


die  drei  Ebenen  dem  Systeme  der  Ebenen  eines  Kry  stall« 
angehörig,  so  ist 

Xo  =  XqX,  L0  =  k^L,  iV0  =  faM ; 

X^XjX,  J>,=AiZr,  Mi^frM; 

X2=JcaX,  L.2  =  A,Z,,  Mt  =  u*M; 

also  nach  17): 

'  ^orh  —  Mi  _.  fr>*i  ~ *of*i  .  .  Mi— *o«i  f 
A|        f*i         f*i  *a  ~~  *i  f*a      xi  ^  ~™  *2 
19^        7  *i*»*— fr*»  _        —  *if*g  __  x,Aa— A,^  ^ 

J    ^2^*0      f*2^0        f*2*0      *2f*0        tj^o  ~~  ^2*0 
*tf*Q-Mo  _  f*a*0— *2fr)  __  X,Aq  —  A^Xq* 

*o**i  — Mi  Mi— Mi 
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oder: 

20)  ...  .     AqJ*,  —  fi^Xi :  figXj  —  Xoft! :  xi)Xl  — 

==*lf4« —  f*l*«:f*l*2—  Klf**1*!** — 

fr 

Unter  der  Voraussetzung»  dass  die  vorstehenden  Bedingun- 
gen erfüllt  sind,  sind  die  Gleichungen  der  Zonenlinie  die  Glei- 
chungen 16),  oder,  unter  Voraussetzung  eines  Systems  von  Ebe- 
nen eines  Krystalls: 

/  K.  (x    ffp,| )  _  L(y— 6n„)  _  ^(r  — Co,,) 
Vi  —  f*o*i      f*o*i  —  *of*i      *o*i  -  *o*i ' 


i  *if*«—  f«i*«~~  f*i*s--*i/*»  ~~*i*»  —  *i*s' 

flt,0)  =  L(y-6>H))  -_£*o); 
A«f*o     f*2^o     f*s*o    *af*o     *a^o   "  A»xo 


oder : 


x — aon   y  —  b0,t  z  —  cp,! 

■ 

 *  —  qi  »2   y— Qi.«  ^— c,^ 

<  ^ifMt— ^ii*«^  ^«^— A,««y 

(^iT^)   ^-^^<0)  ^i«ri^»y 

Die  Coordinaten  , 

Oo»i»  »o»i>  co»i  *   ai.*>  b\*%>  aM,  6,^,  ca,0 

bleiben  natürlich  willköhrlich,  da  man  sieb  die  Zonenlinie  durch 
jeden  beliebigen  Punkt  im  Räume  gelegt  denken  kann. 

Wenn  die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden 

* 

sind,  und  die  Gleichung  einer  Ebene 
23)  .  .  .  JM*-a0)  +  l^(y-&o)  +  Wo(*o-Co)=0 
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* 

ist;  so  kann  die  Frage  entstehen,  ob  diese  Ebene  eioer  Zone 
angehört,  welcher  die  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirte 
Gerade  als  Zonenlinie  entspricht.  Dies  wird  offenbar  der  Fall 
sein,  wenn  die  in  Rede  stehende  Gerade  und  die  in  Rede  stehende 
Ebene  einander  parallel  sind,  oder  wenn  eine  durch  den  Punkt 
(ff(A><\>)  der  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirten  Geraden 
parallel  gelegte  Gerade  ganz  in  die  durch  die  Gleichung  23)  cha- 
rakterisirte Ebene  fällt.  Nach  1.  58)  sind  aber  die  Gleichungen 
der  durch  den  Punkt  (a0bQc0)  parallel  mit  der  durch  die  Gleichun- 
gen 22)  charakterisirten  Geraden  gelegten  Geraden  offenbar 

op  _ y  —  60  _i—c0 
*    -    £    _  m  ' 

und  die  Bedingungsgleichung,  dass  diese  Gerade  ganz  in  die  durch 
die  Gleichung  23)  charakterisirte  Ebene  fallt,  ist  folglich: 

24)  KAT0  + £1^  +  111^0  =  0, 

welche  Gleichung  also  erfüllt  sein  rouss,  wenn  die  durch  die  Glei- 
chung 23)  charakterisirte  Ebene  einer  Zone  angehören  soll,  der 
die  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirte  Gerade  als  Zonen- 
linie entspricht. 

Die  Gleichung 24)  pflegt  man  die  Z  o  n  e  n  g I  e  i  c  h  u  n  g  zu  nennen  *). 


*)  Gewöhnlich  betrachtet  man  die  Gerade  22)  als  Diirchschnilis- 
linie  zweier  Ebenen  des  Kryslalls.  Sind  die  Gleichungen  dieser  beiden 
Kbenen 

h\  (*-*,)+ z,  (*-*,)  +  #,  (5-r,)=0, 

~  o *)  +  L *  (V  -      +  *a  O  ~  <•„)  =  0 ; 

ko  ist  zu  setzen  : 

ii ml  die  Zonengleinhung  wird  dann: 

h  o  (Z,  3t%  -  If,  Za)  -f  Z0  (Jf ,  K%  -  A",  3f%)  +  9f0  (Kx  L%  -  Lth\)  =  0, 

also,  weil,  insofern  die  Gleichung  23)  die  Gleichong  einer  Ebene  des 
Krystalls  ist, 

A'0=*<)A',  ZU=A0Z,  M0=.fi0M ; 
A'i  =x,  A',    Z,=A,Z,   ^f,  =  /*,.*P"; 

ist': 

*o  (*  i/*t  —  Px *»)  +  *o  0*i*s  —  * iMs)  +  /»o  (* l *i  —  * .  «s)  =  0. 

In  diesem  Sinne  ist  es  richtig,  wenn  Naumann  (Elemente  der  theo- 
retischen Kristallographie.  S.  48.)  sagt,  die  Zonengleichung  sei 
von  den  Grund -Coefficicnten  (Grund- Parametern)  unabhängig. 
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Sollen  die  drei  durch  die  Gleichungen  15)  cbarakterisirteu 
Ebenen  einer  und  derselben  Zone  angehören  können,  so  muss 
nach  24) 

air0  +  tLQ  +  VHMo  =  0, 
ÄJfj  +  £L,  +  Mlilf,  =  0, 
8A,  +  ££,  +  JIMT»  =  0 

sein.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber,  wenn  man  dieselben 
nach  der  Reihe  mit 

LXM% — MXL\,  L%M0  —  M^Lq,  LqMx  —  MQt\ 

multiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt,  die  Gleichung: 

25) 

^(L.üf.-ilf.L,)  +  K,  a»»0  -  MtL0)  +  Kt(L0lU,  -  MM  =  0, 
oder: 

26) 

LoiMtSt-KtW  +  I+'MA-XtVo)  +  **M>*i  -ÄoiW|)=0. 
oder: 

27) 

(*i  ^i-^i  *a)  +  Mv  (K*L0  -  L*K0)  +  M% (K^  -  Z,^)  =  0 ; 

und  jede  dieser  Gleichungen,  die  natürlich  nur  verschiedene  Aus* 
drücke  einer  und  derselben  Gleichung  sind,  muss  also  erfüllt  sein, 
wenn  die  drei  durch  die  Gleichungen  15)  charakterisirten  Ebenen 
einer  und  derselben  Zone  sollen  angehören  können. 

Für  Ebenen  eines  Krystalis  werden  die  vorstehenden  Glei- 
chungen : 

l  +    (**Fo — P**o)  +  *a (Vi  —  Mi )  =  0, 

2»)  J  AoO*i*s— *i^  +  M^^~^rO  +  ^(f**i--*of*i)=0> 
\  f*o(*i*»— *i*t)  +  MMo— W  +  f4(*o^— Vi)=0. 

§.  27. 

Wenn  wir  den  von  den  beiden  durch  die  Gleichungen 
/M*-  a0)  +  A>(y-60)  +  M0(i-c0)  =  0, 


29) 


f  «00-00)  +  /.0(3,-60)  +  Äo(2-c0)  =0, 
"*C  XJO-«i)  +  ^i(3r-61)  +  ^1(z-cI)  =  0 
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charakterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  durch  V0,x  be- 
zeichnen, und  der  Kurze  wegen 

30) 

+  2  (L0  Mx  -  M0Lt )  (M0KX  —  K^MX)  cos  (xy) 
+  2 (M0KX  -  Js>  A )  (ÄoL,  -  L0KX) cos (yz) 
+  2(Ä0L,  -  LoÄ,)  (LoM,  -  MQLX)  cos  (**) , 

31)  .   .   .  H0,x=aKoKx+XLoLx+<£M0Ml 

+  J         +  A^i)  +  B(M0KX  +  Äo^f,)  f  CiKoL,  +  J^/it,) 

setzen,  so  ist  nach  II.  25): 

32)  tang  ^«  =  ^4  i 

p 

und  ganz  eben  so  ist,  wenn  F0„'  den  von  den  beiden  durch  die 


33). .. 


Ko'  (x  -  a0')  +  L0'(y  -  60')  +  M0'(z-c0')  =  0 , 

Kx '  (x  -  ax ')  +  Lx'(y-  bx ')  +  Mx '(«-  c,  0  =  0 

charakterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  bezeichnet,  nnd 
der  Kürze  wegen 

34)  ,  , 

Fe,t'=(K0'Lx'-  W)*  +  (Lo'Ni'-Mo'LxV  +  Ä'X,'-Äo^i? 
+  2  (V*  *  -  Af0' ')  ( A% '  -  JCq'A  0  cos  (xy) 
+  2(JIf0'*i'-  *o'*V)  -  V*r)cos(y2) 

+  2(^-^0  (VA'-A'XiOcos^), 


gesetzt  wird : 

36)  .    .    .    .    .    .    tang  VM*=i*a%. 

■"O'l 

Also  ist: 

37)  .   .   .   tang  F«,,,* : tang  yM*  =  ^ij&L 

"0*1  "O'l 

oder: 
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38)  .   .   .  tangF0.,»:t«ngF0.I'«  =  -*H:C^l)'- 

Sind  nun  die  vier,  durch  die  Gleichungen  29)  und  33)  cha- 
rakterisirten  Ebenen  tautozonal,  so  ist  nach  17): 

K0LX  — LnKx         L0Ml  —  Mg  Li      MqKx  —  K0M} 

Kx  LJ  —  LVKJ  —  Li  M0'=MX      ~  MxKJ  - Kx  M0' ' 

KXL0'-LXK0'  ^  LXM0,—MXLÜ*  _  3/xK0' — KXM0'  . 

I 

also  durch  Mulfiplication : 

> 

ApL,  —  LqA',  /.0iW,  —  ÄfoLi         MpKt—  K0M\ 

Ao'JLj'-VAV  ~"  Lo  W-Mo  Li'  ~~  M0'kx'-K0'MX'' 

Folglich  können  wir  offenbar 

[  Ao^i  —  A»Ai  =  w*^o»i » 

39)  |  ^-MoL^UGm, 

und 

Lo'M^—  M0'LX'=  kG0tl', 
i*o'Ay-V^i'  =  /Go»i' 
setzen,  woraus  sich  ferner  nach  30)  und  34): 

41) 

/q*1  =  {  TO*  +  *2  +  /»  +  Vel cos  (a-y)  +  Ilm  cos  (yi)  +  2m tc  cos  (rr) }  Cr0il«, 
F0„  '=  { ro* + AH  -f  2A/cos  (ary) + 2/m  cos  foz) + 2mk  cos  (») }  Co,!*« ; 
also : 

und  folglich  nach  38): 

43)  .  .  .  «.ngF0.,.:UngF().I-=(|:i),!(|^)- 
ergiebt.    Also  ist: 

44) 

G  H 

täI.  ab«,  tang  Von  :  val.  abs.  tang  F0M'=  val.  abs.  7^ :  val.  abs.  tj~. 

"0*1  ™0>l 
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Geboren  non  alle  vier  Ebenen  dem  Ebenen  -  Systeme  eines 
Krystalls  an,  so  ist: 

45)  .  .  .  { 

l  Kx  =  xxKt    JLj  =  XxLt    Mx  =  ftM 

und 


Ao'=V*.  L0'=Xo'Lt  M0'=tto'M; 
Ay=*i'*.  *i'=fV*; 


46)  .  .  . 
wo 

*0>  ^O»  f*0»     *1»  f*l  »      *0*»  ^0**  f*0*5  ^i'»  f*l* 

rationale  Zahlen  sind;  also  ist 

ÄoL,  —  I^Aj  =  (jcoAj  —  Aox^AX  =m(?o,i » 

MoKx  —  ÄQiW,  =  (^ox4  —  xo^i)  ^Ä= lGo,i 

und 

Ayl*'  -Zo'J^^CxoV— V»iOn  =mG0,1', 

folglich : 

und  daher  ^7  ein  rationaler  Bruch. 

Fflr  H0tl  und  B0tl'  erhalt  man  nach  31),  38)  und  45),  46)  die 
folgenden  Ausdrücke: 

48)  .   .   .   Zf0,l  =  Jt0X|il^  +  V1»Xa  +  ^.tfÄ« 

+  (*or*i  +  *MALM 
+  (nox,  +  *ou,)  7?iWAr 

+  («oAi  +  Ao*i)  CKL 

und 

49)  Bto'=^*&+Ufh*&  +  tfH'*M* 

+  (W  +  f*oV)^*f 

+  (*oV  +  VxjOCA^Z,. 


- 
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also: 
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Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

MTV  ^*0»l  IGOfi' 

MA  =  =  — —   , — .  , 

/r r        m^o»i  roGV/  . 

»  *  • 

und 

< 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen  offenbar; 

A-=  ,   » 


ro»i 


und  : 


J!f= 
Aach  ist 

(*o*i  -  *o«i)  (*orh  -  f*o *i)  0*o*i  ~  *ofh)  (iTLüf)2  =  kirn  Gon  » 


ro>i 

— — ; « 


(*o'V  -  V*iO  (Vfh'-  f»o'Ai9 (#*0'*i'-*o>iO(*I'j«f )* = Mm  G0,i * ; 
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(KLM\ 
und 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

m        27ft  t  =  <*°*'  ~  *Q«i)  (X»r»i  ~        fro«i  —  «oft) 
0,1  A/ro 

und 

KU  TT    *  -        '  ~  Xq'*i  0  (*->i '  ~  f»»'*i  0  fro  «1 '  ~  Vf*i  0 
oi;  iio,i  —  ätz  » 


kirn 

so  wie: 


52)  ^0,1=atu^(^!^^), 

Vt-Mi    T  f*0*|-*of*i  *0A|— Mi    '  0,1 

und 

83)  r»,'=%v(1'w7<^!i:)'< 

setzen : 

*>  *.-*.-(4S9'. 

und 

■»  ^'=^-0*' 

also : 

Folglich  ist  nach  43) : 
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oder: 


57).  .  .  ^g^ttangFo^^^^^y. 


58)  ...  .  val.  abs.  taog  F0ll  :  val.  abs.  tang  F0,i' 


=  val.  ab«.  (i^Y :  val.  abs.  ^ , 
\wo»i/  io»l 


Cr 

und  es  wird  folglich,  da  nach  dem  Obigen  ein  rationaler 

Brach  ist,  das  Verhältnis  0,1 

Tal.  abs.  tang  F0>1 :  val.  abs.  tang  F^i' 

rational  sein,  wenn         ein  rationaler  Bruch  ist 

Wenn  das  Axen- System  rechtwinklig  ist,  so  ist  bekanntlich: 
4=1,  .2=1,   tf=l;   A  =  Q,   B=0,  C=0; 

also: 
und 

1 

Im  Allgemeinen  ist  bekanntlich: 

J*  =  sin/yx)*,    2  =  sin  (zx)*,   (£  =  sin  (xy)* 

und: 

^  =  cos  (zx)  cos  (ary) — cos  (yz) , 
2fr  =  cos  (xy)  cos  (yx) — cos  (zx) , 

C  =  cos  ( yx)  cos  (zx) — cos  (ary). 
Theil  xxxiv.  1:, 


Digitized  by  Google 


218  Gruner t:   Die  allgemeinsten  Gesehe  der  Krt/stallographfe 


Bezeichnet  min  tber  die  an  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
x,  y,  z  liegenden-  Winkel  der  tan  diesen  Theilen  der  Axen  ge- 
bildeten dreiseitigen  körperlichen  Ecke  durch  (A),  (F),  (Z);  so 
ist  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie: 

.  Y,_c**(y2)  —  cos(fa?)cos(gy)  A  

cos(A;_        B\u{2x)MAn{xg)        ~    8in(z*)sin(*y) ' 

_  cos  (zx)  —  cosCaqr)  cos  (yx)  B 

^   '~        sin  (xy)  sin  (yz)        ~~  sm(xy)nm(yz)' 

os  (Z) = C0B  fry)  - cos  (y»)  co*(«g)  c    _ . 

t  0  *  '  s\n(yz)8\n(xx)  ~  sin  (yz)  sin  (zx)  * 

also  : 

iA  = — sin  (xa)  sin  (*y)  cos  ( Af) , 
B  —  —  sin  (jry)  sin  (yx)  cos  ( F) , 
C  =  -  sis  (yz)  sin  (*r)  cos  (Z). 

Man  vergleiche  bei  diesem  Paragraphen:  lieber  die  Ra- 
tionalität der  Tangenten-Verhältnisse  tautozooaler 
Krystallfläehen  von  Naumann,  in  den  Abhandlungen 
der  mathematisch  -  physischen  Classe  der  Königlich 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Zwei- 
ter Band.    Leipzig  1855.   S.  506. 


§.  28. 

Ein  anderes  sehr  bemerkenswerthes  allgemeines  Gesetz,  wel- 
chem die  Winkel  tautozonaler  Ebenen  unterworfen  sind,  hat  neuer- 
lich W.  H.  Miller  in  der  schon  oben  angeführten  Abhandlung 
On  the  anharmonic  ratio  of  radii  normal  to  four  face» 
of  a  crystal  in  one  zone;  and  on  the  change  of  tbe  axes 
of  a  crystal.  (Philosop hical  Magazine  for  Febroary 
1857.)  bewiesen,  welches  wir  in  diesem  Paragraphen  in  anderer 
Weise  als  sein  Erfinder  beweisen  und  aus  unserer  im  Obigen 
entwickelten  allgemeinen  Theorie  ableiten  wollen  *). 

Es  seien  vier  Ebenen  gegeben,  deren  Gleichungen  wir  dnrcfc 

•)  Die  mit  Sternchen  im  Folgenden  versehenen  Nummern  der  For 
mein  beziehen  sich  nur  auf  diesen  Paragraphen.    In  den  übrigen  Para- 
graphen ist  der  Fortgang  der  Nummern  nicht  unterbrochen. 
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Ao(*-*o)  +  **<f  ^*b>  +  M0(z~Co)=;Q, 
Kx  (X  -  a,)  +  L,  (y-  6,)  +      (z-c,)  5=  0, 

[  ^(^-«s) +  X^(y-6i)  +  ^»('-c8)=0 

bezeichnen ,  und  die  wir  nach  der  Ordnung  dieser  Gleichungen  die 

Iste,  2te,  3teM  4te 
Ebene  nennen  wellen.   Die  von  der 

lsten  und  2ten,  2ten  und  3ten,  3ten  und  4tee,  4ten  und  Uten 
Ebene  eingeschlossenen  Winkel  mögen  der  Reihe  nach  durch 

Fo»i>    Fi»»»    FÄ,S,  V9JO 

bezeichnet  werden. 

Setzen  wir  dann  der  Kürze  wegen: 

2*) 

+  2(Lo^  -  jr0L,)<Af0*i  -  K0Ml) cos  (xy) 
+  2(Äf0Äi-Äo»i)(Äeti  -I*o*i)cos(yx) 
+  2(Ä0Z1  -I^XI)(J^iir1-lf0Ll)eo.(«r)> 

&i ,*  =  ( Ki  h%  -         + (X,  itf» — Mx  Xt)*  +  (Äf,    -  Ä! 
+  2  (Lx  üf3  ~  ^  Z^)  (i»!     —  Äj  ^«os 

+  2  Otf,     -  Kt  M*)  {Kx  I*  -  lt      cos  (yz) 

+  2(X,La  -Mi)  - ^a) (») » 

+  2(I*Jlfa— JITf  £,)  (Äyr,  -  Äa^f8)  cos 

+  2(JMt— AtAfs)  (*A  -Ms) 

+  2(jrat,  (X^-^aWco*^), 

+  2(Ls^/o  — ^aA>)  (JMo  — «M*o)  cos(.ry) 
+  2  (flf8ir0  —  KM  (KZL0  -  LsJTo)  cos  (yz) 
+  2(JSrsA>  -Mo)  (Igitf0-ilf,IÄ)co.(w) 


und 


G0 = MR0*+X*+*'i*MoHitAL0M9+*BM(J0+*  CA^ 
(?!  =ÜÄ'1H>5X1H«^/IH2^L1ylfl+2fiil#1Ar1+2CÄ'IX1 , 

61s=ÄÄ'sH»V+«^»H2/4L3^42ÄJ#5Ä's+2t>Ä'3/-3; 


I 
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so  ist  nach  II.  24) ,  wenn  N  seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat: 

« 

-'-•-Sä?-  w=ffe> 


s...Fs„»=  t-c-. 


also : 


sin  F0„*.siu  F„,s*  =?  -^^^Cj  • 

sin  Fm*.s.n  *a,0*  _  -q^S^  » 

folglich,  wenn  man  dividirt: 

sin  F0>l*.  sin  Fa>3g     ^p,i  &a,a 
'  *    '  sin  Tj^.sin  F8,0»~  Äi,aÄs^' 

Sind  nun  unsere  vier  Ebenen  tautozonal,  so  können  wir,  wenn 
Cx,t,  Cjk»  gewisse  Constanten  bezeichnen ,  nach  17)  offenbar: 

KXL^  —  L*\K*  =  ^»«(Xo^i  — A>^i)» 
X, iW4 -  Af^  =  C,  „ OMfi  -  ^i ) . 
itf !     —  Xj  ill a  =  Cm(iW0Äi  —  ^o^i); 

A/2ÄT5  -  JT2ilfa  =  C^,a  (iVo -  Äo  Mx ) ; 

Ä»i«o  —  L*Ko  =  ^s»o(Ä<)A  ' —  Av^i)» 
Laüf0 —  iM»L0  =  (^^(JjqMx  — M0LX), 
M-^Kq  —  K3MQ  =  Q  ,0(^0^1  — ^o^i) 
setzen,  und  nach  2*)  ist  dann  augenscheinlich: 

5*) 

£1*  =  C„«aÄo,i .    &2>*  =  ^»3*  ^on  •    ^0  =  tW^o»!  ; 
also  nach  4*) : 

sin  F0)|a.sin  Fg^*  

sin  F^.sio  Fs,0«  ^..««W 

woraus : 

£2  »3 


sin  Fq,!  sin  Fa,3  _   

6) sinF^sinF™-*«^ 


3'0 
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folgt,  wenn  man  das  Zeichen  immer  so  nimmt,  dass  die  Grösse 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  positiv  ausfällt. 

Gehören  nun  die  vier  Ebenen  einem  Krystall  an ,  so  ist : 

Äo  =  XoÄ,  L0  =  XqL,  iW0  =  f*o^; 
Kl  —  %lKt  Ijx  =z  ^L,  Mx—faM; 
Kt=xtK,  La  =  A^L,  Mt  =  ii2M; 
K%  =  x9K,    Li  =  l^L,    Ma  =  faM; 

also: 

ÄoL,  —  LoKt  =  (jcq^  —  Aox, )  KL , 
AT1LÄ-L1^  =  (xIA4-A1xa)KL, 
K%L$  —  LtK3  =  (x^Ag —  A^Xg)  KL, 
AfaL0  —  LjÄ'u  =  («s^— ijXo)  ATZ» ; 

L»Af,  —  ilfolt  =  (Vi  -  Mi)  ^ » 
L,  ilf2 — ^fj  L»  =  (Ä,  ^  -  f*j  A,)  LAf , 

£3  iW0  —  A/aL0 = (Ajfio  —  ft,^)  LA/; 
tf0  ,  -  AToilf,  =  Ol«,*,  -  wx)  MK, 

MiK*  -  KtMt  =  (p,x,  -  x,^)  iVÄ", 
M^Kq—  JfsA#0=(/»8x0— XsiiJMK; 

olglich  oach  dem  Obigen  offenbar: 


■A{x, 

—  fh*s 

_  f*i*s 

-*lf* 

Ml_ 

Ao*i 

—  Mi 

f*0*l 

-*of*i 

x2^3  — 

~  M3 

Xo^i  — 

*0*1 

^00*1 

-Ml 

-«ort 

X3A0 — 

^3*0 

.  Asfto 

—  f*8*Q 

—  *S**0 

Ml- 

AqXj 

—  Mi 

f*0*l 

—  *0f»l 

Also  ist  nach  6*): 

7*\    8in  Fo>i8in        =  •  (Mi  "MiKMs  —  Va) 
'    sin  FliÄsin  r8H)     * (*i*»—  A^foAo— AgM 

,  (loth  —Mi )  (*»f»a  ~~  Ma) 
(*i  f*2  —  Mi  *a)  (^sfo  ~  Ms*«) 

.  0*o«i—  *of*i)(f»s*3-*s^) 
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Bestimmt  man  die  Grössen 

*o' »    V »  Po' 

aus  den  Gleichungen: 

x0  =  V  (»i  *a  ~  h  *» )  ~  Po'     *s  -  Äi  f*») » 
*o  =fit,'a,ft,  -fh*s)  -  V  (*i*t— 

<*o = V  (f»i  *a — *iih) — V  (*i  f*s — t*M ; 

»o  ist,  wie  man  Jeicht  findet : 

*3  *0  —  *8*©  =  —  («1  *3  -  *l *a)  +  V*t  +  »»üVs)  J 

also : 

X^  —  A^  ^  ^  Xp^t  -f  ApU,  -f  fr/fr 

XjAo— A,Xo        *o'*s  + V*s  +  fo>a' 
Bestimmt  man  die  Grössen 

aus  den  Gleichungen: 

*a  =  V  («l    — *i  *« )  —  *V  0*i  *»  —  «I  f*3>  » 

fia  =  X2'(fh*-*ife)~*s  (lift—Ms); 
80  ist  ganz  eben  so  wie  vorher : 

x,  lt  -  Aj  x,  ==  -  (xt  A3  -  Aj  x,)  («,'  x,  +  A,' Aj  +  ^ ) ; 

also : 

XflA,—  Aax8  _    Xa^  -f  VA3  -f-  ftg'ju, 
x,A«— A,**       x^'xi  +  Aa'Ai  -f  fi«Vi* 

Folglich  ist  nach  7*) : 

8*) 

sin  F0l|  sin VM  _  -f lp%  +  ft/fr  »»  *a-r-V*a+/4V» 

sin  F,  *  sin  Fs#0 " *  Xo'x,  + V*s + ^ *        * V A,  +fit'^l 

oder 

9*) 

sin  F0>1  sin  F3,3  _  V*i-f  Ap^+fr/fH  .  *o'*»  -f  V*t  +  rk/ft» 
sin  F^sin  F„ö~  ±>4/»i+ V*i+P»'rH '        +  V*»  +  fVf»i ' 


■ 
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Was  nan  die  Bestimmung  der  Grossen 

V»  V.  H>  und         V.  \h! 

aus  den  obigen  Gleichungen  betrifft,  so  ist  darüber  Folgendes  zu 
bemerken. 

Wenn  man  die  drei  Gleichungen 

!*o  =  V  (*i*s  ~ *i*a)  -  f*o'  (f*i*s  ~  *i f*s) » 
*o = r*o'  (*i  1*3  ~  f»i h) — *o'  (*i  *a  —  h**)  > 

welche  zur  Bestimmung  von  x0',  A«,',  p,/  dienen,  nach  der  Reibe  mit 

Aif*a  —  Ms»   f*i*s  —  *if*3>  *i*3-*i*s 
multiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt,  so  erhält  man: 

«o  (*i  th  —  f*i  h)  +  *ü  (f*i  *3 — *i  f»s)  +  Po  (*i  *s  —  *i  *s)  =  0 , 

und  die  Bestimmung  der  Grossen  x0',  p0'  aus  den  drei  obi- 
gen Gleichungen  ist  also  nur  dann  möglich ,  wenn  vorstehende 
Gleichung  erfüllt  ist.  Dass  dies  aber  der  Fall  ist,  erhellet  auf 
der  Stelle.  Denn  weil  die  Iste,  2te,  4te  Ebene  tautozonal  sind, 
so  können  wir  nach  17) 

L1Mi--3ilLi  =  C,,s(/4o^fi  —  iVo^i)' 
Mt  A's  < —  Kx  3/3  r=  Cj  ,s  {M0KX  —  K0Hfj), 
K%Li  —  Xg     =  Ci  ,»  ( AT0L,  —  LqKi) 

setzen,  woraus  unmittelbar  . 
K0{LX  Ms-MM  +  I^Jf,  #Y,  -  Kx  AT,)  +  ^(ff,!*  -L,  ff,)=0, 
und  also  nach  dem  Obigen  offenbar  auch 

«o  (*i  f*3 — f»i  *3>  +  *o  (f*i  *3 — «l  f*s)  +  Mo  (*i  *3 — *i  *s)  =  0 

folgt,  wie  es  sein  soll.  Zugleich  sieht  man  nun  aber  auch,  das« 
sich  eine  der  drei  Grossen  x«/,  V>  Po'  immer  willkü'hrlich  anneh- 
men lässt,  mittelst  welches  Werthes  dann  die  beiden  anderen 
Grössen  so  bestimmt  werden,  dass  zweien  der  Gleichungen  10*) 
genügt  wird,  worauf  dann  die  dritte  dieser  Gleichungen  von  selbst 
erfüllt  sein  wird. 

Ganz  ähnliche  Bemerkungen  sind  über  die  drei  Gleichungen 
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|*s= V(*i*3  — *i*a)  — fV  (fh*8 — *ito)> 
= *a'  (f*i  *s — *i  (*») — V  (*i  H — fh  *s) » 
»reiche  cur  Bestimmung  von  x,',  I,',       dienen,  zu  machen. 

$.  29. 

*  * 

Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  bei- 
den Richtungen  einer  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  einschließt, 
wollen  wir  durch  er,  ß,  y  bezeichnen.   Setzen  wir  dann : 

Jf=ilcos«  +  Ccos/?  +  ßcoay, 
T=  C  cos  et  +  55  cos  0  -f  A  cosy, 
Z=/?cosa+^co80  -f  <£  cosy; 

so  sind  nach  1.  23)  die  Gleichungen  dieser  Geraden : 
aox  x  —  a     y—b      z  —  c 


Wenn  nun  ferner 
64)  .  .  .  Äo(ar-flo)  +  X^(y-6o)+Jlfo(z-co)=0 

die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  (ao60c0)  gehenden  Ebene 
und  (rnj)  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  obigen  Geraden  ist 
so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  jr,  n,  }  die  folgen- 
den Gleichungen: 

r— q     n  —  6  _  }—c 

-  r  —  T~ 9 


-   ^oCr-a0)  +  ^o(»-*o)  +  ^o(?-c0)=:.0; 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

65)  .  .  .  Z)0  =  Af0(a0--a)-|-.L0(60--  &)  +  ^ofa>— c) 
setzen,  die  Gleichungen: 

X—a     n— 6     f  — c 

A*  '  """" 


Ä»(T-a)  +  Lo  (»- 6)  +  ilf0(f  -  c)  =  D0 ; 
aus  denen  man  auf  der  Stelle : 
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66)  ;  v-b= 


,_c  A£  

'  t-KoX+LoY+NoZ 


erhält. 


Die  Entfernung  des  Punktes  (ftjj)  von  dem  Punkte  (a6c) 
betrachte  man  als  positiv  oder  negativ,  jenacbdem  der  Punkt  (rnj) 
in  Bezug  auf  den  Punkt  (abc)  als  Anfangspunkt  oder  als  Aus- 
gangspunkt in  der  durch  die  Winkel  o,  ßt  y  bestimmten  Richtung 
unserer  Geraden  oder  in  der  entgegengesetzten  Richtung  dersel- 
ben liegt,  und  bezeichne  mit  Röcksicht  hierauf  diese  Entfernung 
durch  u;  so  ist  nach  I.  18): 

««  =  (jr-  a)*  +  (»—©)*  +  (?  -  c)» 

+2(y-a)(t^)cos(Äy)-f2(o-6)(|-c)cos(^)+2(i--c)(jr--o)cos(M:), 

oder,  wenn  wir 


setzen : 

«•=  G*t        F»+Z«+2  XYcob  (*y)+2  FZ  cos  (yz)  +  2ZAcos(*r)  !, 

also  nach  1.  29) : 

67)  u*=G*N*,  u  =  ±GN; 

wo  sich  nun  fragt,  wie  das  Zeichen  zu  nehmen  ist,  was  man 
auf  folgende  Art  entscheiden  kann.  Man  nehme  zwei  durch  den 
Punkt  (a6c)  gehende  Azen  der  ©  und  tc  an,  welche  auf  der  durch 
den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden,  die  wir  als  Axe  der  u  be- 
trachten ,  senkrecht  stehen ;  so  ist ,  wenn  wir  uns  durch  den  Punkt 
(abc)  ein  dem  Systeme  der  (xyt)  paralleles  System  der  (x'y'x') 
gelegt  denken,  und  die  Coordinaten  des  Punktes  (jrnj),  auf  den 
sich  überhaupt  alle  Coordinaten  beziehen  sollen,  in  diesem  Systeme 
durch  r',       ?'  bezeichnen,  nach  1.  7)  offenbar: 

ti  -f  e  cos  (t«r)  +  w  cos  (unt) = jr'  cos  (ux')  -f  p'  cos  (uy')  +  }'  cos  («*') , 
also,  weil 

(up)  =  90«,   (wu)  =  90°  • 

und 
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(ux')=(xu)  =  a,   {v0')  =  (yu)  =  ß.   (uz')  =  («*)  =  y 

ist : 

u  =  jr'  cos  o  +  »'  cos  0  -f  }'  cosy. 
Nun  ist  aber  bekanntlich 

%=a+%',   n=6  +  n',   J  =  c  +  j' 

oder 

jr'=r— a,   n'  =  n— 6,  f'=j-c; 

also ; 

«  =  (*— a)cosa  +  (»— 6)cos/S  +  (j— c)cosy, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

«=  G(Acosa-f  FcosjS  +  Zcosy), 

also  nach  1.  33): 

68)  u  =  GN, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  man  in  der  Gleichung  67)  das  obere 
Zeichen  nehmen  muss.   Nach  66)  ist  aber  offenbar: 

r-  D° 

also: 


"  —  KoX+LoV  +  MoZ* 


oder  entwickelt: 


[  tf0(Ücosa+Ocos/3+Äcosy)  +  Z.0(Ccos«+Bcos|S+ Acosy)  1 

|  J/0(ßco8a+^cos/S+tfco«y)  I 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  also  die  Entfernung  des  Durch- 
schnittspunkts einer  Ebene  mit  einer  Geraden  von  einem  belie- 
bigen Punkte  (abc)  in  dieser  Geraden  bestimmen. 

Wenn 

i  K,(*-fi  +  My-0)  +  ilf!(*--A)=O, 

70!)'  *  ' i  ^-/)  +  ^iOr-rt  +  ÄW*-A)  =  o 

die  Gleichungen  zweier  durch  den  Punkt  (fgh)  gehender  Ebenen 
sind ;  so  sind  nach  II.  38)  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie 
dieser  Ebenen: 


x-f      =      y—g  _ 


z-h 


uiy 
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Bezeichnen  wir  die  ?oo  einer  der  beiden  Richtungen  dieser  Durcb- 
schoittslinie  mit  den  positiven  Theilen  der  Axea  der  xt  y,  t 
eingeschlossenen,  180°  nicht  Gbersteigenden  Winkel  durch  «t*, 
ßi*>  fi*  «nd  setzen 

IA1*  =  4co8a,,,+  Ccos/Slf2  +  B  cos  71,4, 
rt*  » Ccosc*,«* »cos ßlt%+ A cos yx„ , 
Z,*  =  Z?cosa1,2+^cos0,,«l  +  tf  cosy!*; 
so  sind  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  bekanntlich  auch : 

V 

^i»s 

und  man  kann  also,  nenn  Gli2  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

Yt  ,2  =  G  i  ,2  ( Mi  K%  —  KXM^), 

setzen.    Wird  nun  jetzt 
73)  ..  .  D0  =  A'0 (o0  — " A)  +  LQ (60— +  M> (co — *) 

gesetzt,  so  ist  nach  69),  wenn  jetzt  u  die  Entfernung  des  Punk- 
tes ifgh)  von  dem  Durchschnittspunkte  der  Durchscbnittslinie  der 
Ebenen  70)  mit  der  Ebene  64)  bezeichnet: 

74) 

 DojV  

Weil  bekanntlich 

N*  =  X,,s*+        +  Zll2»+  2A„2  F^cos^  +  ^F^Z^cos^z) 

+  2Za^jri^eos(2J:) 

ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  Glf%  die  Gleichung: 

76) 

m  M*-MxLj*+{Mx  K%- Kx  JUH(«i  L,- A  *,)* 
iV*=G   «1      +2(1*1^—^11^)  ^,^»)cos(ary) 

+  2(^,1*  -  L^)  (Li^fs  —  MxL^cos{uc) 
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Also  kann  man  nach  72)  auch  Xlt%,  flnden,  und  zar 

Bestimmung  von  «j,»,  ßltt,  yltt  hat  man  nach  I.  32)  die  folgen- 
den Formeln: 

Ylttcos(xy)^Zlf%cos(xx) 
coaam= —  » 

76) ...  |  coBß^»*0'^ 

_  Xl  ,2  cos  (z.r)  -f  Yx  ,g  cos  (yz)  + 
co8y,„=  ^  


$.  30. 

Von  vorzüglicher  Wichtigkeit  ist  die  Theorie  der  Zwillings- 
Systeme.  Wir  wollen  uns  eine  beliebige,  durch  den  Anfang 
der  xyx  gehende  Gerade  denken,  welche  die  Z  Willings- Axe 
genannt  wird,  und  uns  dann  vorstellen,  dass  das  Axen -System 
der  xyx  sich  um  die  Zwillings- Axe  als  eine  feste  Axe  gedreht 
habe,  bis  der  positive  Theil  jeder  der  drei  Axen  der  x,  y,  z  eine 
halbe  Kegelfläche  beschrieben  hat,  und  also  in  seiner  neuen  Lage 
mit  der  Zwillings -Axe  und  seiner  ersten  Lage  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegt;  nimmt  man  nun  die  positiven  Theile  der 
Axen  der  x,  y,  z  in  ihren  neuen  Lagen  als  die  positiven  Theile 
der  Axen  der  x' ,  y\  z'  eines  neuen  Axen -Systems  der  a^yV  an, 
so  heissen  die  beiden  Systeme  der  xyx  und  x'y'z'  Zwillings- 
Axen-Systeme  mit  einerlei  Anfang*).  Legt  man  aber 
durch  einen  beliebigen  Punkt,  dessen  Coordinaten  in  dem  Systeme 
der  xyx  durch  o,  b,  c  bezeichnet  werden  mögen,  ein  dein  Systeme 
der  x'y'z'  paralleles  Axen  -  System  der  x"y"z''\  so  heissen  die 
Systeme  der  xyx  und  x"ynx''  Zwillings- Axen-Systeme  mit 
verschiedenem  Anfang.  Solche  Axen-Systeme  wollen  wir 
nun  einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen. 

Die  180°  nicht  fibersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  bei- 
den Richtungen  der  Zwillings -Axe  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  y,  x  einscbliesst,  bezeichnen  wir  durch  a,  ß,  y, 
und  setzen : 

.    Ä=Ücosa  +  CcosjS  +  Z?cosy, 
77)  ....   j   F=Ccosö -f-Bcos/3-f- ^cosy, 
'   Z=  Bcosa  + Acosß  +  Ccosy. 

♦)  Man  vergl.  Naumann:  Elemente  der  theoretischen  Krj- 
stnllographie.    S.  62. 
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■ 

Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  positiven 
Theile  der  Axen  der  X* ,  y' ,  z'  mit  den  positiven  theilen  der 
Azen  der  x,  y,  z  einschließen,  bezeichnen  wir  durch 

(**').  (yx')t  (tx*);   (xy')t  (yy'),  W)i   (**).  ("') 
und  setzen: 

|  Xx =z ücos  (xx')  +  Ccos  (yx')  +  B cos  (zx') , 
78)  .  .  <  Ys=Ccoe(xx')  +  T$cos(yx')  +  Aco8(zx'), 
'  ZX  =  B  cos  {xx1)  +  A  cos  (yx')  +  <£  cos  (zx'h 

ferner : 

!A,=iIcos(*y')  +  Ccos(yy')  +  B  cos  (zy'), 
Yy  =  Ccos  (ary')  +  B  cos  (yy')  +  J  cos  (zy') , 
Zy  =  Äcos  (xy1)  +  J  cos  (yy')  +  *  cos  (zy') ; 

und 

!X%z=z$iw%(xz')  +  Ccos(yx')  +  i?cos(«1), 
F»  =  Cco*(xz')  +  »cos(.yr'^+  A  cos  (zz')f 
Zm  =  B  cos  (xz')  +  i4  cos  (yz')  +  tf  cos  (»')• 

Nach  1.  36)  haben  wir  zuförderst  offenbar  die  folgende  Gleichung: 

81)  .  .  .  .  iV cos  «  =  Ax  cosa  +  Ys  cos  0  +  Z,  cos  y. 

Ferner  sind  die  Gleichungen  der  Zwillings  -Axe  und  der  Axe  der 
x'  nach  I.  23): 

x      y       z  x       «  z 

2=J=Z   »ad    x  =  i  =  ^-; 

bezeichnen  wir  also  die  Gleichung  der  Ebene  dieser  beiden  Gera- 
den durch 

*r-f  *y  +  <*  =  0, 

so  ist 

aX  +BF  +  eZ  =0, 

a^,  +  6F,  +  tZ,  =  0; 

da  aber  in  dieser  Ebene  auch  die  Axe  der  x  liegen  soll,  deren 
Gleichungen  y=0,  z=0  sind,  so  muss  für  jedes  x  offenbar 
<Lr=0  sein,  woraus  sich  a=0,  und  daher 

i 
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s 

BF+eZ=0, 
lYz  +  eZ,  =  0 

ergiebt,  welche  zwei  Gleichungen  sogleich  auf  die  Gleichung 

82)  zrx—rzx=o 

fahren.    Aus  den  beiden  Gleichungen  81)  und  82)  erhält  man  leicht: 
(iV—  Xx)  Fcosa=(Fcos0  +  Zcosy)  F„ 
(iV— jy,)Zcos«=(Fcos|S+  Zcosy)  Zx; 

als6,  weil  nach  I.  33) 

Acoso+  Fcos/J-f  Zcosy =N 

ist: 

I  (iV-*cos«)  F,  =  (N-Xx)  Fcos«, 

83)  .  .  .  .  \ 

(  (N  -  *cos  er)  Z,  =  (iV-  *,)  Zcos  «. 

Nun  hat  man  aber  nach  1.  32)  die  Gleichung 

iVcos  (xx')  =  Xs  +  Fx  cos  (ay)  +  Z,  cos  (t:r) 
oder  # 

iV  1 1 — cos  (avr ') )  =  (N  -  Jf,)  —  F,  cos  (xy)  —  Z,  cos  (2*) ; 
folglich  nach  83) : 

fl(N-XcoBa)  { 1  —  cos (**')  | 
=  (N-  Xx)  \  N  -  [ X  +  Fcos  (*y)  +  Z  cos  (2*)  ]  cos  a  t , 
also  nach  I.  32): 

(JV—  X  cos  a)  { 1  —  cos  (**')  1  s  (JV—  ^T»)  sin  «*, 


v     2  (iV—  Xcos  «)  sin  Jte*')1 

£1  —  -Ax—   _._   2  . 


sina 


Verbindet  man  hiermit  die  Gleichungen  83),  so  erhält  man: 
jV-jf  - 2 (iy~* Acos tt) sin KJS*')f 

*  sina'  ' 

„  ^Fsin^ar^cosft 

„  2Zsini(ara?/)'cos« 
£x-  sln^  J 
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also,  weil  offenbar 

ist : 

85)  £r=2*cosa— 2V,    F,=2Fcosi*,   Z,  =  2Zcosa. 
Nach  I.  32)  ist: 

iVcos  ( yx')  =  Xs  cos  (*y)  \Y*\Z*  cos  (yz) , 
iV  cos  (zx*)  =  Jfx  cos  (zx)  -f  F,  cos  (yz)  +  Zx ; 
also  nach  85): 

N  cos  (yar  0  =f  2  { *  cos  ( xy)  +  F  +  Z  cos  ( yz)  I  cos  o — AT  cos  (*y) , 
Ntn9{zxi)  =2{Aco«(rar)+  Fcos(^)-f  ZJcosc—  iVcos(w); 
und  folglich  nach  I.  32): 

oos  2  cos  a  ces  ß  —  coe  (xy) , 

cos  (rxO  =2  cos  y  cos  <*  —  cos  (zar). 

Daher  ist: 

f   cos^O  =cos2o, 

86)  ....  \   cos(y.rO  =  2cosaco8/J  —  cos(xy), 

'    cos  (ix*)  =  2  cos  y  cos  a  —  cos  (zx). 
Ganz  eben  so  ist: 

87)  Xy—VXcosß,    Fj,=2Fcösj3— N,  Zi,=2Zcos/3 

■ 

uud 

[    css  (xyO  =  2  cos  ß  cos  ß — cos  (xs) , 

88)  ...  .   |    cos(yy)  =  cos2j5, 

v    cos(zy')  =:2cos0cosy-  e*a(yz); 

ferner : 

89)  JC,=Mcnay,    F.=2Foosy,  Z,-2Zcosy-iY 
and: 

(    c«(a?z0=:2co»ycoso;— cos(zsr), 
00)  ...  .  j   cos(yzO  oe  2 cos (3 cos y— cos(yz), 
4    cos  (zz')  =  cos2y. 


I 
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Also  ist: 

91)       (jry')  =  (y*0»  (y*')  =  (*y')»  (MrO  =  (xz*). 
Die  Gleichungen  der  Axen  der  x' ,  y* ,  z'  sind : 

s  9   x 

2Äcosa— iV  ~2Fcos«  ""SZcösV 

2Äcos0  =  2  Fcos/3-TV  =  2Zcos/T 

*      _     y   z  

i.Ycosy     2Fcosy     2Zcosy— iV* 

Weon  man 

cos2c  =  2cosa*— 1,    cos2/J  =  2cos0* -1,   cos2y  =  2cosy*— 1 
setzt,  so  findet  man  sehr  leicht: 

Ü  cos  (**')  +  Ccos  (y*')  +  Äcos  («') 
=  2  (Ä  cos  a  +  Ccos/J + Ä  cos  y)  cos  «  —  { ü  +  C  cos  {xy)  +  Äcos  (xx) }, 

Ä  cos  (;rr/0  +  Ccos  (yy')  +  J?cos  (zyO 
=  2  (A  cos  a  +  Ccos  ß  +  Äcos  y)  cos  ß  —  { Ü  cos       +  C+  J5  cos  {yz)  |, 

Ücos(arzO  +  Ccos(y*0  +  Äcos(zz') 
=  2(*cos«  +  Ccos/3  +  ficosy)cosy-|*cos(z*)  +  Ccos(yz)  +  B\; 

also  nach  77)  and  II.  1): 

ÜcoBixx')  +  Ccwiyx1)  +  Äcos(za?0  =  2J  Ccos« — iV. 
ücos^O  +  Ccos(yyO  +  Äcos(zyO  =  ZXcosß,  | 
Ü  cos  (xz')  +  C  cos  (yz')  +  iÄcos  (zz')  =  2  X  cos  y ;  j 

und  ganz  eben  so: 

Ccos  (xx1)  +  35  cos  (yx1)  -f-  /4  cos  (zo:') = 2  Fcos  o , 
Ccosfcry')  +»cos(yy)+^cos(zyO  =2Fcos/J-iV, 
Ccos  (xz1)  +  £  cos  (yz4)  -M  cos  (zzO  =  2  Fcos  y ; 

so  wie : 

Bcob(xx')  +  i4cos(ya?0  +  tfcos(zjr')=2Zcoso, 
Äcos  (xy 0  +  ^  cos  (.WO  +  *  co»  Oy 0 = 2^  cos  0 , 
ficos(#z')  +  Acoa(yz')  +  $  cos(xz')  =2Zcosy  —  A. 
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Also  ist  offenbar  nach  2): 

93) 

JS{x— a)=z(2Xcoatt— N)x"+2Xy"co8ß+2Xz"coBy, 
N(y— 6)=2Fr''co8a  +  (2Fcosj5-iV)yr+2Fx'/cosy, 

i 

iV  (r  —  c)  =  2Zx"  cos  « + 2Zy  cos  ß  -f  <2Zcos  y—N)z" ; 

und 

94) 

iVar=  (2ATco8o— iV)*,+2>Yy  cos /S+ 2  ATz' cos  y, 

A;y  =  2F*'cos«+(2Fcos0-iV)y+2Fs'co«y, 

iVx  =  2Z*'  cos«+2Zycosi5+(2Zco8y— iV)x'. 

Mittelst  77)  und  I.  32)  kann  man  aus  diesen  Formeln  entwe- 
der X,  F,  Z  oder  a,  ß,  y  ganz  eliminiren.  Dieselben  dienen, 
um  unmittelbar  von  dem  Systeme  der  xyz  zu  dem  Systeme  der 
x" ,  i/',  2"  oder  a:',  y' z'  überzugehen,  und  sind  ganz  allgemein 
für  alle  Coordinatensysteme  gültig.  Dieselben  können  jedoch  noch 
auf  eine  andere  Art  ausgedrückt  werden,  wie  wir  jetzt  zeigen 
wollen. 

Die  auf  der  Zwillings- Axe  senkrecht  stehenden  Ebenen,  von 
denen  man  die  durch  den  Anfang  der  xyz  gehende  besonders  her- 
vorheben und  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

95)  Uor  +  %  +  »lz  =  0 

charakterisiren  kann,  nennt  man  Zwillings  -  Ebe nen.  Wir 
wollen  der  Kürze  wegen 


\T-  w 

*  4 


96)  +»£«+tfni«+2CBir+2^£in+2Ä»l« 
setzen,  so  ist  nach  §.  19.: 

97)  .   .  •  cosa  =  <0Ä,    co8ß  =  <ß£,   cosy  =  &VH 
und 

!A  =  <5(ü«+ar+ÄOT), 
F=C5(CB  +  »£  +  Am), 
Z  =  (5(ÄH  +  ^f  +  <MI). 

Setzen  wir  nun  aber  der  Kürze  wegen: 

Theil  XXXIV.  10 
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so  ist  nach  93)  offenbar: 

100) 

x  —  a=  12— 1  ^  -ljr 


y-h=  2  ^  .t 

+  -  *        2 ' 

I 

t  2£(gK-f^C-KgOT) 
■•6 

+!äm(/?K+^cfjan)_|!;„ 

Auf  diese  Weise  sind 

z  —  a,   y — b,    i  —  c 
bloss  durch  die  Coefficienten  der  Zwillings -Ebenen  ausgedrückt. 


§.  31. 

Sei  jetzt 

101)  .  ..  Ko^-a«)  +  L0(y-  b»)  +  Mo(z-co)=0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (u060c0)  gebenden 
Ebene  im  Systeme  der  xyz,  welche  wir  nun  auf  das  System  der 
x"y"t"  ubertragen  wollen. 

Zu  dem  Ende  seien  a0",  b0" ,  c0"  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes (a0b0c0)  im  Systeme  der  x"y"z",,  dann  haben  wir  nach  100^ 
die  folgenden  Gleichungen  : 
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»0  —  «=     \I  ^  *}00 

f2  ^  c0  , 

.  Am(C*+7M+Am)rl, 

+  *  ^  c0  , 

4|i«(«yt«o_,|(b,, 

also  uach  lüü)  durch  Subtraction : 

r„„  l2?Ml«i«i_1|(,.0 

1 

+l2£(£2±|i±d?0_1)(,._V) 
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Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 

102)   K=    Ko(0H  +  C£  +  BV(l) 

80  ist  die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  x"yvzn ,  wie 
leicht  erhellet: 

103)   (2im-^)(^-o  , 

+(2rxr- L0+)(2,"-b0")  >  =o. 

+(2»ra-ji/ü*)(z"-o  ' 

Wenn  die  durch  die  Gleichungen  95)  und  101)  charakterisir- 
ten  Ebenen  Ebenen  des  Krystalls  oder  wenigstens  solchen  Ebe- 
nen parallel  sind,  so  ist: 

tf0=x0Af,   L0=AoL,   Mq  —  pqM', 

also: 

104)  VL  =    xo  (x&K  +  ACL  +  fitfJtf)  £ 

+  ^(xCK -{-  XXL  +  ft^^/)L 
-f  UviuBK+lAL  +  fi<£ß/)M 

und 

105)  ...  «6=    x4ÜÄa  +  ^M2  +  f*2^ 

+  2xlCff  £  +  IXpALM + 2(xxßJUK ; 
die  Gleichung  103)  nimmt  aber  die  folgende  Form  an: 

106)  ...  .      (2*tt-x0<6)  K(xN-a0tt)  \ 

+  (2m-x0+)L(!/"-b0n)  I  =0. 

+  Pr**-fv6)^(*"-0  / 

Wenn  das  System  der  (xyi)  rechtwinklig  ist,  so  ist  nach 
dem  Obigen,  weil  in  diesem  Falle 

4=1,   30  =  1,   tf=1;   A=0t   2?=0,   C  =  0 

ist : 

H  =  KÄo4£Lo+Jnilf0,   *  =  H*+£»-f  M«; 
also,  wie  man  leicht  findet: 


i 
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2H»  -  -M>  =  m«)  Xo  +  2ML0  +  22*m M0 , 

2or  ~L0'6=2ÄjCÄ0  +  (£*-nri-Ka)L0  +  2nnjfo, 
2»m  -  m04> = 2*111*0 + 2miLo + cm* -a«-**)  üf0 ; 

folglich  die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  xny"i"  \ 

107) 

+  mtK4  +  (&-VP-W)L0  +  UmM0\(y°-b0a)  [  =0. 
+  mmK0  +  2mL0  +  W2-#l--£t)M0 }(:"- c0ff)  ) 
ISach  104)  und  105)  ist  in  diesem  Falle: 

also: 

2xJJ— ^  =  x2x0K2+A(2xA0  — Ax0)La  +  fi(2«^0-  ftxjilf*, 
2  AM  —  V6  =  x(2Ax0-x^)  K*+  ^Ao^  +  ^A^-^ilf*, 
2p»  —  fto*  =  x  (2/tXo  -  x(uo)  ÜC»  +  A(2#tA0  -  Aft0)  Iß+^M  * ; 
und  folglich  nach  106)  die  Gleichung  der  Ebene: 

108) 

IxVHi (2xA<> -  Axo)L«  +   (2xfio ~ pxo)  M * }        - ci/)  i 
+  { x  (2Axo  -  xAo)  ÄH  +    (2A|u0  -  * X»)  M*  \  L(y"  -  60")  |  =  0. 

+  {x(2|*x0--x,*ü)XHA(2fiA0-A,i0)L*+f*%y!#*}^-  c0")  ' 

§.  32. 

Bezeichnen  wir  die  mit  den  gehörigen  Zeichen  genommenen 
Entfernungen  der  Durcbscbnittspunkte  der  durch  die  Gleichung 

109)  ...  K0(x-a0)  +  L0(y-b0)  +  M0(z-c0)z=zt) 

charakterisirten  Ebene  mit  den  Axen  der  x' ,  y' ,  z'  von  dem  ge- 
meinschaftlichen Anfangspunkte  der  Systeme  der  xyz  und  ar'yV 
respective  durch  ti©' ,  u0',  u>0';  so  haben  wir,  wenn  der  Kürze 
wegen 

110)  ....    Z)0  =  Äopo  +  Lq&o  +  JIVo 

gesetzt  wird,  nach  09)  und  78),  79),  80)  die  folgenden  Formeln: 
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"»  -KoXx  +  L0rx  +  MoZs' 

also  nach  85;,  87),  89): 


ivorau** 


D0N 

-  2  ( Äo *  +L0  F  +  M0Z)  cos  «  -  j^tf  ' 

,_  D0N  

v°  ~ 2 (K»X + LoY+MoZ) cos ß-LoN* 

tr,  A.'V   . 

w°  -2(K<>X+L0r+M0Z)co8Y—JV0N' 


2  (KoX  +  Z,0  V  +  M0Z)  cos  «  =  (J£o  +  %  N. 

2  (ir0Ä'+  L0  F+  Jtf0Z)  cos^  =  (L0  -f  ^)  A", 

2  (*„  A'  +     F-f  if0Z)  cos,  =  (Af0  +  %  N ; 

to0 


also : 


III)      cos«:cosiS:cosy  =  A:0+^?:A)+^:Jlfo  +  ^ 

iiq  r0  wo 

_*<U_L  .^o.l  .^?.JL 

~"/>o    wo'*/*)    ro' ' />o  +  W 

folgt. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Durchschnittepunkte  der 
durch  die  Gleichung  109)  charakterisirton  Ebene  mit  den  Axen 
der  x,  y>  z  von  dem  Anfange  der  xyz  und  x'y'i'  respective  durch 

*o>  »o»  w©;  so  ist: 

äd(ko— oq)  —  Loba—Moeo  =  0, 

-  Koao  +  Lo(vo—bo)  —  Mqcq  =  0, 

—  Äboo  —       +  Mo  (wo— co)  =0; 

also: 


Digmzea  Dy  vjuu 
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Xoao  +  Lobo  +  Moca  Do 
"°  =  ~KÖ  =SÖ* 

ATpap  -f-  Lobo  -f  Mqcq  A> 

Äbao  +  £o&o  +  Mqcg     Do  t 
=  Wo  =Wo' 

folglich  nach  III): 

11111  1 

112)     cos«:cosj3:cosy=-n+       :  -  +  -? :  —  +  — , 

M()       1*1      PO       »0     100  " 


Bezeichnen  wir  die  mit  den  gehurigen  Zeichen  genommenen 
Entfernungen  der  Durchschnittspunkte  der  durch  die  Gleichung 
10*.*)  cbarakterisirten  Ebene  mit  den  Axen  der  xa  ,  y" ,  t"  von  dem 
Punkte  (abc)  re*»pective  durch  wo",  vo" »  wo";  «o  erhalten  wir, 
wenn  nur  jetzt 

113)  .  .  .  /A)  =  iTo(oo— o)  +  Lo(6o— 6)-f  Mofa)—  c) 
gesetzt  wird,  ganz  eben  so  wie  vorher: 

*(KoX  +  LoY+  AfoZ)cos«=(Jr0+ 

2(ÄbX  +  loF-f-  M0Z)cosß=  (Lq  +  ~)N, 

»o 

2(JT0*  +  UY\ MoZ)  cosy  a=  (Mo+£l)N; 

tco 

also: 

114)  cosa: cos/?: cosy  =  Afo +  —      + ^  :^o  +  ^j»- 
Wir  *ind  folglich  berechtigt, 

cos«=Go(*0  +  ^),   cos^=6'0(Lo+^),  cosy=(?o(^0+ 

»*o  CO  ""<:> 

aho  nach  77): 

115) 

JT=  GotiKÄo  +  %  +  C(L0  +  ^S)  +  B(M0  +  ^)| , 

«o  *0  fto 

«o  "o 


Digitized  by  Google 


240  Gruner t:  Die  allgemeinsten  Gesetze  der  KrystaUographie. 
zu  setzen»  so  dass 

x 


110) 


*  (*o  +       +  C  (L0  +  § )  +  B  (M0  -f  jj) 

:  y  

C  (Ko  +  %  +  * ( A>  +  ~ I)  +  A  (Ai0  +  ^ ) 

«o  rO  Wi> 


die  Gleichungen  der  Zwillings- Axe  sind. 

Zur  Bestimmung  von  G0  bat  man  nach  I.  34)  die  folgende 
Formel : 

117) 

il(Ao  +  ^)a  +  »(^o  +  ^)a  +  tf(^o+#^  1 

»o  vO  ico 


+2C(^+0)(Lo  +  0) 

Weil  nach  dem  Obigen: 

J_  _  2 (iT0A'  +  L0  Y  +  M0 Z) cos ß—LöN 

1      2(jr0X+  L0  F+  M0Z)co8y-MQN 
»„""  Z>ö/V 


ist;  so  ist 


2L  +  1L  +  z 

»0  lco 


(A^X-hLftF-f  ^f0Z)|2(^cosa-f  Fcosfl  +  Zcosy)  — iV} 
woraus  sich  nach  I.  33)  die  bemerkenswerthe  Kelation: 
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,18)  '  •  *  ^'  +  V*  +  W'=         AT  ~ 

ergiebt. 

§33. 

Wir  kommen  nun  mit  wenigen  Worten  zurück  auf  deo  in  §.24.  auf- 
gestellten Begriff  eines  Krystall«.  Ob  dieser  Begriff  mit  dem  überein- 
kommt und  im  Einklänge  steht,  was  man  gewöhnlich  in  der  Naturlehre 
einen  Krystall  nennt,  kann  nur  durch  au  den  Krystallen  ange- 
stellte sorgfältige  Messungen  entschieden  werden,  welche  jederzeit 
den  Zweck  haben  müssen,  die  Coeflicienten  der  Krystall -Flächen 
oder  wenigstens  deren  Verhältnisse  zu  einander  zu  bestimmen. 
Messen  kann  man  aber  bekanntlich  au  den  Krystallen  mit  erfor- 
derlicher Genauigkeit  nur  die  Neigungswinkel  der  sie  bekränzen- 
den Ebenen  gegen  einander.  Also  wird  sich  die  hier  zur  Sprache 
kommende  Aufgabe  dahin  näher  bestimmen  lassen,  dass  man  aus 
solchen  an  den  Krystallen  vorgenommenen  Winkelmessungen  die 
Coefficienten  der  sie  begränzenden  Ejienen  oder  wenigstens  deren 
Verhältnisse  zu  einander  abzuleiteu  suchen  muss ,  eine  Aufgabe, 
die  natürlich  nur  eine  Auflosung  in  besonderen  Fällen  und  unter 
besonderen  Bedingungen  gestattet,  also  eigentlich  nicht  in  den 
Kreis  der  von  uns  hier  beabsichtigten  Betrachtungen  gehört. 
Jedoch  wellen  wir  in  den  beiden  folgenden  Paragraphen  ein  Paar 
solche  Fälle  einer  etwas  genaueren  Untersuchung  unterwerfen. 


§.  34. 

Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass  es  möglich  getvesen  sei, 
die  von  einer  durch  die  Gleichung 

119)  .  .  .  Ko(x-ao)  +  Lo(y-bo)  +  M0(z-co)  =  0 

charakterisirten  Ebene  mit  den  Ebenen  der  xy,  yz,  zx  einge- 
schlossenen Winkel,  welche  wir  durch  V0>xy,  Voty%,  V0t%x  be- 
zeichnen wollen,  zu  messen. 

Schliessen  wir  nun  alle  unsere  jetzigen  Betrachtungen  un- 
mittelbar an  §.  20.  an ,  setzen  demzufolge  wie  dort : 

^°  =±yf  *K*  +  »£„a  +  <S M  *  +  2CK0LQ  +  2ALo310  +  WMQK0 ' 

and  nehmen  nach  und  nach  an,  dass  die  zweite  in  §.  20.  betrach- 
tete Ebene,  welche  dort  durch  die  Gleichung 
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Äi  (*  -  *i )  +  A  (y  -  bi )  +  M i  (*  -  cx )  =  0 

charakterisirt  wurde,  die  Ebene  der  yz,  zar,  xy;  dass  also  nach 
und  nach 

=     Z,l=0,  itf,=0;  JT,=0,  Xj  =  l,  4=0; 

sei;  so  ist  nach  §.  20.,  wenn  ohne  irgend  welche  Beziehung  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 

*-*Vl  *-*Vl  «^*v? 

gesetzt  wird: 

cos  r0,y*  —  2y  * 

cos  r  «,,»*  =  -pf  > 

Ma  v     _  G.Gr»(BK0  +  AL.  +  <iMo) . 

COS  r0,xg —  ' 

oder  kürzer ,  wie  aus  §.  20.  unmittelbar  hervorgeht : 
cos  F0„s  =    *y    ,    cos  Fq,»,  =    ■        ,    cos  F0,^  =     ^  ; 
also : 

COS  F0,j„  ^COS  F0>>J  „COS  Fp.ry 

°  — & — *    « = — g~T"~ 9  ""=t*' — 

Nun  ist  aber  nach  I.  32),  wenn  aQt  ß0,  y0  dieselbe  Bedeutung 
haben  wie  in  §.  20. : 

X„  -f  Fp  cos  (jry)  -f  Z0  cos  (kt) 

COS  tto  — »  mr 


<o  __X,cos(:ry)  -f  F0  -f-  Z<>cos(y2) 
cos  Po  —  » 

-Xo  co»  («r)  +  F,  cos  (yz)  -f  Z0 . 
cos  y«  =  £  ; 

und  nach  §.  20. : 

K9iLa:M0  =  cosa0 :  cosjS0  :cosy0 , 
also  nach  dem  Vorstehenden : 
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/    X0  +  F0  cos  (xy)  +  Z0  cos  (zx) 
Kn :  L0 :  M „  =  J  :  *0cos  (xy)  +  F0  +  Z„  cos  (yi) 
f  ;  X0  cos (zx)  +  F0  cos  (yz)  +  Z,„ 

folglich  nach  dem  Obigen: 


:  ^e„»  (,s)  +  +  C08  <„> 

.  COS  Vn,y%        .  C08-Fo,*,  cos  F0i*y 

•       C08  (rjr)  +  — g^~cos  w  + 

Die  Gleichungen  des  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  auf 
•He  gegebene,  durch  die  Gleichung 

Ko  (*— a0)  +  L0  (y — 6„)  +  A#„  (:  -  c0)  =  0 
charakterisirte  Ebene  gefällten  Perpendikels  sind  bekanntlich 

_x  _  j/  2_ 

-^o        F0  Zu 

so  dass  also,  wenn  (x0y0z0)  ein  beliebiger  Punkt  in  diesem  Per- 
pendikel ist,  jederzeit 

a?0:y0:x0  =  X:  F0:Z„, 
also  nach  dem  Obigen 

cos  F0,y» ,  cos  V0,%j .  cos  Fowt9 
*.  ?/c»  s  2o  =       —   •  — /~  •  — 7^  

C*y»  Ixia  Ißxy 

ist;  und  da  man  nun  gewiss  immer  leicht  wird  beurtheilen  kön- 
nen, was  für  Zeichen  die  Coordinaten  des  Punktes  (xny0z0)  in 
dem  in  Rede  stehenden  Perpendikel  haben,  so  wird  man  mittelst 
vorstehender  Proportionen  immer  auch  die  Combination  der  Zei- 
chen beurtheilen  können,  mit  denen  man  die  Grössen 

Gy%,     G%X,  Gxy 

zu  nehmen  hat.  Bezeichnen  wir  aber  diese  Zeichen  -  Combination 
durch 

(_])«,      (-1)6,  (_1)C; 

so  können  wir,  da  es  hier  bloss  auf  Verhältnisse  ankommt,  nach 
dem  Obigen  für 

Gy% ,      fV-jr,  Gxy 

offenbar  respective 
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1  _   J   1 

(_l)a.öio(y2)'    (_f)b.gi„(z*)'  (~l)c.sin(a:y) 

setzen ,  und  erhalten  dann  nach  dem  Obigen  für  die  Verhältnisse 

K0:L0:M0 

den  folgenden  Ausdruck : 

1 20)  K0 :  L0 :  MQ  = 

(—  I)a. cos  yoiffz sin  (yz)  +  ( —  1)* .  cos  Vot%x  sin  (zar) cos (xy) 

+  (— l)'.cos  F0,xysin(^y)cos(M:) 
:  ( -  l)a .  cos  F0„,t  sin  (yz)  cos  (xy)  +  (—  1)*  .  cos  F0,a,  sin  (zar) 

+  (—  l)c .  cos  V0  ,Xxf  sin  (xy)  cos  (yz) 
:(-      cos  F0,ySsiii(yz)cos(zx)+(-l)*.cos  F0,axsin(*r)cos(yz) 

+  (-l)t.cosF0,J!/8in(jry). 

§.  35. 

Wir  wollen  jetzt  noch  kurz  das  in  nachstehender  Figur  dar* 
gestellte  Octaeder  betrachten,  welches  von  acht  Ebenen  begränzt 
wird,  von  denen  je  zwei  gegenüberstehende  einander  parallel  sind: 
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Die  Flächenwinkel,  welche  sich  allein  messen  lassen  und  im 
Folgenden  als  gemessene  Stücke  betrachtet  werden,  bezeichnen 
wir  durch  die  Kanten,  an  denen  sie  liegen,  indem  wir  über  die 
Bezeichnung  der  betreffenden  Kante  das  Zeichen  A  setzen. 

Fassen  wir  nun  etwa  die  Ecke  A  und  die  drei  in  derselben 
zusammen8tossenden  Ebenen  SAB,  SAD,  S'AB  in's  Auge,  so 
(iberzeugt  man  sich  leicht  von  Folgendem.  Der  Winkel  zwischen 
SAB  und  SAD  ist : 

A  A 
SA  =  SC 

Der  Winkel  zwischen  S'AB  und  SAB  ist: 

A  A 
AB  =  CD. 

Der  Winkel  zwischen  SAD  und  S'AB  ist: 

In  der  von  den  drei  oben  genannten  Ebenen  an  A  gebildeten 
dreiseitigen  körperlichen  Ecke  liegt  dem  Winkel  SAB  als  Seite 
der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  SAD  und  S'AB  gegenüber; 
also  ist  nach  der  sphärischen  Trigonometrie  und  dem  Obigen: 

A  A  A 

0  .  D     cos  (180°  -  SD)  +  cos  AB.  cos  SA 
cos  SA  B  =  — 


oder 


sin/tß.sin  SA 


A        A  A 
_  .  _     cos  AB. cos  SA  —  cos  SD 
cos  SAß  =  t  t  

~^.sin  SA 


sin  AB. sin  SA 
woraus  sogleich 


A  A         A  A       A  A 

.  f .  l-co8SDt-coBSA*-er>sA/?2+2.coFiSD.ca8SA.co8AB 

sin  SAB  =  ■  r  x  

A  A 
sin  AB  .810  SA 

* 

folgt,  in  welcher  Formel  man  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen, 
um  dieselbe  zur  logaritbmischen  Rechnung  bequem  einzurichten, 
bekanntlich  in  vier  Factoren  zerlegen  kann,  was  wir,  als  allge- 
mein bekannt,  hier  füglich  dem  Leser  überlassen  dürfen.  Ganz 
auf  ahnliche  Weise  ist 


- 
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t/  Ä  Ä  A  A       A  A 

"  1  -cos SA*-co& SB*-co» A />2  f  2.C08 SA.conSß. cos A D 


*'u\ASB=- 


s\\\SA 


SA.  s\o  SB 


Ueberhaupt  hat  man  nun  aber  auf  diese  Weiße  die  folgen- 
den Formeln: 

.  V^I-cos^-cos^-cos^^+axosÄÄcosS^xos^Ä 

suiSAIs^z-  ■—-  , 

A  A 
sin  AB.  sin  SA 

\f         A        ~Ä        ~A  A~   ~Ä  A 

.  ▼  l-cos6\ßa-cosÄC»-co8^ÄH2.co8SÄ.cos5C.cosi4Ä 

BinSt>A=  /\~  A  " ' 

s'mAB.BinSB 

A  —        —       -  - 

0„      V  l-C0SÄ^-COSÄÄ«-COS/</>«+2.C08iS^.C08ÄB.CO8ii/) 
MlKNi*G  =  —  

Bin  AD.  sin  SB 

4 

\f~      Ä~    "TT  "a     TT  7; 

.  ^D    V  I-cosÄC^-cosÄ/^-cos^Z^+IcosÄCcosääcos^/; 

smSLB—    -         •■  -; 

A  A 
B\nAD.B\t\  SC 

\f~       /'       "A                                 A  ~Ä 
.             ▼  l-eosÄ/^-cosÄC^-cosii^+i.cosÄÄcosiSCcosJÄ 
8Ui&LiJ  =  ■  —  —  —  — — —  f 

sirii4tf.sin£C 

i/"       Ä~   "TT     ~7T      "TT  ~Ä  Ä 

•  i?ji^>    *  1— co«Ä/)*-cosS/l*-cosylÄa-|-2.co8«SAcos.Sil.cosili^ 

MhA//f  » 

A  A 
sin  AB. sin  SO 

~A      ~7T      "Ä        ~Ä     Ä~  Ä 

*  I-cosSC'^osSÖ^-cos/IOa+^cosÄCcosSö.cos^O 

sin.NZ>^=:  —  t  —  — . 

A  A 
sin  AD. Bin  SD 

.  ejt^  V^l-cos^-cos^-cos^+^osAcosÄB.cosi)) 
simVi*>=  • — 


A  A 
sin  JÖ.  sin  S/i 


und 
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&\nASB=~~  yN        7;  » 

sin  SA. Bin  SB 

V^l-coaS^-cos^-cosiBH^.cosSB.cosskcosJB 

s'mBSC—  A"  A  » 

sin  SB. sin  SC 

\f\-co8sfa-co8sfo-co»A/P+2.co8SC.co8SD.co8A% 

conCSD=  /;        f~   » 

sin  SC.  sin  SZJ 

Vri-C08^-C08^-COS^^^2.C0S^X08^I.C08iA 

cos/)SJ=  ~  Ä        a  " 

s\nSD.»inSA 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen : 

W,*=:\fl-co8SA*— C08SB^C06ÄD*+2.C0BSA.C08s'b.C0BAb, 

HVc= \fl-coaSB*-co8SC2-coB  J/?H2 .  cosStf .  cos^C.  cosi& , 

Wcd  ==  V^l  -cos  SC«- cos  $b*—coaA'b*+'2 .  cos  s£\  cos  SZ).  cosi/>, 

IFai=  V  1— cosSZ>*— cosS  J*  -cos A B*i  2 .  cos SD.cobSA .co»AB; 
ist: 

sin  Sri    =  >^r<f° — A  •     sinSBJ  = 


A         A   A  A 

sin/iß.sin  SJ  BinAB.sinSB 

sin  SBC  =  a  ,    sin  SCB  =  1 


-T   T     »        »III  C»^i>  =  . 

A         A  A 


sin^D.sinSB  sinJß.siii  ^C 

sin  SC/)  =  /F*c    A  ,     sin  SZ)C  =        1  ? ' 


L.  sin  SC  sin  AB. 


sin  JB. sin  SC  sin  AB.BinSD 

— Ä  A*'    sinSJZ>=  — 

mAD.B'mSD  smAD.HinSA 


sin  SZ)J  =  A         A- ,    sin  SJ0  = 

und  : 


sin  ASB  =  —  —  ,  sin  BSC  =      f  f 

sin  SA .  sinStf  sin  SB .  sin  SC 

sin  CSD  =  — r" '  **n  DSA  =  - 

A        A  A  A 

sinSC.sinSD  sinSA).  sin  S/l 
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Hiernach  und  nach  der  ebenen  Trigonometrie  ist  nun : 

Wäa  sin  Sli 

SB=SW»  A  ' 

sin  SA 

A  A 
c/>     Wah  sin  SC  CJ»     Wab.Wda  sin  SC 

H  crf  A  If  6c.  Wcd  A 

sin  SÄ  sin  SA 

IFa*  sin  SD 

SD-w;A'     TT  *  ' 

sin  S*4 


und 


A  A 
.ß     IVaA  sin^/?   _^  IF^  sin  AD 


.sin  SC 


A         '  -  Herf  A, 

sin  Äil  sin  S,4 

folglich  offenbar: 

Ä/l:5ß:SC:S/):/IÄ:/IZ) 

A  A 
=  IF*C.  FFcrf.sin5/l:  IV«*.  1^«. sin  SÄ:  Wd:  Wab 

A  A  A 

:  Wd.  Wfte.aioSXI:  Jf'.».  Wd.sin^Ä:  mc.  fFda.sin^. 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  die  Verhältnisse  der  Linien 
SA,  Sß,  SC,  SD,  AB,  AD  berechnen,  und  findet  dann  auch 
leicht  die  Verhältnisse  der  Halbaxen  AO,  BO,  SO,  weil  nach 
einem  bekannten  Satze: 

4.  JÖ2  +  4.5Ö2  =z2.ÄB*  +  l2.ÄD*, 
i.ÄO*  +  A.SÖ*  =2.ST2  +2.  SC«, 


4.  Zf02>4.  SO2  =2.SÄ2  +  2.S/>* 
ist,  woraus  sich  ferner  leicht  ergiebt: 


4 .  A O*  =  AB1  +  ^l/)2  +  S.42  -  SB*  +  SC2— SD2, 
4 .  tfÖ2  =  itf2  +  AD*  -  SÄ*  +  Sß2  —  SC2  +"S7>2, 
4 .  SO2  =  -  AB*  -  AD*  +  SÄ*  +  Sß2  +  SC 2  +  SZ)2 . 

* 

Die  von  den  Axen  eingeschlossenen  Winkel  kann  man  nun 
aber  offenbar  auch  leicht  berechnen. 


Bf  rirhtigung.    S.  188.  Z.  13.  und  14.  v.  u.  statt  ..Gleichung1'  «.  in. 

„Gleichungen. 
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XII. 

Privatleistungen  auf  astronomischem  Gebiete.  Ein  Vor- 
trag gehalten  bei  der  feierlichen  Sitzung  der  kaiserlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  am  30.  Mai  1859. 

Von 

Herrn  Karl  v.  Littrow, 

wirklichem  Mitgliede  der  Icniserl.  Akademie  der  Wiuentchaften. 


Wenn  eines  unserer  ausgezeichnetsten  Mitglieder  im  Auslande 
einmal  mit  vollem  Rechte  hervorhob,  dass  die  Astronomie  mehr 
als  irgend  eine  Wissenschaft  der  Unterstützung  von  Seite  der 
Mächtigen  der  Erde  bedarf,  dass  glänzende  Epochen  in  der  Ge- 
schichte der  Sternkunde  sich  grossentheils  auf  den  besonderen 
Schutz  zurückführen  lassen,  den  Fürsten  ihr  geschenkt,  so  kann 
man  andererseits  auch  behaupten,  dass  solcher  Schutz  keinem  an- 
dern Fache  in  gleichem  Maasse  wirklich  zu  Theil  wurde  und  dass 
die  Regenten,  deren  ausnehmender  Gunst  die  Astronomie  dank- 
bar zu  gedenken  hat,  den  regsten  Antheil  nahmen  an  den  von 
ihnen  hervorgerufenen  Fortschritten.  Fragt  man  nach  der  Ursache 
dieser  Erscheinung,  so  findet  man,  dass  dieselbe  eben  nur  die 
einzelne  Aeusserung  eines  überhaupt  weit  Ober  die  Männer  des 
Berufes  hinaus  verbreiteten  Interesses  ist,  welches  unsere  Wis- 
senschaft von  jeher  kennzeichnete  und  eines  ihrer  wirksamsten 
Fürderungsmittel  war.  Gestatten  Sie  mir  heute  diese  Ansicht  zu 
begründen,  und  den  wohlthätigen  Einfluss  nachzuweisen,  den  völ- 
lig freiwillige  und  unabhängige  Pfleger  der  Astronomie,  die  in 
dein  Fache  eben  nur  eine  Lieblingsbeschäftigung  suchten,  durch 
ihre  eigenen  und  die  Arbeiten  ihrer  Gehülfen  auf  die  Entwickeluug 
dieser  Wissenschaft  genommen  haben. 

Die  socialen  Verbältnisse  der  älteren  Vorzeit  sind  so  ver- 
schieden von  den  unseren,  dass  es  oft  grosser  Schwierigkeit  un- 
terliegen würde  zu  entscheiden,  ob  ein  Gelehrter  Privatmann  in 
der  heutigen  Bedeutung  des  Wortes  war.  Die  Biographien  be- 
rühmter Männer  jener  Epochen  gehen  überdies  selten  auf  ihre 
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Lebensumstände  näher  ein  und  enthalten  gewöhnlich  eben  nur 
die  Geschichte  ihrer  Leistungen.  Endlich  bilden  diese  Leistun- 
gen nur  zu  häufig  Glieder  aus  der  Kette  menschlicher  Forschung, 
die  zum  Ganzen  erforderlich  tvarcn,  aber  längst  ihren  Werth  an 
sich  beinahe  verloren  haben.  80  wollen  wir  denn  unsere  Blicke 
zunächst  der  neueren  Zeit  zuwenden  und  auf  frühere  Jahrhunderte 
nur  gelegentlich  oder  insoferne  Rücksicht  nehmen,  als  es  der 
Zusammenbang  unserer  Betrachtungen  erfordert. 

Zu  den  Hauptstutzen  unserer  heutigen  Annahmen  Ober  die 
Dichte  des  Erdkörpers  gehören  die  Experimente  von  Henry 
Cavendish,  dem  Sprössling  eines  der  edelsten  und  begütertsten 
Geschlechter  Englands  der  sein  ganzes  Leben  der  Wissenschaft 
gewidmet,  ohne  je  eine  öffentliche  Stellung  anzunehmen,  „der 
reichste  unter  allen  Gelehrten,  und  wahrscheinjich  auch  der  ge- 
lehrteste unter  allen  Reichen",  wie  Biot  ihn  bezeichnet  Die 
Apparate  und  Methoden  aher,  welche  Cavendish  in  Anwendung 
brachte,  waren  ebenfalls  von  einein  Volontär  der  Wissenschaft 
Rev.  John  Mich  eil  erdacht.  Was  Cavendish  noch  allenfalls 
zu  wünschen  übrig  gelassen  hatte,  lieferte  Francis  Baily,  sei- 
nes Zeichens  ein  Geldmäkler,  durch  eine  wahre  Musterreibe  von 
Versuchen,  die  mit  bewunderungswürdiger  Ausdauer  und  Umsicht 
Jahre  lang  fortgesetzt  wurden  bis  sie  die  nöthige  Genauigkeit 
erreichten.  Einige  Jahre  früher  hatte  gleichfalls  F.  Baily  auf 
äusserst  mühsamem,  aber  allein  untrüglichem,  experimentellem 
Wege  die  richtige  Methode,  durch  l'endelbeobachtuiigen  die 
Schwere  zu  bestimmen,  festgestellt,  und  durch  Berechnung 
der  Messungen,  die  der  unglückliche  Capt.  Foster  nach  Baily 's 
Vorschriften  am  Bord  des  Chanticleer  im  Jahre  1831  angestellt 
hatte,  einen  wichtigen  Beitrag  zu  diesem  Zweige  der  Astro- 
nomie geliefert.  —  Die  ersten  gelungenen  Fallversuche  rüh- 
ren von  einem  wohlhabenden  Dilettanten  —  ich  nehme  diesen 
Ausdruck  im  ursprünglichen,  etymologischen  Sinne  —  von  J.  F. 
Benzenberg,  der  zwar  später  durch  wenige  Jahre  eine  Pro- 
fessur versah,  bald  aber  seine  Freiheit  dem  Berufsleben  wieder 
vorzog. 

Die  an  sich  nicht  glückliche,  aber  immerhin  sinnreiche  und 
als  Anregung  zu  wichtigen  Arbeiten  folgenschwere  Idee,  den 
Dimensionen  des  Erdkörpers  das  Grundmaass  der  Längen  zu 
entnehmen,  ging  zu  Ende  des  siebzehnten  Jahrhunderts  von  Ga- 
briel Mouton,  Chonneister  in  Lyon,  aus.  Rev.  Richard 
Sheepshanks,  ein  Liebhaber  der  Astronomie,  stellte  nach  Bes- 
sel's  berichtigenden  Ansichten  über  diesen  Gegenstand  8**500 
mikrometrische  Messungen  an,  um  die  englische  Längeneinheit 
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xu  bestimmen.  Dan  Standard -Yard,  welches  unsere  Akademie 
vor  Kurzem  von  der  englischen  Regierung  zum  Geschenke  erhielt, 
ist  eine  Frucht  dieser  fiele  Jahre  langen  Arbeit. 

An  Beobachtungen  von  Verfinsterungen  der  Sonne,  des  Mon- 
des und  der  Jupitersatelliten,  von  Sternbedeckungen,  Berechnungen 
geographischer  Längen  und  Breiten  verdanken  wir  Laien  so  vieles, 
dass  wir  hier  nur  einiger  hervorstechenden  Leistungen  Erwäh- 
nung thun  können.  Kev.  Thoraas  Catton  in  Cambridge  über- 
wachte blos  aus  Liebe  zur  Sache  den  Himmel  in  Bezug  auf  die 
eben  genannten  Phänomene  durch  einen  Zeitraum  von  vierzig 
Jahren  so  sorgfältig ,  dass  der  k.  Astronom  G.  B.  Airy  die  grosse 
Arbeit,  diese  Beobachtungen  zu  sammeln  und  der  Rechnung 
zugänglich  zu  machen,  unternahm,  und  die  k.  astronomische  Ge- 
sellschaft in  London  die  Kosten  der  Publication  bestritt.  In 
ähnlicher  Weise  wirkten  Hofgerichtsrath  von  Heiligenstein  in 
Mannheim,  Colonel  Beaufoy  in  Bushey  Heath,  Consistorialrath 
Hü  Ismann  in  Elberfeld,  Amtmann  Bayer  zu  Hradisch,  Ferd. 
Freiherr  von  Ende  zu  Celle,  Erblandmarschall  Graf  von  Hahn 
in  Remplin,  Professor  Hallasch ka  in  Prag  und  unzählige  andere 
Liebhaber  der  Astronomie.  —  William  Galbraitb,  Privatlehrer 
der  Mathematik  zu  Edinburg,  gab  im  Jahre  1837  den  Anstoss  zur 
Wiederaufnahme  der  Vermessung  von  Schottland  durch  genaue 
geographische  Bestimmungen,  die  er  an  seinen  Feiertagen  vor- 
nahm, und  durch  die  er  bewies,  dass  die  bis  dahin  ezistirenden 
Karten  Fehler  von  I  bis  l1  2  Meilen  hatten  —  ein  Verdienst,  das 
durch  die  R.  Society  of  Sciences  ehrenvoll  anerkannt  wurde. 

Die  Topographie  des  Mondes  beruht  in  ihren  Grundlagen 
fast  ausschliesslich  auf  Leistungen  voo  Privaten.  Die  ersten  ge- 
naueren Mondkarten  mit  einer  für  solche  Anfänge  bewunderungs- 
würdigen Naturtreue  lieferte  Johann  Hevel,  der  gelehrte  Raths- 
herr von  Danzig,  auf  seiner  prächtigen  Sternwarte  im  Jahre  1640. 
Die  ersten  bedeutenden  Detailzeichnungen  einzelner  Mondgegenden 
erhielten  wir  uro  den  Anfang  des  neunzehnten  Jahrhunderts  von 
Oberamtmann  Schröter  zu  Lilienthal.  Den  Schlussstein  dieses 
Zweiges  unserer  astronomischen  Kenntnisse  bilden  bisher  die 
grossen  Arbeiten  von  Mädler  und  Beer  an  des  letzteren  Stern- 
warte in  Berlin.  Ihnen  schlössen  mit  besonderen  Beiträgen  sich 
rühmlich  an:  der  Mechaniker  James  Nasmytb  in  Patricroft  bei 
Manchester  durch  sehr  gelungene  Studien  einzelner  Theile  der 
Mondoberfläche;  Hofräthin  Witte  u.  a.  durch  plastische  Darstel- 
lungen dieses  Himmelskörpers;  Warren  de  la  Rue  in  Cranford 
durch  stereoskopische  Bilder  des  Mondes  vermöge  einer  sinnrei 
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chen  Benützung  der  Librntionen.  —  Die  räthselhafte  Erscheinung, 
dass  Sterne,  vor  welche  der  Mond  tritt,  kurz  bevor  sie  von  ihm 
bedeckt  werden,  zuweilen  mehrere  Secunden  lang  auf  ihm  sich 
projiciren,  ist  am  gründlichsten  von  einem  Liebhaber  der  Astro- 
nomie, Sir  James  South,  behandelt;  alle  Erfahrungen,  die  wir 
bisher  darüber  besitzen,  darunter  viele  Beobachtungen  von  Dilet- 
tanten, sind  durch  ihn  sorgfältig  gesammelt  und  discutirt.  —  Ein 
genialer  Liebhaber  der  Wissenschaft,  Jeremias  Horrox,  wen- 
dete 1638  zuerst  die  Kepler'schen  Gesetze  auf  die  Mondbewe- 
gung an,  und  machte  die  ersten  fortgesetzten  Beobachtungen  über 
Ebbe  und  Fluth. 

Auf  eine,  wie  das  eben  erwähnte  Phänomen  bei  Sterube- 
deckungen  bisher  unerklärte,  bei  Voriibergängen  des  Mondes  oder 
der  unteren  Planeten  vor  der  Sonne  stattfindende  Erscheinung, 
die  aus  einem  eigenthümlichen  Zerbrechen  des  ersten  und  letzten 
Lichtfadens  der  Sonnenscheibe  in  einzelne  Perlen  besteht  und 
desshalb  unter  der  Bezeichnung  der  „beads"  bekannt  ist,  hat  uns 
zuerst  der  schon  genannte  astronomische  Freiwillige  F.  Baily 
aufmerksam  gemacht  und  mit  einer  classischeu  Arbeit  darüber 
beschenkt.  —  Zur  Kenntniss  der  Sonnenflecken  und  Fackeln  ha- 
ben bei  weitem  das  bedeutendste  Material  Dilettanten  geliefert. 
Nicht  nur  verdanken  wir  dem  astronomischen  Volontär  Job.  Fa- 
bricius  die  erste  Entdeckung  der  Flecken  (16)1),  sondern  auch 
den  Nachweis  der  Rotation  des  Sonnenkorpers  an  diesen  merk- 
würdigen Erscheinungen.  Die  längste  überhaupt  bekannte  Reihe 
solcher  Aufzeichnungen  aus  den  Jahren  1749  bis  1799  rührt  von 
einem  Liebhaber  Job.  Stau  dache  in  Nürnberg.  Von  einem 
anderen  Volontär  der  Astronomie,  Rev.  J  T.  Hussey,  wurden 
nicht  weniger  als  1100  Zeichnungen  gesammelt,  die  eine  vollstän- 
dige Geschichte  dieser  Erscheinungen  aus  den  Jahren  1826  bis 
1837  darstellen.  Hofrath  Schwabe  in  Dessau  hat  durch  mehr 
als  zwanzig  Jahre  durchschnittlich  an  300  Tagen  des  Jahres,  die 
Snnnenscheibe  untersucht,  von  1826  bis  1857  an  etwa  4700  Grup- 
pen von  Flecken  und  Fackeln  beiläufig  i'ÜOO  Beobachtungen  ge- 
macht, die  an  Genauigkeit  und  Umsicht  alles  in  diesem  Gegen- 
stande bis  dahin  Geleistete  übertreffen  und  uns  zuerst  die  grosse 
Wahrscheinlichkeit  einer  Periodicität  dieses  Phänomens  kenneo 
lehrten.  Von  Domherr  Stark  in  Augsburg  besitzen  wir  ähnliche 
Beobachtungen  von  1813  bis  1836;  in  der  neuesten  Zeit  hat  ein 
ausgezeichneter  Volontär  der  Astronomie,  R.  Ch.  Carrington, 
der  mehrere  Jahre  an  der  Durhamer  Sternwarte  Dienste  leistete, 
blos  um  mit  dem  Fache  genau  bekannt  zu  werden,  auf  seinem 
Observatorium  Redhill  eine  fortlaufende  Reihe  von  ähnlichen  sehr 
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genauen  Bestimmungen  unternommen.  Aber  nicht  nur  solche  ge- 
treue und  reichhaltige  Aufzeichnungen  über  den  Zustand  der  Son- 
iienoberflachc,  sondern  auch  tief  blickende  Untersuchungen  der 
Natur  jener  Erscheinungen  verdanken  »vir  freiwilligen  Pflegern 
des  Faches,  und  hier  habe  ich  einen  Namen  zu  nennen,  der,  von 
doppelter  Glorie  umstrahlt,  mit  der  Geschichte  der  Wissenschaft 
für  alle  Zukunft  eng  verflochten  ist.  Sie  errathen,  dass  ich  von  den 
beiden  Herschel  spreche.  Sir  William,  der  Vater,  zählt  als 
Organist  zu  Bath  in  seinen  astronomischen  Anfangen  entschieden 
zu  den  Liebhabern  der  Astronomie,  über  auch  die  spätere,  bei- 
nahe vierzigjährige  staunenswürdige  Thätigkeit,  welche  er,  in  die 
Nähe  seines  Königs  nach  Slough  bei  Windsor  berufen,  ganz  der 
Sternkunde  zuwenden  konnte,  gehurt  auf  das  Gebiet  von  Privat- 
leistungen, wenngleich  so  Sir  William  aus  der  Reihe  der  Frei- 
willigen in  die  der  Verpflichteten  übertrat;  denn  Georg  III.  von 
England  versah  Herschel  mit  den  nöthigen  Mitteln  nicht  als 
.Monarch,  sondern  aus  personlichem  Interesse  für  die  Astronomie, 
das  wir  durch  des  Königs  wohl  ausgerüstete  eigene  Sternwarte 
zu  Richmond  und  von  ihm  angestellte  Beobactungen  bewiesen 
finden;  Sir  William  war  des  Königs  Privatastronom.  Sein  Sohn, 
Sir  John,  bat  immer  nur  aus  ganz  freiem  Antriebe  der  "Wissen- 
schaft gedient,  und  entschloss  sich  überhaupt  erst  am  Abende 
«eines  Lebens  für  einige  Zeit  eine  öffentliche  Stellung  mit  dem 
Amte  eines  „Master  of  the  mint"  anzunehmen,  womit  auch  Newton 
belohnt  ward.  Von  den  eben  so  zahlreichen  als  grossen  Ver- 
diensten dieser  beiden  trefflichen  Männer  um  die  Kenntniss  des 
Himmels  haben  wir  vorerst  anzuführen,  dass  man  ihnen  eingehende 
Begründungen  und  Ausführungen  unserer  heutigen  Ansichten  über 
das  Wesen  der  Sonnenflecken  verdankt.  —  Oer  erste  und  bis 
zum  Jahre  184*2  einzige  vollständige  Bericht  über  die  merkwür- 
digen Erscheinungen,  welche  sich  bei  totalen  Sonnenfinsternissen 
unseren  Blicken  bieten,  gründet  sich  auf  die  Bereitwilligkeit,  mit 
welcher  schwedische  Landgeistliche  der  Aufforderung  entsprachen, 
die  von  der  R.  Society  of  Sciences  für  die  Finsterniss  von  1733 
erlassen  war;  in  unseren  Tagen  aber  haben  bei  solchen  Gelegenheiten 
eine  grosse  Zahl  von  Privaten  aus  allen  Ständen  sorgfältige  Beob- 
achtungen ,  zum  Theile  auf  entfernten,  erst  nach  langen  Reisen 
zu  erreichenden  Stationen  geliefert.  —  Die  erste  Beobachtung  eines 
Venusdurchganges  im  Jahre  1639  verdanken  wir  Horrox  und  sei- 
nem Freunde  Crabtree,  einem  vermögenden  Privatmanne  bei 
Manchester.  —  Die  grosse  Entdeckung  der  Bewegung  des  gan- 
zen Sonnensystems  in  der  Richtung  auf  X  Herculis  ist  Sir  Wil- 
liam Hörschel'«  Werk,  und  die  entscheidendste  Bestätigung 
derselben,  nämlich  durch  die  Eigenbewegungen  der  Sterne  des 
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südlichen  Himmels»  verschaffte  uns  der  Actuar  einer  Lebensver- 
sicherung«-Gesellschaft,  Thomas  Gallotray  in  London. 

Nachdem  man  Jahrhunderte  lang  nicht  mehr  Planeten  ge- 
kannt, als  deren  eben  jeder  Schäfer  am  Himmel  sich  ergrubelt, 
zeigte  Sir  William  Herschel  uns  au  Uranus  im  Jahre  1781 
den  ersten  teleskopischen  Planeten»  dessen  Bahn  zuerst 
Justizpräsident  Jean  B.  de  Saron,  eine  wahre  Stütze  der  Pari- 
ser Astronomen,  richtig  erkannte.  Weun  der  nächste  Fund  dieser 
Art  im  Jahre  1801  ejnem  Astronomen  von  Profession,  Piazzi  in 
Palermo,  an  der  Ceres  gelang,  so  war  dieses  ein  blosser  Zufall, 
und  die  Folge  sollte  lehren,  dass  die  Liebhaber  der  Wissenschaft 
dieses  Dominium  sich  vorzugsweise  auserscheti  haben.  Olbers, 
der  berühmte  Arzt  in  Bremen  und  nebenher  astronomischer  Vo- 
lontär, bei  dem  aber  die  Meister  vom  Berufe  sich  itaths  erholten, 
der  durch  einen  seltenen  Reichtbum  an  herrlichen  Gedanken  wie 
keiner  seiner  Zeitgenossen  auf  astronomischem  Gebiete  anregend 
wirkte,  eröffnete  im  Jahre  1802  mit  der  Pallas  die  Bahn  zu  den 
zahlreichen  planetarischen  Entdeckungen  unserer  Tage;  denn  damit 
war  die  seither  so  glänzend  bestätigte  Vermuthung  einer  Multi- 
plicität  von  Planeten  an  dieser  Stelle  des  Weltalls  gegeben.  Der 
nächste  Fund  gelang  an  Schröter  s  Sternwarte  in  Lilienthai 
durch  Harding,  der  vierte  neuerdings  durch  Olbers.  Beinahe 
vierzig  Jahre  verflossen  ohne  weitere  Bereicherung  unserer  Kennt- 
nisse in  dieser  Hinsicht,  bis  wieder  ein  Dilettant,  der  k.  preussi- 
sche  Postbeamte  K.  L.  Henckc  in  Driesen,  nach  fünfzehnjähriger 
Bemühung  sich  Detailkarten  von  einzelnen  Theilen  des  Himmels 
zu  verschaffen,  wie  sie  damals  niemand  besass,  durch  Auffindung 
von  zwei  neuen  Planeten  den  Anstoss  gab  zu  den  vielseitigen 
ähnlichen  Bestrebungen  der  neuesten  Zeit.  Von  dem  halben  Hun- 
dert seitdem  bekannt  gewordener  Asteroiden  verdanken  wir  eilf 
dem  Observatorium  des  Herrn  Bishop  in  London,  die  gleiche 
Zahl  dem  Maler  Goldschmidt  in  Paris,  je  einen  dem  Observa- 
torium des  Herrn  E.  Cooper  in  Markree,  das  an  reicher  Aus- 
stattung viele  Staatsanstalten  übertrifft,  und  der  Privatsternwarte 
von  Valz  in  Nismes.  Im  Ganzen  also  sind  von  den  sechsund- 
fünfzig bis  heute  gelungenen  Entdeckungen  dieser  Art  mehr  als 
die  Hälfte  dem  Liebbaberthume  entsprossen,  wobei  der  mittelbare 
Antheil  der  Dilettanten  auch  an  den  übrigen  Funden  durch  ihre 
an  anderer  Stelle  au  erwähnende  Hilfe  bei  Anfertigung  der  Ber- 
liner Sternkarten  wohl  zu  beachten  kommt,  so  wie  dass  jene  un- 
erwarteten Erfolge  nicht  etwa  blos  emsigem  Suchen  zu  verdanken, 
sondern  dass  dazu  der  an  Bisbop's  Observatorium  von  Hind 
zuerst  ausgeführte  leitende  Gedanke,  die  Nachforschungen  auf  die 
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Gegend  der  Ekliptik  zu  beschränken ,  wesentlich  beitrug.  —  Zw  ei 
Satelliten  de«  Saturn  wurden  von  Sir  William  H ersehe!,  eiu 
anderer  Saturnsatellit,  zwei  Trabanten  des  Uranus  und  der  Nep- 
tunsmond von  W.  Lasseil  auf  seinem  Observatorium  zu  Starfiel d 
bei  Liverpool  entdeckt. 

Was  wir  von  der  physischen  Beschaffenheit  der  Planeten 
wissen,  haben  wir  grossentheils  von  Schröter,  Beer,  Hussey, 
Jnstizrath  Kunowsky  in  Berlin  oder  von  ihren  Geholfen.  Ins- 
besondere ist  das  in  seiner  Art  einzige  Aeussere  Saturn's  durch 
solche  freiwillige  Astronomen  durchforscht  worden,  wie  denn  der 
Dilettant  W.  Boll  in  Mainhead  (1665)  zuerst  erkannte,  dass  der 
Ring  aus  zwei  concentrischen  Reifen  bestehe,  der  Liebhaber 
Short  gegen  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  eine  mehrfache  Thei- 
lung  des  Ringes  zuerst  wahrnahm,  die  Captain  Kater  und  Las- 
se II  später  bestätigten  ;  Schwabe  die  schon  von  Propst  J.  C.  Gal- 
tet in  Avignon  (I0S4),  spater  von  W.  Herschel  und  South 
erwähnte  merkwürdige  ExcentricitSt  des  Ringes  zuerst  constatirte, 
der  räthselhafte  dunkle  Ring  durch  den  seit  fQnfundzivanzig  Jah- 
ren ununterbrochen  auf  astronomischem  Gebiete  thatigen  Rev. 
W.  R.  Dawes  unabhängig  von  anderen  Entdeckern  zu  unserer 
Kenntniss  kam.  Dawes  bemerkte  auch  in  Europa  zuerst  die 
Durchsichtigkeit  dieses  dunklen  Ringes.  —  O Ibers  erklärte  die 
beim  Verschwinden  des  Ringes  und  an  dessen  Stelle  sich  zeigen* 
den  hellen  Punkte,  über  deren  Bedeutung  man  lange  im  Zweifel 
war,  aus  optischen  Gründen.  —  Warren  de  laRue  ist  bei  seinen 
photographischen  Untersuchungen  auf  eine  merkwürdige  chemische 
Verschiedenheit  des  Lichtes  der  einzelnen  Planeten,  so  wie  ein- 
zelner Gegenden  der  Mondscheibe  gekommen. 

Es  sind  jetzt  eben  hundert  Jahre,  dass  Job.  Georg  Palitzsc  Ii, 
'ein  Landmann  in  der  Gegend  von  Dresden,  der  sich  auch  in  an- 
deren Naturwissenschaften  hervorgethan,  den  Halley'schen  Kome- 
ten zuerst  auffand,  obschon  die  Astronomen  aller  Länder  nach 
diesem  ersten  in  seiner  Wiederkehr  vorausgesagten  Himmelskör- 
per solcher  Art  seit  länger  als  einem  Jahre  umsonst,  weil  wahr- 
scheinlich zu  sehr  nach  vorgefassten  Meinungen  über  seinen  Ort 
gespäht  hatten.  Von  den  anderthalbhundert  nicht  erwarteten 
Kometen,  die  seit  jener  Zeit  zu  unserer  Kenntniss  kamen,  ver- 
danken wir  nicht  weniger  als  etwa  ein  Viertel  Liebhabern  der 
Astronomie,  ungerechnet  etwa  zwanzig  Fälle,  wo  spätere,  aber 
unabhängige  Entdeckungen,  demselben  Boden  entsprossen,  wenn 
auch  nicht  die  neuen  Gestirne  uns  zuerst  kennen  lehrten ,  so  doch 
diese  Kenntniss  sicherten  und  häufig  den  grossen  Vortheil  allge- 
meinerer früher  Beobachtung  verschafften.    Unter  jenen  ursprung- 
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liehen  Funden  aber  haben  viele  hohen  kometographischen  Werth. 
Der  Komet  von  1772,  entdeckt  von  Montagne  in  Limoges,  des- 
sen Hilfsmittel  in  einem  18  Zoll  langen  Fernrohre  von  Ramsden 
bestanden,  erwies  sich  im  Jahre  1826,  wo  ein  anderer  Dilettant, 
Hauptmann  Biela,  den  berühmten  nach  ihm  benannten  Kometen 
auffand,  als  die  älteste  uns  bekannte  Erscheinung  dieses  letzten, 
und  zeigte  uns  zu  grossem  Vortheil  der  Rechnung  diesen  Him- 
melskörper, der  später  durch  seine  Spaltung  in  zwei  Gestirne  uns 
in  Erstaunen  setzte,  als  einen  fünfzigjährigen  Bekannten.   Ja  wir 
könnten  hier  noch  einen  dritten  Liebhaber  der  Wissenschaft  nen- 
nen, der  in  Bezug  auf  diesen  Kometen  sich  zu  Biela  ganz  in 
gleicher  Weise  verhält  wie  in  Bezug  auf  Neptun  Le  Verrier  zu 
Galle,   wenn  es  eben  jenem  Liebhaber,  den  wir  hier  noch  an 
anderer  Stelle  anzuführen  haben,  gefallen  wollte,  aus  seinem  be- 
scheidenen Dunkel  zu  traten.  —  Als  Eiuke  den  ersten  Kometen 
von  1819,  der  in  gerechter  Anerkennung  seiner  unvergänglichen 
Arbeiten  über  denselben  seinen  Namen  führt,  als  periodisch  er* 
kannt  hatte,  wusste  man  den  Dienst  erst  zu  schätzen,  den  Miss 
Caroline  Herschel,  die  unermüdliche  Gehülfin  ihres  Bruders 
Sir  William,   durch  Entdeckung  des  im  Jahre  1795  sichtbaren 
Kometen  der  Wissenschaft  geleistet  hatte,  der  sich  eben  auch  als 
eine  frühere  Erscheinung  des  Encke'schen  Kometen  erwies.  — 
Der  grosse  Komet  von  1807,  dem  eine  für  alle  Folgezeit  lehr- 
reiche Musterarbeit    BessePs   gewidmet  ist,    wurde  von  dem 
Augustiner  Parisi  zu  Castro  Giovanni  in  Sicilien  zuerst  aufgefun- 
den. —  Der  berühmte  Komet  von  1811,  der  bisher  für  Europa  und 
in  unserem  Jahrhunderte  nur  an  dem  glänzenden  Gestirne  des  eben 
abgelaufenen  Jahres  einen  ebenbürtigen  Rivalen  fand,  wurde,  und 
/.war  toleskopUch,  von  Hon  ort?  Flaogergucs,  einem  eifrigen 
Liebhaber  der  Astronomie  in  Viviers  entdeckt,  der  über  vierzig 
Jahre  im  Fache  thätig  war  und  uns  noch  in  seinem  71.  Lebens- 
jahre (1826)  mit  einem  zweiten,  nur  von  ihm  beobachteten  Kome- 
ten beschenkte.  —  Den  merkwürdigen  Kometen  von  1815,  den 
wir  1887  wieder  zu  erwarten  haben,  verdanken  wir  Olbers.  — 
Der  VI.  Komet  von  1847  wurde  von  vier  verschiedenen  Beobach- 
tern unabhängig  entdeckt,  darunter  zweimal  von  astronomischen 
Freiwilligen  (Rev.  Dawes  in  Cranbrook,  Mad.  Rümker  in  Ham- 
burg) ;  den  II.  Kometen  von  1850  fand  mau  an  fünf  Orten  ursprüng- 
lich auf,  darunter  zwei  IVivat-Sternwartcu  (Senftenberg,  Markree); 
unter  den  vier  Entdeckern  des  grossen  vorjährigen  Kometen  kommt 
ebenfalls  ein  Dilettant  (Parkhurst  in  Perth  Amboy,  New-Jersey) 
vor,  was  gewiss  rühmliches  Zeugniss  gibt  für  eine  Wachsamkeit, 
um  nicht  zu  sagen  Eifersucht,  die  man  sonst  nur  bei  Liebhabern 
anderer  Gattung  zu  vermuthen  geneigt  ist. 
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Vielleicht  vermissen  Sie  einen  bei  solcher  Gelegenheit  oft  und 
gerade  als  Dilettant  genannten  Mann:  den  glücklichen  Kometen- 
jäger Pons,  der  trotz  seiner,  wie  er  selbst  sagte,  „ paralytischen" 
statt  „parallactischen"  Instrumente  öber  dreissig  Kometen  ent- 
deckte :  aber  Poris  war  von  allem  Anfange  seiner  astronomischen 
Laufbahn  an  bei  Staats- Sternwarten,  wenn  auch  durch  viele  Jahre 
nur  als  Concierge  beschäftigt.  Wollte  man  den  Umstand,  dass 
er  seine  ganze  Thätigkeit  auf  das  Durchspüren  des  Himmels  nach 
neuen  Gegenständen  beschränkte,  geltend  machen,  um  ihn  den 
Dilettanten  einzureihen,  so  müsste  dasselbe  z.  B.  mit  seinem  Riva- 
len,  dem  Director  des  Pariser  Observatoriums,  Messier,  ge- 
schehen, den  Ludwig  XV  das  Kometenfrettchen"  nannte,  und 
der  sich  nach  der  Schwierigkeit  seiner  Leistungen  keinem  irgend 
namhaften  Liebhaher  gegenüber  uberheben  durfte ,  wenn  er  gleich 
mit  Ehren  überhäuft  wurde,  ja  einige  Jahrzehende  hindurch  als 
Sternbild  am  Himmel  glänzte. 

Aber  nicht  blos  auf  die  Existenz  vieler  dieser  Gestirne  Ober- 
haupt wurden  wir  durch  Dilettanten  geführt ,  sondern  auch  in  der 
Kenntniss  ihrer  Bahnen  verdanken  wir  den  astronomischen  Volon- 
tären einen  grossen  Theil  des  Fortschritten ,  dessen  wir  uos  heute 
rühmen.  G.  P.  Diirfel,  Pastorin  Plauen,  fü'hrte  im  Widerspruche 
mit  gewiegten  Fachmännern  der  damaligen  Zeit  an  dem  grossen 
Kometen  von  1080  zuerst  die  richtige  Ansicht  durch,  dass  die 
Erscheinungen  dieser  Himmelskörper  durch  ihre  Voröhergänge  an 
der  Sonne  häufig  in  zwei  Abschnitte  zerfallen,  die  man  bis  dabin 
gewöhnlich  als  verschiedenen  Gestirnen  angehHrig  aufTasste,  und 
stellte  zuerst  mit  der  Sicherheit  inniger  Ueberzeugung  die  kurz 
vor  ihm  schon  von  Borelli  gemuthmasste ,  der  Wahrheit  sehr 
nahe  liegende  Hypothese  auf,  dass  die  Kometen  sich  in  Parabeln 
bewegen.  O Ibers  gab  uns  unter  dieser  bei  den  meisten  Kome- 
ten unvermeidlichen  Voraussetzung,  eine  Methode  der  ßahnbe- 
Stimmung,  die,  so  oft  man  auch  versucht  bat,  an  ihr  zu  bessern, 
heute  noch  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  die  Grundlage  heinahe 
aller  kometarischen  Rechnungen  bildet.  Es  muss  ferner  die  Lieb- 
haber der  'Wissenschaft  immerhin  mit  gerechtem  Stolze  erfüllen, 
wenn  sie  in  unseren  Kometenverzeichnissen  als  beste  Berechnun- 
gen der  Kometen  des  eben  abgelaufenen  Jahrhunderts  nicht  weni- 
ger als  etwa  ein  Sechstel  ihrer  Mitte  entnommen  Beben.  —  Die 
Kenntniss  der  physischen  Beschaffenheit  der  Kometen  hatte  von 
jeher  in  den  Arbeiten  von  Dilettanten  eine  Hauptstutze.  Von 
Hevel,  dem  Vater  der  heutigen  Konietographie,  bis  zu  den  wahr- 
haft unzähligen  Beobachtungen  der  grossen  Kometen  von  1843  und 
1858  müssen  wir  in  dieser  Beziehung  uns  allenthalben  auf  Zeug- 
nisse astronomischer  Liebhaber  oder  ihrer  Anstalten  berufen. 
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Von  den  beiläufig  300,000  Fixsternen,  deren  Existenz  cousta- 
tirt  ist,  verdanken  wir  reichlich  ein  Drittel  Volontären  der  Wis- 
senschaft. Wir  wollen  wieder  nur  einige  der  Hauptleistungen 
namhaft  machen.  Lord  Jobn  Wrottesley  lieferte  an  seinen 
Sternwarten  Blackheath  und  Wrottesley- Hall  mit  John  Hart- 
nun,  Richard  Philpott  und  Frederic  Morton  als  Gehulfen 
17,000  Bestimmungen  der  geraden  Aulsteigung  von  2327  Sternen. 
Ebenfalls  zu  Blackheath  hatte  1806  Stephen  Groorobridge, 
von  Berufswegen  ein  Tuchhändler,  in  einem  Alter  von  zweiund- 
fünfzig  Jahren  sich  die  eben  so  nützliche  als  schwierige  Aufgabe 
gestellt,  die  bis  dahin  wenig  explorirte  Gegend  um  den  Nordpol 
zu  beobachten.  Während  eilf  Jahren  angestrengter  Arbeit  bestimmte 
er  an  Instrumenten,  wie  sie  von  gleicher  Vorxüglichkeit  damals 
keine  Sternwarte  besäst* ,  den  Ort  von  mehr  als  4000  Sternen  in 
etwa  25,000  Beobachtunsen,  deren  hohen  Werth  man  daraus  er- 
sehen mag,  dass  das  Board  of  Longitude  nicht  nur  sofort  die 
Kosten  der  Reduction  und  des  Druckes  zu  bestreiten  beschlösse, 
sondern,  als  sich  zeigte,  dass  bei  dieser  Bearbeitung  «ich  Fehler 
eingeschlichen,  die  erste  Publication  verwarf,  um  das  Ganze  in 
völlig  geänderter,  des  Inhalts  würdiger  Form  erscheinen  zu  las- 
sen. Dieselbe  besonders  mühsame,  weil  nur  mit  ungewöhnlichen 
Vorsichten  ausführbare,  daher  auch  von  Fachmännern  gern  ver- 
miedene Aufgabe  loste  in  noch  rühmlicherer  Weise,  sowohl  was 
die  Genauigkeit  der  Bestimmungen,  als  die  Nähe  der  beobach- 
teten Sterne  am  Pole  betrifft,  in  der  neuesten  Zeit  Richard 
C.  Carrington  mit  seinem  Gehülfen  G.  H.  Simmonds  und  lie- 
ferte in  mehr  als  13,000  Beobachtungen  gegen  4000  Positionen 
der  trefflichsten  Art.  Endlich  hat  Edward  J.  Cooper  mit  sei- 
nem Gehülfen  A.  Graham  den  Ort  von  zwar  nur  50  Sternen 
gegeben,  von  deoen  aber  keiner  über  2  Grade  vom  Pole  absteht, 
und  deren  Bestimmung  immerhin  eine  zweijährige  Arbeit  forderte. 
Unter  den  eben  Genannten  führte  Carrington  die  ganze  Arbeit 
am  vollständigsten  durch ,  indem  er  nicht  blos  selbst  einen  wohl- 
geordneten Katalog  aus  seinen  Messungen  ableitete,  sondern 
überdies  auf  Grundlage  desselben  zehn  Sternkarten  herausgab, 
die  alles,  was  wir  bis  dahin  dieser  Art  von  der  Umgebung  des 
Poles  kannten,  weit  hinter  sich  zurück  lassen.  Speciell  zu  die- 
sem Zwecke  reichhaltiger  Sternkarten,  aber  für  eine  andere,  nicht 
weniger  wichtige  Zone,  nämlich  die  der  Ekliptik,  und  mit  einer 
Genauigkeit,  die  weit  über  jenes  Ziel  hinausreicht,  hat  Mr.  E. 
J.  Cooper  zu  Markree  in  den  Jahren  1848—1856  mit  seinen  Ge- 
hülfen Graham  und  Robertson  uns  über  60,000  Stern positiooeo 
geliefert,  von  denen  zum  wenigsten  acht  Neuntel  völlig  neu  sind, 
und  die  auf  Kosten  der  englischen  Regierung  seither  in  vier  Bän- 
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den  veröffentlicht  worden.  Eine  Shnlicbe  Bearbeitung  des  Zodia- 
kus  in  Karten ,  die  alle  Sterne  bis  einschliesslich  10.  Grösse  be- 
greifen, ging  von  Mr.  Bishop's  Observatorium  durch  Hind  aus. 
An  der  grossen  Unternehmung  der  Berliner  Akademie,  einen  Gürtel 
von  30  Grad  Breite  um  den  Aequator  zu  mappiren,  nahmen  meh- 
rere Liebhaber  (Regierung« •  Beamter  J.  J.  Mörstadt  in  Prag» 
Thomas  J.  Hussey  in  Cbisleburst,  Hencke  in  Driesen  u.  a.) 
Theil  und  lehrten  uns  so  viele  Tausende  von  Sternen  kennen. 
Sir  Thomas  Brisbane,  der  als  Gouverneur  von  New-South- 
Wales  aus  eigenen  Mitteln  eine  der  errften  Statten  für  beobach- 
tende Astronomie  auf  der  südlichen  Hemisphäre  in  Paramatta 
gründete,  brachte  mit  seinen  Geholfen  Rßmker  und  Dun  top 
einen  Katalog  von  7385  Sternen  jener  Himmelsgegenden  zu  Stande, 
der  Halley's  spärliche  Bestimmungen  in  St.  Helena,  sowie  La 
*  Caille's  unvollkommene  Messungen  am  Cnp  der  guten  Hoffnung 
und  auf  Isle  de  France  völlig  verdrängte.  —  Aber  nicht  Mos  durch 
eigene  Beobachtungen,  sondern  auch  durch  Ordnung  und  Sichtung 
des  von  Anderen  gesammelten  Materiales  erwarben  sich  Private 
grosse  Verdienste  um  unsere  Kenntnis»  des  Fixsternhimmels. 
Wie  einerseits  zu  Anfang  des  siebzehnten  Jahrhunderts  der  Pastor 
Joh.  Bayer  die  seitdem  allgemein  angenommene  Bezeichnung 
der  helleren  Sterne  (ein  früherer  Ähnlicher  Versuch  von  Alex. 
Piccolomini  war  unbeachtet  geblieben)  auf  seinem  Atlas  ein- 
führte, und  Sir  John  Herschel  der  bis  dahin  herrschenden 
Verwirrung  auf  den  südlichen  Sternkarten  durch  eine  eben  so 
scharrsinnige,  als  mühevolle  Sichtung  ein  Ziel  setzte,  so  rührt 
andererseits  der  erste  brauchbare  Katalog  von  Hevel,  und  lie- 
ferte Francis  Baily  das  erste  allgemeinere  Vcrzeichniss  genauer 
Positionen  von  2881  Sternen  in  neuer  und  so  zweckmässiger  Form, 
das«  spatere  ähnliche  Arbeiten  auch  von  Fachmännern  sich  die- 
sem Muster  anschlössen.  Von  Baily  besitzen  wir  überdies  sorg- 
faltig redigirte  Ausgaben  der  älteren  Kataloge  von  Flamsteed, 
Ptolomaeus,  ülugh  Beigb,  Tycho  Brahe,  Halley,  Hevel,  La 
Caille  und  Tob.  Mayer,  eine  riesige  Leistung,  die  allein  hinge- 
reicht hatte,  Baily' s  Namen  zu  verewigen.  Haben  die  eben 
genannten  Quellen  nur  für  seltenere  Untersuchungen  Werth, 
so  ist  die  Katalogisirung  der  gegen  50,000  Sterue  enthaltenden 
Lalande sehen  Histoire  Celeste  ein  Werk,  dessen  immerwäh- 
render Gebrauch  den  praktischen  Astronomen  täglich  an 
den  Dank  erinnert,  den  er  Baily  dafür  schuldet.  Ahes  auch 
dabei  Hess  es  dieser  unermüdliche  Freund  unserer  Wissenschaft 
nicht  bewenden,  und  bewog  die  British  Association  den  von  ihm 
ausgearbeiteten  grossen  Katalog  von  etwa  1 0,000  Sternen  heraus- 
zugeben, der  ein  Grundwerk  der  heutigen  Astronomie  bildet. 
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Neben  solchen  bewunderungswürdigen  Leistungen  wäre  es  über- 
flüssig, unserer  Tbesis  zu  Liebe  kleinere  Arbeiten ,  so  verdienst- 
lich dieselben  an  sich  auch  sind,  wie  die  Ergänzungen  von 
Flanisteed's  Katalog  durch  Miss  Caroline  H ersehet,  das  Ver- 
zeichniss  von  Zodiakalsternen ,  die  Pearson  an  seinem  Ob- 
servatorium in  South  Kil wortb  beobachtete  etc.,  hier  weiter  an 
zufuhren. 

Die  merkwürdige  Erscheinung  der  Veränderlichkeit  des  Lich- 
tes von  Fixsternen  ist  in  ihren  ersten  Spuren  zu  Ende  des  sech 
zehnten  Jahrhunderts  an  o  des  Walfisches  von  David  Fabri- 
cius,  einem  Pastor  in  Ostfriesland ,  aufgefunden.  Von  den  etwa 
fünfzig  Veränderlichen,  die  wir  heute  kennen,  ist  ein  grosser 
Theil  von  Dilettanten  oder  an  ihren  Sternwarten  erkannt,  darun- 
ter an  Bishop's  Observatorium  von  Hind  etwa  das  Viertel  der 
Gesammtzahl.  Die  erste  genauere  Bestimmung  der  Periodizität 
des  Lichtwechsels  wurde'  an  Mira  Ceti  von  Ismael  Bon  IM  au, 
einem  privatisirenden  Gelehrten,  die  zweite  an  Algol  von  John 
Goodrike,  einem  englischen  Edelmanne  in  \rork,  und  dem  schon 
erwähnten  astronomischen  Bauer  Palitzsch  vorgenommen.  Die 
eben  genannten  Veränderlichen  gehören  wohl  mit  r\  Argus  zu  den 
merkwürdigsten,  und  dieser  letztere  wurde  von  Sir  Johu  Her- 
gehe! zuerst  näher  erforscht.  Joseph  Baxendell,  ein  Privat- 
mann in  Manchester,  hat  neuerlich  sich  einer  regelmässigen  Beob- 
achtung dieser  interessanten  Erscheinungen  unterzogen. 

Als  vor  etwa  achtzig  Jahren  der  Ältere  H ersehet  sich  mit 
den  Doppelsternen  zu  beschäftigen  anfing,  fand  er  vier  notorisch 
vielfache  Sterne  und  die  allgemeine  Meinung  vor,  solche  gegen- 
seitige Nähe  von  Fixsternen  rühre  nur  daher,  dass  sie  beiläufig 
in  derselben  Richtung,  wenngleich  durch  ungemessene  Räume  von 
einander  getrennt  sich  befänden.  Bis  zum  Jahre  1804  hatte  Sir 
William  nicht  nur  über  800  solche  Gruppen  einander  sehr  naber 
Sterne  entdeckt,  sondern  auch  die  Zusammengehörigkeit  der  Com- 
ponenten  in  vielen  Fällen  nachgewiesen  und  so  eines  der  herr- 
lichsten Wunder  der  Schöpfung  uns  kennen  gelehrt:  Sonnensysteme 
höherer  Ordnung,  in  denen  leuchtende  Centraikörper,  jeder  viel- 
leicht von  zahllosen  Kometen,  von  Planeten  und  Satelliten  beglei- 
tet, um  einander  kreisen.  Diese  Arbeiten  Sir  William's  nahm 
zuerst  um  das  Jahr  18*20  Sir  James  South  anfangs  allein  und 
mit  sehr  massigen  Werkzeugen  wieder  auf;  später  standen  ihm 
„fürstliche"  Mittel  zu  Gebote,  die  er  in  Gemeinschaft  mit  Sir 
John  H ersehet  zu  gleichem  Zwecke  benutzte.  Im  Ganzen  er- 
fuhren so  nahezu  alle  von  Sir  William  entdeckten  Vielfachen 
eine  wiederhotte  Untersuchung,  die  eine  Menge  der  merkwürdig- 
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sten  Resultate  zu  Tage  forderte.  Sir  John  setzte  einige  Jahre 
später  diese  Messungen  in  noch  grosserem  Maassstabe  fort  und 
vermehrte  die  Zahl  der  bekannten  Doppelsterne  unserer  Hemisphäre 
um  nahe  dreitausend.  Eine  aridere  grosse  Leistung  in  dieser 
Beziehung  rührt  von  seinen  vierjährigen  Beobachtungen  in  Feld- 
hausen  am  Cap,  deren  Gedächtnis*  von  seinen  dortigen  Mitbür- 
gern durch  ein  Denkmal  geehrt  wurde  und  durch  die  er  nicht 
weniger  als  2095  völlig  neue  Gestirne  dieser  Art  entdeckte.  Sir 
John  fand  dabei  eben  nur  die  Arbeiten  von  Dunlop  vor,  der 
zuerst  an  Brisbane's  Observatorium  und  spater  mit  eigenen 
Hilfsmitteln  in  Paramatta  sich  mit  diesem  Gegenstände  beschäf- 
tigt hatte.  Eine  besonders  werthvolle  Reihe  von  ähnlichen  Be- 
stimmungen führte  Dawes,  den  Sir  John  Herschel  für  den 
besten  heutigen  Beobachter  auf  diesem  Gebiete  hält,  zuerst  mit 
sehr  dürftigen  Hilfsmitteln  von  1834  bis  1844  an  seiner  Sternwarte 
zu  Ormskirk,  dann  an  Bishop's  Observatorium  aus,  von  welchem 
letzteren  wir,  so  wie  von  seinem  anderen  Assistenten  Hind  eben- 
falls zahlreiche  Messungen  dieser  Art  besitzen.  Admiral  W.  H. 
Smyth,  der  berühmte  Hydrograph  des  Mittelmeeres,  lieferte  an 
seiner  Sternwarte  in  Bedford  von  1830  bis  1843  Messungen  von 
r>80  Vielfachen  und  begleitete  dieselben  wie  Bishop  mit  sehr 
interessanten  Erläuterungen,  die  uns  gleichsam  die  Geschichte 
jedes  dieser  merkwürdigen  Gestirne  erzählen.  W.  S.  Jacob, 
später  Director  der  Sternwarte  in  Madras,  beobachtete  als  Captain 
der  Bombay  Engineers  244  Dnppclsterue  in  Poona;  Isaac  Flet- 
eher,  dessen  Ausrüstung  in  einem  einzigen  Fernrohre  von  nur 
4"  Oeffnung  bestand,  lieferte  zu  Tambank  (Cumberland)  Messun 
gen  von  282,  John  Miller  in  ähnlicher  Weise  zu  Whitehaven 
Beobachtungen  von  einer  nur  wenig  geringeren  Anzahl  Doppel- 
sterne. Beer  und  M äd I er,  Den) bo ws ki  iu  Cremano  bei  Nea- 
pel, der  mit  grosser  Beharrlichkeit  in  etwa  vier  Jahren  gegen  . 
"200  dieser  Gestirne  mass,  AI  van  Clark  in  Boston,  der  uns 
zwar  nur  zwölf  neue  Doppelsterne,  aber  der  schwierigsten  Art, 
kennen  lehrte  und  so  viele  Volontäre  wären  hier  noch  zu  nennen, 
wie  denn  in  der  That  nur  W.  Struve  auf  diesem  Felde  die  Ehre 
der  Berufsmänner  glänzend  rettete,  das  sonst  in  seinem  prakti- 
schen Theile  allein  von  Privaten  bebaut  wäre.  Diese  haben  es 
übrigens  auch  in  der  Theorie  nicht  an  sich  fehlen  lassen:  wir 
besitzen  von  Sir  John  Herschel  eine  sinnreiche  Methode  der 
Bahnbestimmung  physischer  Doppelsterne.  Sir  James  South 
zeigte  bei  61  Cygni,  dass  die  umliegenden  Sterne  an  der  Eigen- 
bewegung dieses  Sternes  nicht  Theil  nehmen,  somit  ferner  von 
uns  stehen  als  dieser;  ebenso  wiesen  Sir  James  und  der  jün- 
gere Herschel  nach,  dass  der  kleine  Begleiter  von  «  Lyrae  nur 
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optisch  mit  diesem  verbunden  sei  und  tragen  so  wesentlich  bei 
su  dem  grossen  Schritte,  der  uns  auch  ausser  den  Grenzen  un- 
seres Sonnensystems  Entfernungen  bestimmen  half. 

Von  Nebelflecken  und  Sternhaufen  waren  vor  Sir  William 
Herschel  etwa  anderthalbhundert  bekannt.  Sir  William  führte 
wunderbar  genug  während  derselben  Jahre,  in  denen  er  uns  die 
DoppeUterne  nach  Tausenden  zählen  lehrte,  uns  beiläufig  1800 
auch  solcher  Objecto  vor,  deren  Positionen  von  seiner  Schwester 
gerechnet  sind  und  denen  sein  Sohn  später  noch  etwa  500  bei- 
fugte. Auf  der  südlichen  Hemisphäre  begründete  Dunlop  io 
Paramatta  nach  Brisbanes  Abgang  von  New -South- Wales  mit 
sehr  geringen,  zum  Theil  von  ihm  selbst  verfertigten  Mitteln  die- 
sen Tbeil  der  Astrognosie  durch  Entdeckung  von  beiläufig  600 
solcher  Gestirne,  deren  nur  etwa  50  bereits  von  Lacaille  beob- 
achtet waren.  Sir  John  Hörschels  CapreSse  steigerte  diese 
Zahl  auf  1708  und  verbreitete  über  eine  Menge  wichtiger,  früher 
sehr  unvollständig  bekannter  Gegenstände  wie  die  Capwolken, 
den  Kohlensack,  den  grossen  Nebel  bei  rj  Argus,  den  Lauf  der 
Milchstrasse,  die  Sternhaufen  a>  Centauri  und  x  Crucis  etc.  klares 
Licht.  Den  beiden  Herschel  reihen  sich  neuester  Zeit  würdig 
an:  W.  H.  Smyth  mit  einer  ebenso  gediegenen  als  anziehenden 
Beschreibung  von  1/0 Nebeln  und  Haufen,  W.  Lassei I  bei  seinem 
Aufenthalte  auf  Malta  mit  Untersuchungen  des  Oriontiebehs  und 
ähnlicher  Gegenstände.  Eine  neue  Epoche  aber  durch  Auf- 
schliessung höchst  überraschender  Details,  die  in  Hinsicht  auf 
den  Bau  dieser  Himmelskörper  alles  Vorangehende  eben  nur  als 
Anfänge  erscheinen  lassen,  begründete  Lord  Rosse  mit  seinen 
riesigen  Instrumenten  in  Parsonstown.  Dass  unsere  heutigen 
Vorstellungen  von  den  Fixsternen,  diesen  eigentlichen  Bürgern 
des  Weltalls,  einigermassen  hinanreichen  an  die  für  uns  nie  ganz 
zu  ergründende  Herrlichkeit  der  Schupfung,  verdanken  wir  in  erster 
Reihe  den  beiden  Herschel  und  Lord  Rosse;  denn  wenn  jene 
uns  von  ihren  Himmelsaichungen  berichteten,  dass  sie  durch  das 
kaum  eine  halbe  Vollmondsbreite  messende  Feld  ihres  Fernrohre« 
während  einer  Viertelstunde  116.000  Sonnen  ziehen  sahen,  ja  dass 
sie  mit  ihren  Teleskopen*)  auf  dem  ganzen  Himmel  zum  wenig- 
sten gegen  6echs  Millionen  Sterne  ausnehmen  konnten,  so  zerfallte 
hinwieder  Lord  Rosse  in  tausend  und  aber  tausend  Mittelpunkte 
von  Planetensystemen  Nebelflecke,  denen  gegenüber  jene  Werk- 
zeuge der  beiden  Herschel  eben  so  unzureichend  sind  wie  das  freie 
Auge  für  die  Milchstrasse.   Lord  Rosse  lehrte  un6  die  auffallend 


*)  Voo  20  Fn«s  Brennweite. 
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symmetrischen  Bildungen,  die  wir  bisher  an  diesen  Körpern  an- 
nahmen, als  Täuschungen  kennen,  die  von  nun  an  weniger  regel- 
mässigen, aber  darum  nur  um  so  staunenswertheren  Gestaltungen 
weichen  müssen  und  sich  zu  diesen  verhalten  wie  die  gerundete 
Sage  zur  verbürgten  Geschichte. 

Ich  konnte  Ihnen  noch  Proben  die  Hülle  und  Fülle  bringen 
von  dem  Antbeile,  den  Liebhaber  der  Astronomie  an  deren  För- 
derung hatten,  könnte  daran  erinnern,  dass  die  gesammte  heutige 
Naturforschung  auf  den  lichtvollen  Ideen  eines  Lord  Kanzlers  von 
England  beruht,  dass  von  den  52  wohlverdienten  Auszeichnungen, 
die  von  der  R.  Astronomical  Society  seit  1823  bis  heute  verliehen 
wurden,  nicht  weniger  als  19  auf  Private  fielen;  könnte  Ihnen  ins 
Gedächtnis«  rufen,  dass  zwei  der  wichtigsten  Entdeckungen,  die 
der  Aberration  des  Lichtes  und  der  Nutation  von  Bradley  mit 
Hilfsmitteln  gemacht  wurden,  die  Dilettanten:  Molyneux  in  Kew 
undEarl  Macclesfield  in  Shirburn- Castle,  ihm  zu  Gebote  stell- 
ten; könnte  anführen,  dass  wir  die  merkwürdige  Erscheinung  der 
Sternschnuppen  näher  zu  erforschen,  durch  astronomische  Lieb- 
haber: Benzenberg,  den  uoniadisirenden  Akustiker  Cbladni 
etc.,  zuerst  veranlasst  wurden,  dass  ein  Dilettant,  George  Lynn 
in  Southwick,  uns  schou  im  Anlange  des  vorigen  Jahrhunderts 
lehrte,  diese  flüchtigsten  aller  Himmelsphänomene  zur  Fixirung 
der  gegenseitigen  Lage  von  Punkten  der  Erdoberfläche  zu  be- 
nutzen; könnte  erwähnen,  dass  Josuah  Childrey,  Pfarrer  zu 
Upway,  uns  1661  der  Er6te  mit  dem  Zodiakallichte  bekannt  machte 
etc.;  aber  ich  will  Ihre  Geduld  nicht  über  Gebühr  in  Anspruch 
nehmen,  und  mich  begnügen,  Ihr  Augenmerk  nur  noch  auf  ein  Ge- 
biet zu  richten,  das  einerseits  zu  wichtig,  auf  dem  andererseits 
die  Leistungen  von  Volontären  der  Wissenschaft  zu  bedeutend 
sind,  als  dass  ich  es  hier  mit  Stillschweigen  übergeben  dürfte. 

Wir  sprachen  bisher  nur  von  eigentlichen  Forschungen  und 
Hessen  die  dazu  nöthigen  Hilfsmittel:  Instrumente  und  Sternwar- 
ten an  sich  ausser  Acht,  und  doch  ist  die  Tbätigkeit,  welche 
solche  Hilfsmittel  schafft,  noch  wichtiger  als  ihre  unmittelbare 
Anwendung,  denn  sie  setzt  nicht  den  Einzelnen,  sondern  die 
Menschheit  im  Grossen  und  Ganzen  in  den  Stand,  an  dem  ge- 
meinsamen Werke  der  Bildung  sich  zu  betheilen. 

Was  zuerst  die  Instrumente  betrifft,  so  haben  wir  an  einem 
Privatmanne  Jacob  Metius  in  Alkmaar  einen  der  unabhängigen 
Erfinder  des  Fernrohres  zu  verehren,  der  sich  aus  Liebhaberei 
mit  Construction  von  Spiegeln  und  Brenngläsern  beschäftigte,  und 
so  dahin  gelangte,  unser  Auge  in  das  eines  Seraphs  zu  verwan- 
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dein.   Es  war  ein  junger  Mann  ohne  Amt  und  Wurden,  William 
Gascoigne  in  Middleton,  der  das  Teleskop  zuerst  als  Messwerk- 
zeug verwendete,   der   in  dieser  Beziehung  zuerst  den  grossen 
Vorzug  des  Kepler'schen  Oculares  vor  dem  Galilei'schen  erkannte, 
der    das    Mikrometer    erfand    und    schon   um    die    Mitte  des 
sechzehnten  Jahrhunderts  Resultate  damit  erzielte,  die  sich  selbst 
mit  heutigen  Bestimmungen  vergleichen  lassen.    Wir  danken  ei- 
nem Manne,  der  als  armer  Bauernknabe  am  Pfluge  seine  mathe- 
matischen Studien  begann,  spater  in  der  Uhrmacherkunst  seinen 
Erwerb  suchte,  David  Rittenhouse  in  Philadelphia,  die  licht- 
volle, in  ihrem  seitherigen  Nutzen  kaum  hoch  genug  zu  schätzende 
Idee,  durch  zwei  mit  den  Objectiven  einander  gegenüber  gestellte 
Fernrohre  eine  lixe  optische  Linie  zu  bezeichnen,  so  wie  auch 
-Rittenhouse   uns   (gleichzeitig  mit  Abbate  F.  Fontana)  die 
wichtigen  Vortheile  zeigte,  die  der  Spinnenfaden  vor  allen  kunst- 
lichen Erzeugnissen  voraus  hat,  wenn  es  gilt,  gewisse  Punkte 
des  Sehfeldes  festzuhalten.    Thomas  Godfrey,  ein  Glaser  in 
Philadelphia,  erdachte  unabhängig  von  J.  Newton  den  Spiegel- 
sextanten, und  brachte  durch  Hadley  dieses  Instrument  zu  allge- 
meiner Anwendung,  das  für  die  nautische  Astronomie  eben  so 
wichtig  ist  wie  die  Bussole.    Die  eigentliche  Einführung  einer 
der  nützlichsten  Vorrichtungen,  des  Kreismikrometers,  verdanken 
wir  O Ibers.    Die  Uhrmacher  Dent  und  Bloxani  ersannen  eine 
höchst  einfache  Vorrichtung  zu  der  wichtigen   Bestimmung  der 
Durchgangszeit  eines  Gestirnes  durch  einen  bestimmten  Vertical. 
Captain  Kater  brachte  das  durch  ihn  unabhängig  von  dem  frühe- 
ren Erflnder  Bohnenberger  erdachte  Reversionspendel  in  die  Praxis 
und  leistete  dadurch  den  Pendelbeobachtungen  wesentlich  Vor- 
schub.    Ein   Liebhaber  der  Wissenschaft,  der  erst  in  späten 
Jahren  in  öffentliche  Stellungen  trat,  Abbe*  Rochon,  lehrte  uns 
doppelt  brechende  Krystalle  zu  Mikrometern  benützen.  Pearson, 
dem  wir  das  vollständigste  Werk  über  astronomische  Instrumente 
verdanken,  erfand  ein  astronomisches  Ocular  von  veränderlicher 
Stärke,  das  für  gewisse  Fälle  von  grossem  Nutzen  ist.  Dawes 
gab  uns  eine  Vorrichtung,  mit  der  eine  tiefere  Einsicht  in  die 
Sonnenflecken,  wie  Airy  sagt,  im  geometrischen,  nicht  im  me- 
taphorischen Sinne  des  Wortes  gewonnen  wurde.    Von  F.  Baily 
erhielten  wir  eine  gründliche  Behandlung  des  Mercurialpendels. 
Das  Spiegelteleskop  gelangte  in  den  Händen  der  beiden  H er- 
sehe!,  von  Oberamtmann  Schroter,  W.  Lassei  und  Lord 
Rosse  zu  einer  Mächtigkeit,  die  das  dinptrisebe  Fernrohr  bisher 
nicht  erreichen  konnte.   Lasse  1  und  Dawes  fanden  zuerst  die 
Mittel,  katoptrische  Instrumente  parallaktisch  zu  niontircn ,  und 
erhöhten  dadurch   sehr  die  Anwendbarkeit   dieser  Werkzeuge. 
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Sbeepshanks  brachte  eine  wichtige  Verbesserung  an  den  Be- 
wegungsuhren der  Aequatoriale  an,  etc. 

Von  Privatstem  warten  haben  wir,  durch  besondere  von  solchen 
Anstalten  ausgegangene  Leistungen  veranlasst,  bereits  viele  ge- 
nannt; die  Bedeutung  derselben  aber  liegt  nicht  allein  in  hervor- 
ragenden, der  Wissenschaft  erwiesenen  Diensten,  sondern  ist 
eine  selbstständige:  sie  bilden  an  sieb  mehr  oder  weniger  dauernde 
Stätten  der  unmittelbaren  Förderung  unseres  Faches,  die  durch 
fortlaufende  Beobachtungen  der  verschiedensten  Art  überall  in  die 
astronomischen  Bestrebungen  ihrer  Zeit  eintreten,  und  bieten  über- 
dies Talenten,  die  auf  diesem  Wege  oft  ganz  der  Astronomie 
erhalten  werden,  Gelegenheit  sich  zu  entfalten,  gehen  endlich 
häufig  zu  bleibendem  Gewinne  der  Wissenschaft  in  Landesinsti- 
tute über.  Erlauben  Sie  mir  den  Belegen  hiefür ,  die  sieb  aus 
dem  eben  Gesprochenen  von  selbst  ergeben,  noch  einige  That- 
sachen  anzureihen,  die  bisher  keine  Erwähnung  fanden. 

Die  Ausrüstung  der  Lilien  thaler  Sternwarte  kam  durch 
Kauf  von  Seite  der  englischen  Regierung  an  das  k.  Observatorium 
zu  Gottingen. 

In  gleicher  Weise  bildeten  die  Instrumente  des  Grafen  von 
Hahn  zu  Remplin  die  erste  Ausstattung  der  Konigsberger  Stern- 
warte. 

Graf  Moritz  von  Brühl,  chursäebsiseber  Gesandter  am  eng- 
lischen Hofe,  hatte  zu  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  zwei  treff- 
lich ausgerüstete  und  mannigfaltig  thätige  Sternwarten,  die  eine 
zu  London,  die  andere  zu  Harfield.  Bibliothek  sowohl  als  Instru- 
mente legten  später  durch  Schenkung  an  die  Universität  Leipzig 
den  Grund  zum  dortigen  Observatorium. 

Die  Bilker  Sternwarte  wurde  1846  von  ihrem  Erbauer  Ben- 
zenberg der  Stadt  Düsseldorf  vermacht,  welche  sie  fortan  un- 
terhielt. Brünnow  und  Luther  leisteten  an  dieser  Anstalt  der 
Wissenschaft  wichtige  Dienste. 

Karl  Nagy  sammelte  in  einem  von  ihm  zu  Bicske  hei  Pesth 
errichteten  Gebäude  einen  prächtigen  Instrumentenpark,  der  nun, 
durch  Schenkung  in  öffentlichen  Belitz  übergegangen,  grossen 
Nutzen  zu  stiften  nicht  verfehlen  wird. 

Die  Observatorien  des  Herrn  Prälaten  von  Un krechtsber g 
zu  Olmütz  und  von  Baron  Paris  Ii  zu  Senftenberg  wetteiferten 
eine  geraume  Zeit  hindurch  mit  öffentlichen  Instituten  in  ast ro- 
mischen Arbeiten;  an  jener  konnte  Julius  Schmidt,  jetzt  k.  Astro* 
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iiora  zu  Athen,  an  dieser  Th.  Brorsen  sich  dem  Fache  widmen. 
Die  Ausrüstungen  beider  Anstalten  kamen  bei  deren  Auflösung 
grösstenteils  ständigen  Sternwarten  zu. 

Die  Sternwarten  des  Kammerberrn  v.  Reedtz  zu  Palsgaard, 
des  Prof.  Habicht,  zuerst  zu  Bernburg,  dann  zu  Gotha,  liefer- 
ten zu  wiederholten  Malen  werthvolle  Beobachtungen. 

Colonel  Mark  Beaufoy's  Instrumente  gingen  durch  Legat 
an  die  k.  astronomische  Gesellschaft  in  London  über  und  fanden 
dort  treuliche  Verwendung.  Dieselbe  Gesellschaft  überkam  durch 
Legat  eine  grosse  Anzahf  von  kostbaren  Instrumenten,  die  Sheeps- 
hanks  mit  seltenem  Kennerblicke  gesammelt  hatte. 

Die  schöne  Ausrüstung  von  Smyth's  Sternwarte,  in  Bedford 
ist  jetzt  im  Besitze  eines  anderen  ausgezeichneten  Freundes  der 
Astronomie,  Doctor  Lee  in  Hartwell,  wo  Epps,  Pogson  u.a. 
regelmässig  Beobachtungen  anstellten. 

Aus  Lord  Brisbane's  Sternwarte  in  Paramatta  entstand  das 
erste  Staats  •  Observatorium,  auf  neuholländischem  Boden. 

Rear-Adroiral  Shireff  in  Gibraltar,  dergleichen  Jo bn  Drew 
in  Southampton,  Rev.  H.  H.  Jones  in  Manchester  errichteten 
auf  ihre  Kosten  in  den  genannten  Häfen  Sternwarten  zur  Regu- 
lirung  der  Schiffscbronometer,  und  wirkten  so  höchst  wohlthätig 
för  die  Nautik. 

Anne  Jean  Duc-Ia- Chapelle  gründete  zu  Montauban 
im  Jahre  1792  mitten  unter  den  Schrecken  der  Revolution  eine 
Sternwarte,  der  wir  eine  Reihe  schöner  Bestimmungen  verdanken, 
und  an  welcher  Pierre  Bernier,  der  Schiffsastronom  bei  Bau- 
din's  Weltumseglung,  sich  ausbildete. 

Darquier  de  Pellepoix  beobachtete  nahe  um  dieselbe  Zeit 
durch  mehrere  Decennien  an  einem  von  ibm  in  Toulouse  erbau- 
ten Observatorium,  aus  dem  später  die  jetzt  dort  bestehende 
Regierungsanstalt  hervorging. 

De  la  Nux,  das  gelehrte  Mitglied  des  Conseil  supeneur  auf 
Isle  de  Bourbon,  de  Garipuy  in  Toulouse,  J.  P.  Loys  de 
Cheseaux  auf  seinem  Gute  gleichen  Namens,  entwickelten  Jahr- 
zehnde  lang  eine  sehr  erspriessliche  Thätigkeit  als  Beobachter. 

In  den  vereinigten  Staaten  von  Nordamerika  rief  der  Wunsch* 
auch  in  astronomischer  Beziehung  unabhängig  von  Europa  zu  wer- 
den; von  1836  bis  1854 ,  also  in  achtzehn  Jahren,  nicht  weniger 
als  vierundzwanzig  grüsstentheils   sehr  bedeutende  Sternwarten 
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in'«  Leben,  tinter  denen  wieder  nicht  weniger  als  sieben  von  Pri- 
vaten (John  Jacksoo  in  Sharon  bei  Darby,  Lewis  Gibbes  in 
Charleston,  vanArsdale  in  Newark,  W.  van  Duzee  in  Buffalo, 
Campbell  und  L.  M.  Rutherford  in  New-York,  Friend  in 
Philadelphia)  gegründet  wurden.  Wäre  mir  hier  gestattet,  das 
Mäcenatenthum ,  welches  eben  nur  materiellen  Vorschub  leistet, 
ohne  sich  an  der  Arbeit  selbst  zu  betheilen,  in  den  Kreis  meiner 
Bemerkungen  so  ziehen,  so  mflsste  ich  neun  weiterer  nord ameri- 
kanischer Observatorien  erwähnen,  die  ihr  Entstehen  aus  solcher 
Quelle  herleiten. 

Die  Wärme  aber,  mit  der  gerade  ich  mich  des  astronomi- 
schen Liebhaberthumes  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  an- 
nehme,  mögen  Sie  mir  zugute  halten;  denn  die  erste  Sternwarte 
in  Wien  wurde  zu  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  von  einem 
Privatmanne,  dem  vielseitig  gelehrten  udinesiseben  Patricier  J.  J. 
Marinoni  gegründet.  Sie  diente  dem  Observatorium  zum  Muster 
und  zur  Hilfe,  das  bald  darauf  in  den  Räumen,  wo  wir  jetzt  den 
grössten  Theil  unserer  Collegien  halten,  errichtet  wurde,  und  ihre 
reiche  Ausrüstung  ging  nach  dem  Tode  des  Besitzers  als  Schen- 
kung der  um  das  Jahr  1753  erbauten  Staatsanstalt  zu. 

Doch  ich  will  zum  Schlüsse  eilen. 

So  weit  entfernt  das,  was  ich  eben  sprach,  von  allem  An- 
sprüche auf  Vollständigkeit  ist,  so  mag  es  doch  hier  immerhin 
genügen,  und  Sie  erlauben  mir  nur  noch  einige  Betrachtungen 
daran  zu  knüpfen. 

Wir  verfuhren  bisher  ganz  als  getreue  Baconianer  induetiv, 
indem  wir  aus  der  .Erfahrung  nachwiesen,  welche  ausserordentli- 
chen Dienste  das  Liebhaberthom  unserer  Wissenschallt  erwiesen 
hat  und  eben  daran  waren  den  Schluss  zu  ziehen,  dass  man  fort 
und  fort  von  dieser  Seite  wichtige  Förderongen  der  Astronomie 
erwarten  darf.  Man  fängt  nachgerade  an,  uns  Naturforschern, 
was  eben  diese  Indoction  betrifft,  eine  gewisse  Einseitigkeit  vor- 
zuwerfen —  vielleicht  nicht  mit  Unrecht;  denn  es  liegt  in  der 
menschlichen  Natur,  dem  Pendel  gleich  keine  Ruhe  in  der  rich- 
tigen Mitte  zu  finden,  und  dann  erst  sich  zu  besinnen  und  an 
Umkehr  zu  denken,  wenn  man  in  dieser  oder  jener  Richtung  zu 
weit  gegangen.  Den  Philosophen  zu  Gefallen  also  wollen  wir 
jetzt  auch  noch  in  aller  Kurze  den  deduetiven  W'eg  betreten  und 
uns  nach  den  inneren  Gründen  fragen ,  die  dem  Liebbabcrthume 
in  diesem  Fache  solches  Gedeihen  und  solche  Bedeutung  ver- 
schafften. 

Ich  sage:  in  diesem  Fache,  denn  ich  bin  der  hoffentlich 
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nicht  irrigen  Meinung,  dass  keine  andere  Naturwissenschaft  sich 
solcher  ergiebigen  Unterstützung  von  Seite  der  Laien  erfreut.  Furch- 
ten Sie  nicht,  dass  ich  damit  zu  einer  Schilderung  der  oft  be- 
sprochenen Erhabenheit  des  Gegenstandes  aushole,  mit  welchem 
die  Himmelskunde  sich  befasst ;  denn  diejenigen ,  die  in  astrono- 
mischen Beschäftigungen  nur  das  Vergnügen  suchen  sich  an  der 
Schönheit  einer  sternhellen  Nacht  zu  weiden,  sind  nicht  die  Män- 
ner, denen  die  Wissenschaft  ein  dankbares  Andenken  weiht;  nur 
die  mühevolle  Vertiefung  in  Einzelnheiten  nützt,  bringt  Ruhm  und 
Ehre,  im  Detail  aber  ist  die  Natur  nach  jeder  Richtung  bewun- 
derungswürdig und  fesselt  überall  den  sie  Verstehenden.  Ovid's 
BchCne  Worte: 

Os  homtni  sublime  dedit,  coelumque  tueri 
Jussit,  et  erectos  ad  sidera  tollere  vultus 

haben  ihren  bildlichen  Sinn  nahezu  verloren,  seit  das  Mikroskop 
uns  die  Wunder  der  Schöpfung  so  gut  erschließt  wie  das  Fern- 
rohr.  Ich  finde  vielmehr  die  Ursache  der  Erfolge  des  Liebhaber- 
thumes der  Astronomie  zunächst  in  der  Zugänglichkeit  dieser 
Wissenschaft.    WTelche  andere  Doctrin  kann  sich  einer  gleichen 
Anzahl  trefflicher  populärer  Schriften  rühmen?    von  Fontenelle, 
Lambert  und  Laplace  bis  auf  unsere  Tage  bilden  dieselben 
nachgerade  eine  selbständige  Literatur,  und  es  würde  schwer 
hallen,  irgend  einen  bekannteren  Namen  unter  den  Astronomen 
des  eben  abgelaufenen  Jahrhunderts  anzuführen,  der  sich  in  die- 
ser Richtung  nicht  auch  versucht  hat.     Glauben  Sie  ja  nicht, 
dass  diese  Häufigkeit  solcher  nichts  weniger  als  leichten,  gemein- 
fasslichen  Darstellungen  von  einer  besonderen  Liebenswürdigkeit 
der  Astronomen  rührt;  die  Männer  des  Berufes  sind  überall  ge- 
neigt, der  inniingsstolzeu  und  bequemen  Maxime :  „arcere  vulgus" 
zu  huldigen  und  dieselbe  so  zu  deuten,  dass  im  Allgemeinen 
eben  nur  wer  zur  Gilde  gehurt,  zu  den  ihrigen  zählt.    Es  ist  hier 
die  Wesenheit  des  Faches,  welche  den  Gelehrten  gestattet  und 
eben  desshalb  sie  zwingt,  aus  ihrer  Studirstube  herauszutreten 
und  den  Kern  der  Wahrheiten,  die  sie  oder  Andere  gefunden, 
möglichst  entkleidet  vom  Nimbus  der  Kunstsprache,  dem  Laien 
mitzutheilen;  ihren  Absperrungsgelüslen  fröhnen  hiesse  sieb  eines 
der  schönsten  Vorrechte  ihrer  Wissenschaft  begeben,  das  dieselbe 
zu  einem  Hebel  höherer  Bildung  macht,  das  ihrer  Förderung  Hun- 
derte von  helfenden  Händen  gewinnt.    Solchen  jedem  Gebildeten 
verständlichen  Behandlungen  fügen  sich  nämlich  bloss  jene  Wis- 
senschaften, die  sich  eines  obersten  Grundsatzes  erfreuen,  nnd 
daher  in  ihrem  eigentlichen  Gerippe  eben  nur  eine  ununterbrochene 
Kette  von  Schlüssen  bilden.   Die  Astronomie  rühmt  sich  dieser 
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Beschaffenheit  seit  Jahrhunderten;  dadurch  hat  sie  in  jener  Be- 
ziehung so  grossen  Vorspruug  vor  den  anderen  Naturwissenschaf- 
ten gewonnen,  die  neuester  Zeit  in  demselben  Maasse  ähnliches 
Streben  nach  gemeinfasslichen  Darstellungen  zu  äussern  beginnen, 
in  welchem  sie  der  Periode  des  Mystischen  oder  der  blossen  An« 
häufung  von  Tbatsachen  sich  entwindbn.  Derselben  Richtung  des 
Popularisirens  begegnen  wir  in  anderer  Weise  auf  streng  wissen- 
schaftlichem Gebiete:  der  Astronom  hat  so  viele  mechanische 
Operationen  im  Rechnen  wie  im  Beobachten  auszuführen,  bevor 

.  er  zu  Resultaten  gelangt,  dass  er  von  jeher  darauf  bedacht  war, 
durch  Kuristgriffe  aller  Art  jene  Vorarbeiten  abzukürzen;  er  hat 
überdies  für  Praktiker  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes:  (Tir 
den  Nautiker,  den  Feldmesser,  den  Geographen  zu  sorgen,  die 
sich  nicht  damit  begnügen,  wenn  man  ihrer  Wirksamkeif  über- 

'  haupt  neue  Wrege  zeigt;  dieselben  müssen  so  bequem  als  mög- 
lich sein,  sollen  sie  iiberhanpt  beschritten  werden.  So  kommt  es, 
dass  an  sich  sehr  verwickelte  Arbeiten  in  einer  Weise  verein- 
facht werden,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt,  dass  Instrumente 
zum  Gebrauche  einladende  Formen  annehmen,  auch  den  weniger 
Bemittelten  erreichbar  werden.  Unsere  Methoden,  unsere  Ephe- 
meriden  und  Tafeln  führen  die  meisten  Aufgaben  auf  elementare 
arithmetische  Verfahren  zurück.  Eine  heitere  Stunde  gibt  heute 
die  geographische  Lage  eines  Ortes  mit  grösserer  Pracision  als 
früher  Monate  lang  fortgesetzte  Beobachtungen.  An  die  Stelle 
der  unbehüf liehen  astronomischen  WTerkzeuge,  die  z.  B.  noch 
Karstens  Niebuhr  auf  Kameelen  fortschaffen  musste,  sind  kleine, 
den  Reisenden  kaum  beirrende  Instrumente  getreten,  ohne 
der  Genauigkeit  irgend  Eintrag  zu  thun,  ja  mit  bedeutendem  Ge- 
winne für  dieselbe.  Die  Errichtung  einer  Sternwarte  fordert  nicht 
mehr  wie  ehemals  notwendigerweise  einen  dem  Einzelnen  nur 
selten  möglichen  Aufwand,  die  Anstalt  ist  also  auch  nicht  mehr 
an  die  Scholle  gebunden,  wo  sie  eben  entstand:  als  Lasseil 
von  Starfield  bei  Liverpool  durch  den  Kohlendampf  vertrieben 
wurde,  wanderte  er  mit  seinem  Observatorium  zwei  Meilen  weiter 
nach  Broadstones;  Dawes  wohnte  zuerst  in  Orinskirk,  dann  zu 
Cranbrook,  später  zu  Wateringbury,  endlich  zu  Haddenham,  aber 
überall  bin  begleitete  ihn  seine  Sternwarte;  ja  man  kann  heute 
sogar  an  portative  Observatorien  denken,  wie  denn  Thomas 
Dell  ein  solches  von  sehr  zweckmässiger  Einrichtung  ersonnen 
hat.  Ein  gutes  Fernrohr  und  eine  verlässige  Uhr  in  freier  ruhiger 
Lage  können  richtig  gebraucht  oft  zu  den  schönsten  Ergebnissen 
führen.  Kein  Fach  ferner  gewährt  vielleicht  so  sehr  wie  das 
unsrige  die  Befriedigung,  die  im  Fördern,  im  Erzielen  von  Erfol- 
gen liegt;  kein  Fach  bietet  so  oft  wie  dieses  die  Erfrischung  der 
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unbestreitbaren  Bestätigung  unserer  Ansiebten;  kein  Fach  lässt 
wie  das  unsrige  die  Natur  fast  immer  selbst  und  im  Grossen  ex« 
periraentiren,  erspart  uns  beinahe  ganz  die  störenden  Mühselig- 
keiten,  weiche  eigentliche  Versuche  unausweichlich  begleiten ;  die 
Astronomie  fordert  von  ihren  Jüngern  nicht,  dass  sie  ein  uns  au- 
gehornes  Graun  vor  Leichen  überwinden,  dass  sie  abenteuerliche 
Reisen  unternehmen,  dass  sie  lebensgefährliche  Experimente  an- 
stellen. Vor  Allem  aber  hat  die  Astronomie  einen  Vortbeil  ge- 
genüber den  übrigen  Naturwissenschaften,  der  hier  von  grosser 
Bedeutung  ist:  die  völlige  Freiheit  von  der  Calamität  der  Ter-, 
minologien  und  Classificationen.  Während  andere  Naturforscher 
unter  der  Wucht  dieses,  ich  mochte  sagen,  administrativen  Theils 
ihrer  Thätigkeit  beinahe  erliegen  und  eben  dessbalb  häufig  in  der- 
selben aufgeben,  ist  dem  Astronomen  diese  depritnirende  Aufgabe 
ganz  und  gar  abgenommen.  Der  Begriffe:  Classe,  Ordnung,  Fa- 
milie, Gattung,  Art  und  wie  die  unzähligen  Abtheilungen  alle 
beissen,  deren  andere  Fächer  für  die  Instandhaltung  ihres  wissen- 
schaftlichen Haushaltes  bedürfen,  kann  der  Astronom  sieb  völlig 
entschlagen.  Die  Sorglosigkeit  des  Astronomen  in  Feststellung 
generiseber  Unterschiede,  ja  der  Kunstausdrücke  überhaupt,  die 
ergötzliche  Verwirrung,  welche  in  dieser  Beziehung  in  unserer 
Wissenschaft  mitunter  herrscht,  zeigen,  wie  wenig  dem  Astre- 
inen an  diesen  Dingen  liegt  Wenn  heute  Jemand  behaupten 
wollte,  die  Sternschnuppen  des  August  und  November  seien  Ko- 
meten, oder  Kometen  seien  Meteore,  so  werden  wir  uns  kaum 
die  Mühe  geben,  die  Gründe  für  und  wider  erst  sehr  genau  ab- 
zuwägen. Delambre  nennt  irgendwo  die  Kometen  Planeten  einer 
besonderen  Art,  er  hätte  eben  so  gut  die  Planeten  eine  be- 
sondere Gattung  von  Kometen  nennen  können,  ohne  weiter  Wi- 
derspruch zu  finden.  Wir  kennen  selbstleuchtende  Planeten  und 
haben  alle  Ursache,  die  Existenz  dunkler,  stillstehender  Central- 
körper  anzunehmen.  Für  den  Astronomen  hat  nicht  die  Gattung, 
sondern  nur  das  Individuum  Bedeutung.  Dieses  aber  kennzeich- 
net er  durch  den  Ort,  an  welchem  er  es  zu  einer  bestimmten  Zeit 
traf.  Er  hat  ein  grosses  Fachwerk  angelegt,  das  ihm  das  ganze 
unermessliche  Himmelsgewölbe  repräsentirt,  in  welchem  jedes 
beobachtete  Object  seinen  besonderen  Platz  erhält,  den  es  zwar 
im  Laufe  der  Jahre  ändert,  aber  nach  bestimmten,  uns  genau 
bekannten  Gesetzen,  so  dass  nie  Unordnung  entsteht.  Der  Astro- 
nom bedarf  also  auch  der  Myriaden  von  Namen  nicht,  die  andere 
Wissenschaften  zu  ihren  Plagen  zählen.  Wenn  wir  ein  Paar 
Dutzend  Gestirne  mit  besonderen  Titeln  beehren,  so  ist  das  eben 
eio  Herkommen ,  das  wir  schnell  verlassen  werden ,  wenn  es  uns 
etwa  durch  die  Zahl  dieser  Himmelskörper  unbequem  werden 
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#ollt«,  wie  wir  längst  nahezu  alle  Benennungen,  welche  die«  Alten 
den  Sternen  gegeben,  der  Geschichte  überantworteten,  seitdem 
es  eben  galt,  Taasende  und  aber  Taasende  von  Gestirnen  zu 
taufen.    Dieser  wie  mir  scheint  wichtige  Unterschied  der  Astro- 
nomie von  anderen  narurhistorischen  Fächern  begründet  nicht  etwa 
einen  geringeren  Umfang  der  Aufgabe,  welche  ihr  vorliegt,  denn 
gerade  dadurch,  dass  sie  die  Individuen  kennen  xu  lernen  hat, 
wird  ihr  Gebiet  ganz  eigentlich  unübersehbar,  und  wir  können 
mit  Sicherheit  einer  nicht  eben  fernen  Zukunft  entgegensehen,  wo 
eine  Zahl  von  Himmelsohjecten  in  den  Bereich  der  Untersuchung 
gezogen  sein  wird,  welche  weit  über  die  der  bekannten  Arten  von 
Thieren,  Pflanzen  u.  s.  w. ,  so  riesig  diese  letztlich  auch  ange- 
wachsen ist,  hinausgehen  wird;  aber  dieses  Kennenlernen  der 
Individuen  ist  ein  den  Geist  anregendes,  unmittelbares  Beschäf- 
tigen mit  der  Natur;  wir  Astronomen  sammeln  so  zu  sagen  nur 
und  kümmern  uns  um  das  ermüdende  Noroenkliren  nicht.  Die 
Freude,  die  der  Botaniker,  der  Zoologe  etc.  hat,  wenn  er  endlich 
nach  langwierigen  Bestimmungen  den  Namen  seines  Objectes  er- 
fthrt,  geht  bei  uns  ganz  über  in  die  Freude  zu  wissen,  wo  das 
Object  am  Himmel  aufzusuchen  ist.   Jenes  Bestimmen  aber  setzt 
immer  ein  Eingehen  in  die  Natur  der  Dinge  voraus,  das  dem 
Menschen  nur  in  sehr  geringem  Maasse  gestattet,  dessen  der 
Astronom  im  Allgemeinen  ganz  enthoben  ist.   Diese  Frage  nach 
den  letzten  Gründen  durchzieht  überhaupt  das  ganze  Gewebe  an- 
derer Naturwissenschaften  und  erlaubt  dort  nicht  wie  in  der  Astro- 
nomie einzelne  Theile  des  Faches  völlig  abgesondert  von  andern 
zu  behandeln.    Dessbalb  stehen  denn  auch  jene  trockenen,  kei- 
neswegs anziehenden  Einleitungen  in  das  Studium  anderer  Zweige 
der  Naturforschung  überdies  auf  schwankendem  Boden,  während 
die  analoge  Beschäftigung  des  Astronomen  auf  unverbrüchlichen,  für 
immer  feststehenden  Normen  fusst,  und  so  heisst  es  im  Gegen- 
sätze zu  sonstigen  Aussprüchen  hier:  „die  Gattung  vergeht,  das 
Individuum  besteht"  —  eine  Seite  unseres  Faches,  die  wieder 
nicht  wenig  dazu  beitragen  muss,  ihm  Liebhaber  zuzuführen;  denn 
nirgends  sonst  ist  die  Palme  der  Unsterblichkeit  so  sicher  und 
mit  verhaltuissnüissig  so  leichter  Mühe  zu  gen  innen.    Das  dank- 
bare Feld  der  Entdeckungen  ist  das  eigentliche  Gebiet  des  Di- 
lettantismus.   Der  Astronom  von  Profession  soll  nur,  wenn  er 
besondere  Gründe  dazu  hat,  sich  aufs  Entdecken  im  engsten 
Sinne  des  Wortes  legen,  denn  es  sind  ihm  Helfer  und  Mittel  zur 
Verfugung  gestellt,  die  ihm  schwierigere  Aufgaben  zuweisen.  Der 
Dilettant  kann  nach  Lust  und  Liebe  den  Gegenstand  seines  Stre« 
bens  wählen;  welches  Ziel  er  immer  mit  Ausdauer  verfolgt,  wir 
werden  die  Früchte  seiner  Muhen  willkommen  heissen.   Eine  an 
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sich  sehr  wünschenswerthe  Ueberwachuog  des  ganzen  Himmels 
z.  B.  nach  allem,  was  Neues  und  Unerwartetes  sieb  zeigt,  wie 
sie  vordem  Hevel  und  io  unseren  Tagen  Biela  durchgeführt, 
ist  die  Sache  des  Liehhabers,  der  allein  dazu  die  nutbige  Müsse 
hat,  während  der  Fachgelehrte  seine  Zeit  nicht  aufs  Gerathewohl 
verwenden  darf,  sondern  völlig  bestimmte  Zwecke  sich  vorstecken 
muss.  Das  Corps  der  Dilettanten,  hat  wie  alle  Freicorps  mehr 
Schwung  als  die  Mänoer  des  Berufes.  Dieser  bringt  einen  ge- 
wissen Schematismus  mit  sich  im  Verhalten  der  Gelehrten,  wie 
im  Reglement  des  Militärs,  einen  Schematismus,  der  nothwendig 
und  die  Grundlage  des  ganzen  Wesens  ist,  von  dessen  Schatten- 
seiten freier  zu  sein  der  Volontär  aber  immerhin  sich  rühmen 
kann.  In  dieser  Ungebundenheit  liegt  indessen  auch  die  Gefahr 
der  Zugellosigiveit,  die  dort,  wo  sie  ungehindert  wuchert,  den 
Dilettanten  zur  Qual  der  Astronomen  macht.  Das  Heer  derer, 
die  da,  wie  Sir  John  Herschel  sich  einmal  sehr  treffend  aus- 
druckte, jede  Wissenschaft,  welche  sie  nicht  kennen,  für  eine 
neue,  eben  entstehende  halten  und  sich  z.  B.  sofort  anschicken 
den  Grundbau  der  Astronomie  durch  von  ihnen  erdachte  Welt- 
systeme zu  legen,  die  da  glauben,  astronomische  Wahrheiten 
Hessen  sich  eben  auch  ohne  alle  Vorkenntnisse  errat hen ,  das 
Heer  dieser  Freiwilligen  bat  es  zu  verantworten,  wenn  manche 
Leute  vom  Handwerk  die  Berührung  mit  Dilettanten  scheuen.  Wo 
aber  viel  Korn  geerutet  wird,  muss  es  auch  viel  Spreu  geben, 
und  in  der  That  verleitet  die  Astronomie,  obschon  gerade  sie  die 
erste  unter  ihren  Schwestern  den  richtigen  Weg  der  Forschung 
betrat,  mehr  als  irgend  eine  andere  Wissenschaft  die  Geister  zu 
eitlen  Träumen,  zu  aristotelischen  Anticipationen ,  —  ein  Weg, 
den  heute  zu  betreten  geistig  noch  eben  so  bedenklich  ist,  als  es 
einst  auch  leiblich  gefährlich  war  davon  abzuweichen.  Die  Be- 
strebungen der  Dilettanten  sind  der  grossen  Mehrzahl  nach  rie- 
selnden Gewässern  zu  vergleichen,  die  nicht  beachtet  und  sich 
selbst  überlassen  im  Sande  verrinnen,  ja  Schaden  bringen  und 
das  Land  versumpfen,  gesammelt  und  geregelt  den  berechtigten 
Strumen  an  Nutzen  um  nichts  nachstehen.  Daraus  ergibt  sieb 
von  selbst  die  Richtschnur  des  gegenseitigen  Verhaltens  zwischen 
Profession  und  Liebbaberthum,  das  unter  günstigen  Verbältnissen 
wie  in.  England  ganz  eigentlich  zur  Pflanzschule  für  jene  werden 
kann.  Wofern  dem  Dilettanten  Ernst  und  Beharrlichkeit  nicht 
fehlen,  soll  und  darf  ihm  die  Hilfe  des  Mannes  Vom  Berufe  nicht 
entgehen.  Erfüllt  er  diese  Forderung,  so  kann  er  auch  des  Er- 
folges gewiss  sein,  denn  die  Schachte,  die  es  hier  zu  bearbeiten 
gilt,  sind  unerschöpflich,  und  der  aufmerksame  Forscher  kann 
immer  auf  das,  was  wir  Glück   nennen,  zählen;   hätte  Kepler 
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sich  nicht  zufällig  an  Mar*  gehalten,  dessen  Ungleichheiten  auch 
den  damaligen  Beobachtungsmiüelti  schon  zugänglich  waren,  hätte 
William  Hersche!  Uranus  eilf  Tage  früher  erblickt,  wo  dieses 
Uestirn  stationär  und  folglich  kaum  als  Planet  zu  erkennen  war, 
bitten  Le  Verrier's  Arbeiten  ihr  Ziel  nicht  gerade  um  das  Jahr 
1846,  wo  die  von  ihm  supponirte  Bahn  Neptuns  mit  der  wirkli- 
chen zusammentraf,  erreicht,  so  würden  die  glänzenden  Entdeckun- 
gen, welche  sieb  an  diese  Namen  knüpfen,  wahrscheinlich  auf 
lange  Zeit  verschoben  worden  sein;  Bradley  und  W.  Berschel 
bemühten  sich  umsonst  die  Parallaxe  der  Fixsterne  zu  finden, 
allein  die  grossen  Arbeiten,  welche  sie  zu  diesem  Zwecke  unter- 
nommen, wurden  gekrönt  durch  die  unerwarteten  Entdeckungen 
der  Aberration  des  Lichtes  und  planetarischer  Sonnen.  Wem 
aber  ein  astronomischer  Fund  von  auch  nur  einiger  Erheblichkeit 
gelang,  der  mag  sich  der  sorglichsten  Theilnahme  versichert  hal- 
ten und  darf  das  Unbeachtetbleiben  nicht  fürchten,  das  ihm  viel- 
leicht in  anderen  Wissenschaften  droht;  denn  nirgend  sonst  ist 
die  Geroeinsamkeit  aller  Leute  vom  Fache  an  Arbeiten  jeder  Art 
00  eingebürgert.    Die  Gefahr  im  Verzuge  auf  der  einen,  die  Mög- 
lichkeit, dasselbe  Object  von  tausend  Orten  zugleich  zu  unter- 
suchen, auf  der  anderen  Seite,  setzen  in  der  Astronomie  immer 
eine  Hemisphäre  auf  die  Fährte  alles  Neuen. 

Zum  Schlüsse  dieser  Darlegungen  sei  mir  gestattet  den  Wunsch 
.  auszusprechen,  dass,  wenn  dermaleinst  mein  heutiges  Thema  wie- 
der aufgenommen  werden  sollte,  man  nicht  wie  jetzt  nur  englische 
Namen  in  überwiegender  Zahl  zu  nennen,  dass  man  insbesondere 
auf  österreichischem  Boden  statt  der  schönen,  vor  kurzem  leider 
sämmtlich  eingegangenen  Privatsternwarten  zu  Olinfitz,  Senften- 
berg  und  Bicske  reichen  Ersatz  anzuführen  habe.  Wenden  Sie 
nicht  ein,  dass  die  Zeit  zu  ernst  für  solchen  Mahnruf  sei.  Die 
Wissenschaft  ist  eine  Zufluchtsstätte ,  in  der  die  Geister  sich  er- 
holen ,  erstarken  könoen  zum  Kampfe  des  Lebens;  gerade  die 
Sturm-  und  Drangperioden  weisen  oft  die  wichtigsten  Errungen- 
schaften menschlicher  Erkenntnis«  auf. 
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XIII. 

Neuer  Vorschlag  aur  Aufsuchung  des  Luftwiderstands 

gesetze8. 

Vou 

Herrn  Brenner, 

Lehramt« -Caadiditten  für  höhere  Mathematik  and  Mechanik  sn  Tutt- 
lingen im  Königreich  Wärteroberg. 


Es  int  befremdend,  dass,  in  Betracht  der  gleichförmigen  Ver- 
theilung  der  atmosphärischen  Luft  in  einer  so  kleinen  Region 
und  in  der  kursen  Zeit,  wie  sie  unsere  geworfenen  Projektile  in 
Anspruch  nehmen,  bis  jetzt  noch  nicht  das  wahre  Loftwider> 
Standsgesetz  hat  entdeckt  werden  können.  Bei  der  Wichtigkeit 
der  Sache  hat  es  an  vielfältigen  Versuchen  zur  Auffindung  dieses 
Gesetzes  allerdings  nicht  gefehlt;  allein  alle  Bemühungen  waren 
bis  jetzt  fruchtlos. 

Diese  Versuche  aber  theilen  sich  von  selbst  in  zwei  Gattun- 
gen, nämlich  in  rein  analytische  und  empirische.  Die  erstem 
gehen  zwar  wohl  davon  aus,  dass  dem  Projektil  unaufhörlich 
eine  Masse  —  die  Luit  —  im  Wege  steht;  allein  es  wird  hier 
öfter  nicht  einmal  die  Elasticität  der  Luft  in  Betrachtung  gezo- 
gen, oder  nicht  die  Art  und  Weise,  wie  die  ausweichende  Luft  auf 
die  vorwärts  und  seitwärts  liegenden  Luftschichten  einen  Druck 
ausübt,  wovon  offenbar  der  Gegendruck  auf  das  Projektil  abhängt 
Wohl  wird  auch  eine  verdichtete  Luftmasse  vor  dem  Projektil 
und  eine  verdünnte  hinter  demselben  ai. genommen,  wobei  es  sich 
darum  bandelt,  auf  welche  Weise,  oder  in  welcher  Gradation  sich 
diese  Verdichtung  und  Verdünnung  vertheilt,  wie  weit  sich  die- 
selbe erstreckt  etc.  Diese,  offenbar  richtigere  Behandlung  der 
Sache  bat  aber  ihre  bedeutenden  Schwierigkeiten  und  hat  dess- 
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wegen  gleichfalls  nicht  zum  gewünschten  Ziele  geführt.  Aus  die- 
sem Grande  sind  daher  auch  zahlreiche  empirische  Wege  einge- 
schlagen werden.  Alle  jedoch  leiden  an  dem  Uebelstande,  das/« 
das  Projektil  stets  mit  einer  Maschinerie  oder  Oberhaupt  mit  an- 
dern festen  Körpern  in  Verbindung  steht,  wodurch  bei  dieser 
subtilen  Frage  die  Bewegungen  so  alterirt  werden,  dass  das  ge- 
suchte Gesetz  nicht  zu  Tage  treten  kann.  Gleichwohl  scheint 
der  empirische  Weg  der  sicherste  zu  sein,  und  der  einzig  richtige 
ist  nur  der,  wo  das  Projektil  in  seiner  Bewegung  gänzlich  unab- 
hängig bleibt  von  der  Berührung  mit  festen  Körpern,  und  so  wer- 
deu  wir  entweder  auf  den  Wurf  oder  auf  den  freien  Fall  geführt. 
Her  Wurf  aber  ist  schon  darum  verwerflich,  weil  biebei  der  erste 
Impuls,  dessen  genaue  Bestimmung  sehr  unsicher  ist,  in  Rech- 
nung gezogen  werdeu  muss.  Somit  bleibt  uns  nur  noch  der  freie 
Fall  übrig. 

Kein  in  freier  Bewegung  befindlicher  Korper  lässt  die  Lage 
seiner  Oberflache  gegen  die  Bewegungsrichtung  gänzlich  unver- 
ändert, und  diese  im  Voraus  nicht  genau  zu  bestimmende  Rotation 
modificirt  die  Widerstandskraft  der  Luft  im  Allgemeinen  wesent- 
lich. Hievon  macht  allein  die  Kugel  eine  Ausnahme,  und  so  sind 
wir  gezwungen,  unsere  Untersuchungen  rein  auf  die  Kugel  zu 
beschränken.  Doch  ist  es  ein  Trost,  dass  gerade  dieser  spe- 
zielle Fall  der  wichtigste  und  derjenige  ist,  der  in  der  Ballistik 
zum  Vorschein  kommt 

Der  Luftwiderstand  ist  e)ne  Fuuktion  der  Geschwindigkeit  des 
Projektils;  allein  die  Beobachtung  der  Geschwindigkeit  ist,  wo 
nicht  geradezu  unmöglich,  doch  jedenfalls  sehr  unsicher.  Hinge- 
gen sind  Zeit  und  Raum,  aus  denen  sich  Kraft  und  Geschwindig- 
keit ableiten  lassen,  einer  sehr  scharfen  Bestimmung  fähig,  und 
es  bandelt  sich  jetzt  nur  darum ,  wie  die  erforderlichen  Experi- 
mente am  zweckmässigsten  veranstaltet  werden. 

Bei  dem  Umstände,  dass  der  Luftwiderstand  bei  geringer 
Fallhöhe  und  bei  bedeutender  Dichtigkeit  des  Projektils  ziemlich« 
oder  doch  so  gering  ist,  dass  die  Sicherheit  des  Resultates  da- 
durch gefährdet  ist,  können  wir,  da  wir  nie  über  grosse  Fallhöhen 
gebieten  können,  bloss  die  Dichtigkeit  vermindern,  und  am  besten 
ist  es  wohl,  eine  sehr  genaue  Hohlkugel  von  dünnem  Blech  und 
entsprechender  Grosse  anzufertigen,  sie  von  verschiedenen  Hohen, 
Iiis  *u  ansehnlicher  Thurmhohe,  fallen  zu  lassen,  und  sowohl  Fall- 
zeit als  Fallhöhe  genan  zu  beobachten  und  aufzuzeichnen.  Jede 
Beobachtung  werde  mehrmals  wiederholt  und  bei  etwa  sich  er- 
gebenden Differenzen  das  Mittel  genommen.  Die  Fallzeit  roüsste 
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durch  zwei  genaue,  vermittelst  der  Elektrizität  vollkommen  gleich 
regulirte  Chronometer,  die  in  der  Nähe  des  Abgangs-  und  Auf- 
ffllpunktes  aufzustellen  wären,  beobachtet  werden;  und  würde  der 
Zeitpunkt  des  Auffallens  zwischen  die  zwei  Grenzpunkte  einer 
Sekunde  fallen,  so  konnte  man  den  Fallraum  so  lange  vermindern 
oder  vergrössern,  bis  ein  Klappen  auf  einen  Grenzpunkt  der  Zeit 
erfolgte.  Die  Kugel  selbst  werde  vermittelst  eines  Fallnetzes  von 
Ürath  mit  möglichst  weiten  Litzen  oder  Vierecken  aulgefangen, 
um  nicht  beschädigt  zu  werden.  Zu  genauer  Herbeiführung  des 
Zusammentreffens  des  Abgangspunktes  mit  einem  Sekundenan- 
fang könnte  folgender  Apparat  dienen.  AB  (Taf.  II.  Fig.  1.)  ist 
ein  auf  einem  anzuschraubenden  Fuss  stehender  vertikaler  Stän- 
der mit  einem  Schlitz  am  Ende  B.  In  diesen  Schlitz  passt  ein 
Träger  CG,  durch  welchen  sammt  den  Schenkeln  des  Schlitzes 
ein  eiserner  Bolzen  geht,  um  welchen  der  Träger  drehbar  ist.  In 
das  Ende  G  des  Trägers  ist  ein  etwas  starker  Drath  GD  ge- 
steckt, der  einen  Orathkreis  1)  trägt.  Vermittelst  der  Feder  F 
wird  der  Träger  in  horizontaler  Richtung  gehalten.  Auf  den  Drath- 
ring  D  aber  wird  die  Fallkugel  E  gelegt.  Indem  man  nun  den 
Sekundenzeiger  des  Chronometers  beobachtet,  übe  man  sich,  im 
Moment  eines  Sekundenanfungs  den  Träger  durch  einen  unter  C 
nach  aufwärts  geführten  Hammerschlag  plötzlich  nach  unten  zu 
bringen,  so  dass  der  Drathring  D  schnell  unter  der  Kugel  weg- 
geht, ohne  den  Anfang  des  freien  Falles  im  mindesten  zu  alteri- 
ren.  Der  Beobachter  am  Falltuch  wird  sich  ebenfalls  einüben 
müssen,  um  den  Moment  des  Auffallens  der  Kogel  genau  bestim- 
men zu  können. 

Setzen  wir  nun  den  Fallraum  —*  und  die  Zeit  in  Sekunden 
=  t,  so  können  wir  aufstellen 

Jede  Beobachtung  gibt  einen  Fallraum 

*i »  *«>  H » 

mit  der  zugehörigen  fceit 

'1  >  *2  »  ^» »  ^4  •  •  •  • » 

wodurch  sich  die  Constanten  a,  6,  c,  d,  e. ...  bestimmen.  Dabei 
ist  zu  vermuthen,  dass  diese  Coefticienten  rasch  abnehmen,  worauf 
sich  eine  Methode  zu  ihrer  Bestimmung  gründen  lässt. 

Setzen  wir  nun  die  Geschwindigkeit  =  c,  die  retardirende 
Kraft  =7  und  die  Gravitation  der  Erde  —y,  so  ist 
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g  —  <p=  ~  =  26  +  6c*  +  ISWf»  +  20e*>  +  .... 

Wir  müssen  annehmen,  das»  v  mit  /  zugleich  gleich  Null  ist,  und 
so  ist  a  =  0  zu  setzen.  Da  wir  ferner  wissen,  dass  im  Anfang 
der  Bewegung,  von  wo  an  wir  die  Zeit  (  zählen,  g>=0  ist,  so  ist 

(7=26    und  6=#. 
Dadurch  verwandeln  sich  unsere  drei  Gleichungen  in 

s=!t*  +  c<3-Mf4  +  ef»  +  ...., 

t=:gt+3ct*  +  4dt*  +  5et* + 

<p  =  —  6ct  —  12dfa—20e<3 

» 

wofür  wir  aber  nunmehr  annehmen: 

1)  s  =  V(*  M*s  +  6(*  +  c*»  +  d*«  + 

2)  e  =    +  3a/«  +  46J3  >  5c<*  +  6rf<»  + 

3)  q>  =  —üat-  126** - 20c<3  —  dOdt*  +  . . . . 

Will  man  nun  die  Kraft  q>  als  eine  Funktion  von  t>  darstellen, 
so  elirainire  man  t  zwischen  2)  und  3),  oder  besser,  man  setze: 

<p  =  ^r  +  ÄD»+Cc8  +  />r4  +  

ersetze  hier  <p  und  v  durch  ihre  Werthe  aus  2)  und  3),  setze,  da 
alsdann  eine  identische  Gleichung  zum  Vorschein  kommen  muss, 
alle  CoefBcienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  t  gleich  0,  wo« 
durch  sich   A,  B,  C,  bestimmen.    Nachdem  daher  die 

Beobachtungen  gemacht  und  notirt  sind,  so  theilt  sich  das  Ge- 
schäft des  Calculs  in  die  Bestimmung  der  Coeflicienten 

a,    b,    c,    d,    e....  und  der  CoefBcienten 
A ,  B ,  Ct  D ,  £...., 

womit  sich  noch  die  Vermuthung  der  etwaigen  geschlossenen  Form 
der  Funktion  des  Luftwiderstandes  verbinden  mag,  nebst  einigen 
praktischen  Scblussbenierkungen. 
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1.    Bestimmung  der  Coefficienten  a,  6,  c,  d.... 

Indem  wir  unserer  oben  ausgesprochenen  Vermutbung  Raum 
geben,  so  führen  wir  unsern  Calcul  in  der  Hypothese,  dass  die 
Coefficienten  a,  6,  c,  iL...  eine  fallende  Reihe  bilden.  Mietet 
hierauf  dieser  Calcul  keine  Widerspruche  dar,  so  ist  die  Hypo- 
these richtig,  im  entgegengesetzten  Falle  aber  unrichtig. 

Noch  nie  ist  es  beobachtet  morden,  dass  ein  Körper,  der 
schwerer  ist,  als  die  atmosphärische  Luft,  bei  Windstille  nach 
einigem  Fallen  wieder  gestiegen  wäre.  Daraus  folgt,  dass  d  stets 
nur  positiv  sein  kann  und  auch  nie  durch  Null  gehen  wird.  Glei- 
cherweise kann  auch  <p  nur  positiv  sein.  Da  jedoch  das  Zeichen 
von  <p  vom  Zeichen  von  c  abhängt,  so  ist  ersichtlich,  dass  c  nur 
negativ  sein  wird.  Im  Uebrigen  mochte  der  beste  Weg  zur  Be- 
stimmung der  Coefficienten  «,  b,  c,  d....  der  folgende  sein. 

Man  richte  die  Beobachtungen  so  ein,  dass  die  erste  gilt  für 
tt  =  1  Sekunde;  die  zweite  für  /,  =  2  Sekunden  u.  s.  w.  Alsdann 
hat  man  aus  1)  folgende  Gleichungen: 

4)  .         'i-i0  =  «+6  +  c  +  d  +  

5)  %  -  2#  =  8a  + 166  +  32c+64d  +  

6)  «3  -  *\9  =  27a  +  816  +  243c +729rf  +  

7)  f4 -  8a  =  64a  +  2566  +1024c  +409(W/  + . ... 


Bricht  man  nun  die  Reihen  der  rechten  Seiten  gerade  so  ab,  wie 
sie  stehen,  und  muttiplicirt  die  Gleichung  4)  nach  einander  mit  8, 
27,  64,  so  bat  man: 

8f,-4c  =  8a-r86+8c  +  8d, 
27ia-  \Z\g  =  27a  +  276  +  27c  +  27d , 
64/3  ~  32«  =  64a  -f  646  +  64c + 64d. 

Zieht  man  jetzt  diese  letzteren  Gleichungen  nach  einander  von  5) 
6)  und  7)  ab,  so  ergibt  sieb: 

ia-8*  +  2a  =  86  +  24c  +  Ö6rf, 

s%  -  27*,  +  9a  =  646  +  2I6c  +  702rf, 

*4-  64*.  +  24o  =  1926  +  WOe  +  4032rf; 
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woraus  man  6,  c  und  d  nach  den  bekannten  allgemeinen  Formeln 
fär  drei  Unbekannte  bestimmen  wird.  Zuletzt  ergibt  sich  dann 
a  leicht  aus  4).   Ihre  Wertbe  seien  a, ,  blt  clf  dt. 

Uro  sodann  eine  weitere  Constante  e  zu  bestimmen  und  die 
erst  erhaltenen  zu  corrigiren,  so  denken  wir  uns,  alt  6, ,  cA  und  dt 
erhalten  die  Zuwachse  a,  ß,  y,  i  und  ziehen  hierauf  von  den  auf 
den  rechten  Seiten  auf  fünf  Glieder  gebrachten  Gleichungen  4), 
5),  6)  und  7)  der  Ordnung  nach  je  diejenigen  ab,  die  nur  vier 
Glieder  haben  und  in  denen  «vir  uns  «,  6,  c  und  d  die  Werths 
<r„  Äi,  cx  und  dx  habend  denken.   Hiedurch  erhalten  wir  dann: 

O  =  *  +  0  +  y  +  d  +  e, 

0  =  8a  +  16/5  +  32y +64*  +  128e, 

0  =  27a  +  81/5  +  243y  +  729J  +  2187«, 

0  =  64a  +  256/5  +  1024y  +  40065  +  16384*. 

a  8 

Dividiren  wir  jede  durch  e,  setzen  -  =  «,,    -  =  /5,,  u.*s.  w.  und 

e  e 

vereinfachen  noch,  so  erhalten  wir: 

0  =  «i+/5l  +  y1  +  ^I  +1, 
0  =  ^+20, +4^+8^  +  16, 
0  =  ^+3^ +^+27^+81, 
0  =  a,  +4j5,  +  I6y,  +  64d1  +  256, 

welche  sehr  leicht  aufgelost  werden  können.  Denn  man  ziehe 
jede  vorhergehende  von  der  nachfolgenden  ab,  wodurch  sich  drei 
Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  ergeben.  Von  diesen  drei 
Gleichungen  ziehe  man  wieder  je  die  vorhergebende  von  der  nach- 
folgenden ab  und  hat  dann  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekann- 
ten. Die  uneinsletzte  aber  ziehe  man  endlich  von  der  letzten  ab, 
wodurch  sich  dt  ergibt,  und  rückwärts  gehend  auch  a,,  ßx  und  y,. 
Auf  solche  Weise  findet  sich : 

«i  =  24     \  a  =  24c 

ft=-50f  /5  =  -50e, 

)    und  sodann 
n=35     (  y  =  35f, 

d4=  — 10  J  S  r=  \0e. 

Bilden  wir  nun  die  nächste  Gleichung: 

s5  - 12}g = 5*a  +  5*0  +  5»c  +  5«rf  +  5*e , 
•ohaben  wir,  a  =  a,+a,  ©=»,  +  0,  o.  a  w.  setzend, 
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<6-12J«  =  5»^  +24eH5W,  -50*) +6*0,  +35^) +5«(^-10«)+5^, 
welchen  gibt : 

*~  5».24 

Zum  Behuf  der  Bestimmung  den  Coefficienten  f  und  der  Cor- 
rektion  der  vorangegangenen  Constanten,  schlagen  wir  durchaus 
dasselbe  Verfahren  ein  und  finden,  wenn  wir  die  neuen  Correktio- 
nen  durch  er,  0,  y,  8  und  e  bezeichnen: 

ß  =  +  W, 
y  =  -225/, 

ä  =  +274/\ 

e  =-120f , 

woraus  sich  durch  Uebergang  zur  nächsten  Gleichung  ergibt: 

_  ^-18^-63(0,  +  66,  +  6«c,  +  6»rf,  +  6*^) 
'  —  —6*. 90165 

wofern  wir  die  durch  die  erste  Correktion  erhaltenen  Werthe  von 
u,b,c....  aufs  Neue  durch  alf  blt  c,  ....  bezeichnen.  Auf 
gleiche  Weise  fährt  man  fort,  die  nächsten  Coefficienten  g,  h....  und 
die  Correktionen  der  vorangegangenen  Coefficienten  zu  bestimmen. 

Anstatt  diese  Coefficienten  je  durch  die  vorangegangenen 
genäherten  Werthe  alf  blt  c,  u.  s.  w.  durzustellen,  konnten  wir 
dieselben  auch  rein  in  Funktion  von  den  verschiedenen  Werthen 
von  s  und  von  g  darstellen.  Allein  die  auseinandergesetzte  Me- 
thode scheint  zweckmässiger  zu  sein,  weil  hier  immer  die  Cor- 
rektionen er,  jS,  y....  zum  Vorschein  kommen,  welche  endlich  die 
Grenze  anzeigen,  bei  der  man  abbrechen  kann. 

2.   Bestimmung  der  Coefficienten  A,  B,  C,  />.... 

Nachdem  auf  solche  Weise  die  Constanten  a,  b,  c,  <£.... 
bestimmt  sind,  so  finden  sich  die  Coefficienten  A,  B,  C,  D...., 
dadurch,  dass  man  in  die  Gleichung 

6«/  +  mc*  +  20ci» + dOdt*  +  42et* + . . . . 

....  -f  A  v  -f  Bt2  +  Cc 3  +Z)  t>4  +  Et 5  +  0 

statt  t  den  Werth  gl  +  3a**  +  46f*  +  5cf*  +6rf(«  + ....  einsetzt, 
und  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  t  gleich 
Null  setzt.   Dadurch  erhält  man: 


Digitized  by  Google 


'    des  Luftwiderstandsgesetzes.  281 

m+3aA+ßg*  =  Q, 
Wc+4bA+GgaB+g*Cz=0, 
m\$cA+<ja*B  +  8gbB+ 9g*aC+g*D=0 , 


ergibt : 


ff 


ö__  30o? 4- ScA  +  fl(yn« -f  %6)  +  Qg*aC 


3.   Hypothesen  über  die  geschlossene  Form  der  Funk- 
tion des  Luftwiderstandes. 

Man  darf  wohl  annehmen,  dass  es  bei  den  Betrachtungen 
über  den  Luftwiderstand  einerlei  ist,  ob  sich  die  Luft  gegen  einen 
festen  und  ruhigen  Gegenstand,  oder  ob  sieb  der  feste  Körper 
in  der  ruhigen  Luft  bewegt  Nun  kann  man  häufig  die  Beobach- 
tung machen,  dass  ein  selbst  gleichmassiger  Windzug  Baumäste, 
Zweige,  Blätter  in  eine  Art  von  vibrirender  Bewegung  versetzt. 
Selbst  das  unelastische  fliessende  Wasser  bringt  einhängende 
ßanmzweige  in  eine  solche  Bewegung.  Dieselbe  Bemerkung  kann 
man  machen,  wenn  man  den  Widerstand  des  ruhigen  Wassers 
auf  eine  bewegte  Kugel  bestimmen  will.  Ueberhatipt  sind  vibri- 
rende  Bewegungen  weit  häufiger,  als  man  es  gewöhnlich  dafür 
hält  Aufmerksame  Artilleristen  behaupten  sogar,  dass  eine  auf 
einem  ebenen,  bäum-  und  bäuserlosen  Terrain  abgeschossene 
Kanonenkugel  grösseren  Kalibers  anfänglich  eine  Art  ungleich- 
massigen  Geräusches,  ähnlich  einem  rollenden  Donner,  hervor- 

Thcil  XXXIV.  19 
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bringe,  ein  Donner,  der  von  dem  ersten  Knall  ganz  unabhängig 
ist.  Diess  lässt  auf  einen  abwechselnd  stärker  und  schwächer 
werdenden  Luftwiderstand  schliessen,  so  dass  die  Verrnnthung 
nahe  liegt,  der  Luftwiderstand  möchte  vibrirend  sein.  Ohne  Zwei- 
fel aber  bleibt  der  Haupttheil  des  Luftwiderstandes  das  Produkt 
einer  Constante  mit  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  und  so 
Hesse  sich  vielleicht  setzen: 

q>  =  wie2  +  n  sin 

oder 

q>  =  wir2  +  nrsinip(r) 

oder 

qp  =  mv  -|  c2(m  +  n  sin  y(c)) 
u.  s.  w. 

wo 

i//(r)  =r  p  f  or  -f-  rc2+  srs  +  u.  s.  w. 

Die  Bemerkung,  dass  hei  geringerer  Geschwindigkeit  sich  nichts 
von  vibrirendem  Widerstand  zeigt,  widerspricht  diesen  Formeln 
nicht.  Denn  gesetzt,  es  sei  n  ein  sehr  kleiner  Coefficienr,  sw» 
können  die  Glieder 

Meiner)  und  namentlich  wr  sin  !/>(«>)  t  wr2sini/;(r) 

bei  geringerer  Geschwindigkeit  unmerklich  sein,  bei  grosseren 
jedoch  sich  fühlbar  machen. 

Es  wäre  möglich,  schon  nach  geringer  Mühe,  vielleicht  aber 
auch  erst  bei  grosser  Anstrengung  eine  geschlossene  Form  auf- 
zufinden. Eine  spater  folgende  Bemerkung  möchte  einige  Erleich- 
terung verschaffen. 

4.  Schlussbemerkungen. 

a)  Da  der  absolute  Luftwiderstand  unter  anderm  auch  von 
der  Luftdichtigkeit  abhängt,  so  ist  es  nothweodig,  die  Beobach- 
tungen bei  möglichst  gleichem  Barometer-  und  Thermometer- 
Stand,  also  in  möglichst  kurzer  Zeit  abzuschliessen,  und  sie  daher 
etwa  zur  Herbstxeit  bei  trockener  Witterung  Nachts  von  9—12 
Uhr  vorzunehmen. 

b)  Indem  jeder  Luftzug  abzuhalten  ist,  so  wähle  man  als 
Ort  der  Beobachtung  einen  derartig  hohlen  und  jedenfalls  mög- 
lichst holten  Thurm,  dass  man  in  demselben  einen  Körper  frei 
fallen  lassen  kann,  wobei  natürlich  alle  Oetfnungen  zu  versehlies- 
sen  sind.    Um  die  Fallhöhen  in  möglichst  kurzer  Zeit  abzumes- 
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seo,  kann  man  schon  vor  Beginn  der  Experimente  die  Thurm  wand 
mit  Theilstrichen  von  fiinf  zu  fünf  Fuss  verseben,  so  dass  man 
mit  einem  Massstab  von  fünf  Fuss  die  jeweilige  Fallhöhe  vollends 
scboell  abmessen  kann. 

c)  Besser  mOchte  es  sein,  an  der  Wandung  des  Thurmes 
einen  etwa  vier  Zoll  starken  Rahinschenke!  die  ganze  Hohe  hin- 
durch zu  befestigen,  den  man  von  Fuss  zu  Fuss  mit  Tbeilstrichen 
versehen  konnte.  In  diesem  Falle  wäre  der  Ständer  AB  entbehr- 
lich, und  konnte  mittelst  einer  Stellschraube  —  wie  bei  Nähkis- 
sen —  eine  Vorrichtung  an  den  Rabmschenkel  befestigt  werden, 
die  denselben  Arm  CD  tröge.  Eine  Leiter,  die  man  auf  den  vor- 
handenen Böden  oder  Ruhebänken  aufstellte  und  an  der  man  auf- 
und  absteigen  konnte,  würde  dazu  dienen,  die  Vorrichtung  an 
die  verschiedensten  Stellen  des  Rabmschenkels  hinzubringen. 
Ueberhaupt  aber  wird  die  Oertlichkeit  dieses  Verfahren  immer- 
hin roodificiren. 

d)  Bewegte  sich  die  Kugel  zu  nahe  an  einer  Wand,  welche 
der  in  Bewegung  gesetzten  Luftmasse  theilweise  ein  Hinderniss 
in  den  Weg  zu  legen  im  Stande  wäre,  so  mOsste  dieser  Umstand 
ein  gutes  Resultat  in  Frage  stellen.  Am  schädlichsten  aber 
müsste  der  Durchlas»,  durch  einen  Boden  wirken,  wenn  die  Rän- 
der dieses  Durchlasses  nicht  weit  genug  zurückträten.  Ueber- 
haupt ist  ein  nach  unten  sich  erweiternder  und  in  seiner  Abgren- 
zung möglichst  glatter  Raum  am  günstigsten.  £s  fragt  sich  nun 
bloss,  ob  es  der  Kosten  nicht  werth  wäre,  eiue  zweihundert  Fuss 
hohe  hölzerne  mit  Brettern  beschaalte  Pyramide  oder  Kegel  in 
der  Nähe  eines  Thurmes  oder  zwischen  hohen  Gebäuden  aufzu- 
führen, und  seine  Befestigung  durch  Verkettung  an  die  hohe  Um- 
gebung zu  bewerkstelligen!  Das  Auf-  und  Niedersteigen  konnte, 
vermittelst  Leitern  an  der  Außenseite  geschehen  und  die  Ver- 
bindung mit  dem  Innern  durch  angebrachte  Oeffnungen  herbeige- 
führt werden. 

e)  Ohne  Zweifel  verhält  sich  der  Widerstand,  den  eine  Ku- 
gel erfahrt,  direkt  wie  das  Quadrat  ihres  Durchmessers  und  um- 
gekehrt wie  die  Masse  oder  das  Gewicht,  wie  diess  alle  Physiker 
betreisen.  Um  jedoch  auch  diesen  Satz  empirisch  zu  bestätigen 
und  überhaupt  über  eine  grossere  Anzahl  von  Beobachtungen  ge- 
bieten zu  können,  ist  es  gut,  die  Experimente  mit  zwei  Kugeln 
vorzunehmen,  und  zuletzt  die  CoefGcienten  des  Widerstandes  mit 
einander  zu  vergleichen.  Gesetzt,  die  Coefficienten  der  zweiten 
Kugel  seien  Alt  Blf  Ct, wetehe  den  Coefficienten  A,  B,  C\... 
der  ersten  entsprechen,  die  entsprechenden  Durchmesser  aber 
/>i  und  l),  die  Gewichte  Gt  und  6\  so  müsste  sein: 

19* 
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AG  _Ay  G1 
D*  ~~  Di2 

BG  _Bx  Gx 

CG  CiGi 
D2  —  Dl*  • 


woraus  noch  folgt 

'   v  A:Ai—B.Bl  =  C:Cl.... 

wofern  die  Beobachtungen  unter  übrigens  gleichen  Umständen, 
und  also  namentlich  bei  gleichem  Barometer-  und  Thermometer- 
stand  gemacht  worden  sind. 

Die  Proportionalität  der  obigen  Coefficienteo  wird  zugleich  die 
Schärfe  der  Beobachtungen  controliren.  Zeigen  sich  aber  Abwei- 
chungen von  solcher  Grösse»  dass  man  annehmen  darf,  sie  fallen 
ausserhalb  der  gewöhnlichen  Beobachtungsfehler ,  so  ist  zu  ver- 
muthen,  dass  sich  die  Kugeln  in  ihrem  Falle  zu  nahe  der  be- 
treffenden Wandungen  befanden.  Ist  es  daher  nicht  möglich, 
diese  Entfernung  zu  vergrössern,  oder  eine  besondere  Pyramide 
zu  erbauen,  so  suche  man  eine  andere  Oertlichkeit  auf,  oder  ver- 
kleinere man  die  Kugeln,  so  dass  die  in  Bewegung  gesetzten 
Luftmassen  die  Wandungen  nicht  mehr  berühren. 

Die  Gleichungen 

AG  _AXGX 

möchten  im  Stande  sein,  die  Aufsuchung  der  vielleicht  geschlos- 
senen Form  der  gesuchten  Funktion  zu  erleichtern.  Denn  daraus 
folgt,  dass  das  Gesetz  des  Luftwiderstandes  noch  dasselbe  blei- 
ben muss,  wenn  man  statt 

<p  =  At>  +  /?t*  +  Crs  +  />c*  +  ... 

setzt : 

A    ,  B  _  ,  C  .     D  1 

oder 

9  =  r  +  ^  +  ^  +  ^r4  +  . ... 

oder 

A             C  D 
<P=  ^1«*  +  ^'  +bvA*  

oder 
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0  Das  Schwierigste  rauchte  die  Anfertigung  sehr  genauer 
Kugeln  sein.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  es  nicht  als 
noth wendig  erscheint,  dass  Schwerpunkt  und  geometrischer  Mit- 
telpunkt vollkommen  genau  zusammentreffen.  Durch  Schwimmen- 
lassen der  Kugeln  im  Wasser  konnte  man  leicht  auf  der  Ober- 
fläche einen  Punkt  bezeichnen,  welcher  mit  dem  Mittelpunkt  und 
Schwerpunkt  in  'einer  geraden  Linie  liegt.  Bringt  man  hierauf 
den  bezeichneten  Punkt  der  Oberfläche  stets  oben  hin,  so  ist 
man  versichert,  dass  der  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt  und  dass 
beim  Fall  keine  Drehung  vorkommen  kann.  Und  gesetzt  sogar, 
die  Kugel  drehte  sich  und  wurde  dadurch  von  ihrer  Richtung 
etwas  abgelenkt,  so  würde  solche  Ablenkung  die  Fallzeit  und 
Fallhöhe  um  eine  Grösse  ändern,  die  man  mit  dem  Wachsthum 
des  Cosinus  eines  sehr  kleinen  Winkels  vergleichen  könnte,  wo- 
fern dieser  kleine  Winkel  selbst  um  eine  sehr  kleine  Grösse  ge- 
wachsen wäre. 

g)  Anlangend  die  Dimensionen  und  das  Gewicht  der  Kugeln, 
so  lässt  sich  hier  nichts  Bestimmtes  aufstellen.  Jedenfalls  soll- 
ten sich  die  Durchmesser  in  dem  Rahmen  von  Va  his  1  Schuh 
bewegen  und  das  Getvicht  derartig  sein,  dass  durch  den  Luft- 
widerstand in  der  ersten  Sccunde  eine  Retardation  von  1  bis  2 
Schuh  herbeigeführt  wurde,  so  dass  statt  15V5  Par.  F.  nur  deren 
13  oder  14  durchlaufen  würden.  Allein,  bevor  man  kostspielige 
Proben  anstellt,  könnte  man  etwa  durch  einen  Kupferschmied  eine 
ungefähre,  getriebene  Kupferkugel  anfertigen  lassen,  verseben  mit 
einer  kleinen  verschliessbaren  Oeflnung.  Vermittelst  verschie- 
dener Gewichte,  die  man  durch  die  Oeffnung  in  die  Kugel  ein- 
legte, könnte  man  endlich  das  richtige  Gewicht  erfahren,  um  nach 
demselben  die  Fallkugel  anfertigen  zu  lassen.  Gesetzt,  es  sei 
dieses  Gewicht  =  G  Pfunde  und  es  wiege  ein  Cubikzoll  des  an- 
zuwendenden Metalls  g  Pfunde;  ferner  sei  der  äussere  Halbmes- 
ser der  Kugel  =r  Zolle  und  der  innere  —xt  so  ist 


h)  Man  könnte  vielleicht  die  Probe  machen  wollen,  vermittelst 
eines  am  Hebel  CG  angebrachten  Drathzuges  den  Gebrauch 
zweier  Chronometer  auf  den  eines  einzigen  zu  reduciren.  Allein 
hierauf  ist  nichts  zu  halten,  da  der  Anzug  des  Drathes  —  zumal 
wenn  er  lang  ist  —  kein  präcises  Abkommen  der  Kugel  herbei- 
fuhren kann.  Besser  ist  ein  Hammerschlag  an  C  aufwärts,  am 
besten  aber  ein  solcher  über  F  oder  G  abwärts. 


woraus  folgt 


lng(r*-x')=G, 
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XIV. 

Lehrsatz  über  den  Flächeninhalt  eines  geraden  Cylio- 
dermantels,  welcher  von  einem  andern  senkrecht  ge- 
schnitten wird. 

Von 

Herrn  Eugen  Lommel 
in  Mannheim. 


Wenn  die  Axen  zweier  ungleichen  geraden  Kreiscylinder  sich 
rechtwinklig  durchschneiden,  so  ist  der  im  dickeren  Cylinder  ein- 
geschlossene Theil  der  Mantelfläche  des  dünneren  Cylinders  gleich 
der  Mantelfläche  eines  schiefen  CvTuulers,  welcher  den  kreisför 
migen  Querschnitt  des  dünneren  Cylinders  zur  Basis,  den  Durch- 
messer des  dickeren  Cylinders  zur  Seitenlänge,  und  zur  Hube  die 
Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  hat,  dessen  andere  Kathete 
und  Hypotenuse  beziehlich  die  Durchmesser  des  dünneren  und 
dickeren  Cylinders  sind. 

Beweis.  Legt  man  durch  jede  der  beiden  in  O (Taf. II. Fig. 2.) 
sich  rechtwinklig  durchkreuzenden  Cylinderaxen  OZ  und  OK  eiae 
Ebene  senkrecht  zur  andern,  so  werden  dieselben  sich  in  der  zu 
OZ  und  OX  senkrechten  Geraden  OYV  durchschneiden  und  die 
kreisförmigen  Querschnitte  ZV  und  XY  des  dickeren  und  de« 
dünneren  Cylinders  enthalten.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  M 
des  Kreises  XY  ziehe  man  MP  parallel  und  gleich  dem  Halb- 
messer OX,  lege  durch  ihren  Endpunkt  PM'  parallel  zu  OZ  (also 
senkrecht  zur  Ebene  XOY)  und  mache  MM'  =  OZ  —  dem  Halb- 
messer des  dickeren  Cylinders,  so  ist  PM'  die  Höhe  und  MM' 
eine  Seitenlinie  des  oben  erwähnten  schiefen  Cylinders,  während 
der  bis  zur  Kreislinie  ZV  verlängerte  Durchschnitt  der  Ebene 
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M'MP  mit  der  Ebene  ZOF,  d.  h.  die  Gerade  NL,  der  Seiten- 
linie des  dünneren  Cy linders  gleich  ist»  welche  steh  im  Punkte  M 
»eines  Querschnitts  bis  zur  Oberfläche  des  dickeren  Cylinders 
erhebt.    Da  die  aus  P  auf  die  Tangente  MK  gefällte  Senkrechte 
dem  Radius  OM  parallel,  und  desswegen  Winkel  MPK  gleich 
Winkel  OMN  ist,  so  sind  die  bei  K  und  N  rechtwinkligen  Drei- 
ecke MKP  und  ONM  einander  congruent.    Folglich  ist  M K=  ON 
und  Dreieck  MKM'  congruent  Dreieck  ONL,  weil  ihre  Winkel 
bei  K  und  N  Rechte,  ihre  Hypotenusen  MM'  und  OL,  und  ihre 
Katheten  MK  und  ON  einander  gleich  sind;  also  ist  auch  KM' 
=  JVX.    Ist  aber  M  der  Mittelpunkteines  Bogeos,  der  klein  genug 
ist,  um  als  geradlinig  betrachtet  werden  zu  können  (d.  b.  eines 
„unendlich  kleinen"  Bogens)  und  zieht  man  von  seinen  Endpunk- 
ten parallel  OZ  zwei  Seitenlinien  des  dünneren  Cylinders  bis  zur 
Oberflache  des  dickereu,  so  enthalten  diese  zwischen  sich  einen 
schmalen  trapezförmigen  Streifen  der  Mantelfläche,  dessen  Inhalt 
gleich  ist  demjenigen  eines  Rechtecks  aus  dem  kleinen  Bogen 
und  der  Mittellinie  NL  des  Trapezes ;   zieht  man  ferner  durch 
die  Endpunkte  desselben  kleinen  Bogens  parallel  und  gleich  MM' 
zwei  Seitenlinien  des  schiefen  Cylinders,  so  ist  da9  zwischen  ihnen 
eothaltene schmale  Parallelogramm,  welches  M' K  =  NL  zur  Höhe 
und  deu  kleinen  Bogen  zur  Grundlinie  hat,  dem  über  demselben 
Bogen  stehenden  Streifen  des  geraden  Cylinders  au  Inhalt  gleich. 
Dann  ist  aber  auch  die  Summe  aller  Streifen  des  geraden  Cylin- 
ders, welche  einem  beliebig  grossen  Bogen  des  Kreises  X  Y  an- 
geboren, d.  h.  das  auf  diesem  Bogen  stehende  Stück  der  geraden 
Mantelfläche,  dem  entsprechenden  Stücke  der  schiefen  Cylinder- 
fläche  gleich;   folglich  auch  der  vom  ganzen  Kreis  XY  bis  zur 
Oberfläche  des  dickeren  Cylinders  emporreichende  gerade  Cylin- 
dermantel  gleich  der  schiefen,  über  demselben  Kreis  sieb  erhe- 
benden Cylinderfläche.    Da  nun  die  beiden  eben  genannten  Cylin- 
dermäntel  die  Hälften  derjenigen  sind,  von  welchen  der  Lehrsatz 
handelt,  so  ist  die  Behauptung  desselben  vollkommen  erwiesen. 

Der  eben  bewiesene  Lehrsatz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  die 
beiden  sich  durchdringenden  Cylinder  einander  gleich  sind.  Der 
schiefe  Cylinder  fällt  jetzt  mit  seinen  beiden  kreisförmigen  End- 
lichen und  allen  seinen  Seitenlinien  in  die  Ebene  XOY,  und 
seine  Mantelfläche  besteht  jetzt  aus  zwei  ebenen,  von  geraden 
Linien  und  Halbkreisen  begrenzten  Figuren ,  deren  jede  dem  Qua- 
drate des  Durchmessers  an  Inhalt  gleich  ist. 

Wendet  man  auf  den  schiefen  Cylinder  unseres  Lehrsatzes  ein 
von  Brinkley  (lrish  transact.IX.  1803.  A  th  eorem  for  fin- 
ding  the  surface  of  an  oblique  cylinder)  aufgestelltes  und 
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leicht  zu  beweisendes  Theorem  *)  an,  wodurch  die  Mantelfläche  eines 
schiefen  Cylinders  mit  kreisförmiger  Basis  auf  die  Mantelfläche 
eines  geraden  Cylinders  zurückgeführt  wird,  welcher  den  Durch- 
messer jenes  Kreises  zur  Höbe,  und  dessen  elliptische  Basis  die 
Seitenlänge  und  die  Hobe  des  schiefen  Cylinders  zu  Axen  hat: 
so  erkennt  man  unmittelbar  die  Wahrheit  des  folgenden 

Zusatzes.  AVenn  die  Axen  zweier  ungleichen  geraden  Kreis- 
,  cylinder  sich  rechtwinklig  durchschneiden,  so  ist  der  im  dickeren 
Cylinder  eingeschlossene  Theil  der  Mantelfläche  des  dünneren  Cy  lin- 
ders gleich  der  Mantelfläche  eines  geraden  Cylinders,  der  den 
Durchmesser  des  dünneren  Cylinders  zur  Hohe,  und  dessen  ellip- 
tische Basis  den  Radius  des  dickeren  Cylinders  zur  grossen  Halbaxe 
und  den  Radius  des  dünneren  Cylinders  zur  Excentricität  bat. 


XV. 

Zur  Theorie  der  Gleichungen. 

Von 

Herrn  Johann  Karl  Becker, 
PrivHtlchrer  in  Zürich. 


L 

Herr  Baurath  Dr.  Scheffler  bat  die  Algebra  unter  an  denn 
um  eine  einfache  Formel  bereichert  **) ,  vermittelst  der  man ,  wenn 
eine  Wurzel  einer  Gleichung  vom  dritten  Grade  gefunden,  sofort 
auch  die  beiden  andern  erhalten  kann. 

Heisst  nämlich  die  Gleichung,  deren  eine  Wurzel  r  gefanden, 

*)  Mit  «einem  Beweise  toitgetheilt  von  mir  im  Archiv.  Theil  X. 
Seite  222.  G. 

•*)  Die  Auflösung  der  algebraischen  und  transzendenten 
Gleichungen  etc.  von  Dr.  Hermann  Scheffler.  Brannschweig  . 
1859.    Sieho  pag.  92.  und  93. 
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a^  +  ffiar'+ojX  +  Os  =0,  (1) 

so  hat  man  für  die  beiden  andern: 

r 


=  -^TV(4£l),  +  7-    •  •  •  » 


Da  diese  Formel  sowohl  von  praktischem  Werthe,  indem  sie 
schneller  zum  Ziele  führt,  als  die  Division  durch  x — r  nach  der 
gewöhnlichen  Methode,  als  auch  von  wissenschaftlichem  Interesse  ist, 
00  mochte  auch  die  folgende  buchst  einfache  Herleitung  derselben 
eiuiger  Beachtung  werth  sein,  um  so  mehr,  da  Herr  Dr.  Scheff- 
ler  sie  auf  grossem  Umwege  gefunden  hat,  während  der  näher- 
liegende, viel  kürzere  Weg  ihm  entgangen  zu  sein  scheint. 

Wird  xz\ axx%  -f  atj:  +  as  durch  x — r  dividirt,  so  erhält  man 
einen  Quotienten  von  der  Form:  x*+px+q%  in  welchem  p  und 
q  zu  bestimmen  sind.  Da  nun  —p  die  Summe  und  g  das  Pro- 
doct  der  Wurzeln  der  Gleichung  x*+px  +  q  =  Q,  also  der  zu 
suchenden  der  Gleichung  (1),  so  hat  man  unmittelbar: 

—  p  +  r  =  —  «i,, 
r/r  =  —  as; 

also  : 

p  =  r  +  al9 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

*2  +  px  +  (f  =  0 

ein,  so  erhält  man  als  deren  Auflösung  die  Formel  (2),  so  dass 
dieselbe  nun,  ohne  zu  weit  zu  führen,  in  die  Elemente  der  Alge- 
bra aufgenommen  werden  kann. 

II. 

Wenn  man  von  der  Gleichung  vom  4ten  Grade 

a^+atx'  +  fltx* +0,^  +  04  =  0  ....  (3) 

zwei  Wurzeln  r4  und  r%t  die  entweder  reelle  oder  conjugirte  com- 
plexe  Wurzeln  sein  können,  kennt,  so  ergeben  sich  die  beiden 
andern  aus  der  Formel:  > 


._     + r«  + r«  •  i/"75i  + r'  +  r«v  ~EL 

 2         ±\  V         2       )  -r,r,- 


(4) 
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Zur  Bestimmung  der  Coefßcienten  p  und  q  der  Gleichung 

x2-\-px  +  q  =  0, 

deren  Wurzeln  die  Formel  (4)  darstellt,  gibt  nämlich  wieder  die 
Theorie  der  Gleichungen : 

-  ai=  —  P  +  ri  +  r%, 
«4=97-!^; 

also: 

q  =  — — • 

Man  kann  leicht  ähnliche  Formeln  für  die  beiden  letzten  Wur- 
zeln jeder  beliebigen  Gleichung  höheren  Grades  herleiten,  deren 
übrige  Wurzeln  bekannt  sind.  Wenn  r, ,  r2,  r3,....r»_t  die  be- 
kannten Wurzeln  der  Gleichung  vom  itten  Grade 

x*  +  Oi*"-1  +  atxu~*  +      +  an  =  0  (5) 

sind,  so  erhält  man  die  beiden  andern  aus  der  Formel: 

*=  (6) 

 2  ±V  V  2  ;  ^^....r.-; 

Von  dem  doppelten  Zeichen  innerhalb  des  Wurzel ausdrucks 
gilt  das  obere  oder  das  untere,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade. 
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XVI. 

Ueber  mittlere  Zahlungstermine  mit  einfachen  Zinsen. 

Von 

Herrn  Doctor  Schlechter, 

Lehrer  am  Gymnasium  xn  Bruchs nl. 


Ist  man  ein  Kapital  von  k  fl.  nach  n  Jahren  unverzinslich  zu 
zahlen  schuldig  und  es  wird  die  jährliche  Vergütung  fiär's  Hun- 
dert zu  p  Procent  und  der  gegenwärtige  Werth  zu  x  angenom- 
men, so  ist  k  zu  zerschlagen  in  den  haaren,  gegenwärtigen  Werth 
x  und  den  Abzug,  Rabatt,  Disconto  D\  somit  ist  A  =  x+Z).  D 
drückt  nun  offenbar  die  Benutzung  des  Kapitals  x  zu  p  Procent 

für  n  Jahre  aus,  so  dass  dann  #  =  ^jjj  gesetzt  werden  kann. 
Hieraus  folgt: 

pnx 

somit 

100* 


2)   x  = 


100 


\00k 

TTUi-,        fl.  werden  zum  Zinsfuss  p  in  n  Jahren  zu  k  fl.  wieder 

100 +pn  100* 

anwachsen.   Der  Disconto  Dz=k  —  j(X)  +  np '  a'80 

Sind  folglich  Alf  Ag,  Ar8,....  Ar  nach  a,  6,  c,....y  Jahren  unverzins- 
lich zu  entrichten,  so  ist  ihr  gegenwärtiger  Werth  JF: 

.    lp_   100*,     ,     100**  ,  100*r 
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der  Discotito:  • 

n  _  ,     6/>*a    ,       ,  37>*r 

ö>   ^-100  +  «^  +  100  +  6p  +  *  •  +  1Ü0  +  ^' 

Wird  nun  die  Aufgabe  so  gestellt»  dasa  die  Kapitalien  Art»  ....  *f, 
welche  man  nach  a,  6,  c,  ....  iy  Jahren  unverzinslich  schuldig  ist, 
an  einem  und  demselben  Tage  bezahlt  werden  sollen,  so  wird 
also  der  Schuldner  bei  baarer  Zahlung  aller  Kapitalien  den  Werth 

entrichten;  der  Minderbetrag,  Disconto,  D  wäre: 

Es  muss  daher  dem  Schuldner  der  Werth  W  so  lange  in  Hän- 
den gelassen  werden,  bis  durch  Verzinsung  desselben  zu  p  Pro- 
cent der  Disconto  D  erzielt  worden  ist.  Nennt  man  diese  Zeit 
x,  so  ist: 

8)  D-ff 

oder 


Q.  100/) 


also  nach  6)  und  7): 


10)   ^100  +  o/>  +  100  +     *    '  *  100 + y," 

100  X  ap  +  100  +  V  +  *  •  +  TOO  -F^  . 

Oder,  was  offenbar  dasselbe  ist,  der  baare  Werth  W  und  der 
Zins  aus  W  zum  Zinsfusse  p  inuss  gleich  sein  der  Summe  der 
in  den  einzelnen  Terminen  zu  zahlenden  Kapitalien.  Somit: 

11)    W'+^=*1  +  Äa+....+*r, 

woraus  man  für  x  den  Werth  in  Gleichung  10)  erhält.  Es  kann 
somit  dieser  Auflusungsweise  die  Richtigkeit  nicht  abgesprochen 
werden,  um  so  mehr,  wenn  man  sich  überzeugt,  dass,  wenn  der 
Werth  von  x  aus  10)  in  11)  eingesetzt  wird, 

K        +  h  +  ♦•••  +  *r  =  k\  +*9  +  #8  +  ....  +  kT 

sich  ergibt  Schafft  man  in  Gleichung  10)  die  Nenner  aller  Bruche 
im  Zähler  und  Nenner  weg,  und  fuhrt  die  dann  angezeigten  Multipli- 
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cationen  aus,  so  erhalt  der  Nenner  und  Zähler  Posten  mit  und  ohne 

A  -§■  Btt 

den  Factor  p,  so  dass  X~~^^J}^  Hese^  werden  kann.  Fuhrt  man 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  die  Division  aus,  so  erhält  man  : 

A  BC 

inv  B  D 

Bei  Betrachtung  dieser  Gleichung  wird  in  die  Augen  fallen,  dass 
die  Zeit  x  von  p  in  der  Weise  abhängt,  dass,  wenn  p  abnimmt, 
die  Zeit  x  zunimmt  und  umgekehrt,   p  —  0  gesetzt  gibt: 


13)   x  =  g*i  +6*«  +  •  •••  -r  ykr 

"f*  ^S  "I"  •  •  •  •  "f  &r 


den  grösstmöglichsten  Werth  für  x.  p=cc  genommen,  gibt  den 
kleinsten : 

14) 

Die  gemeinschaftliche  Verfallzeit  aller  Kapitalien  wird  also  um 
so  früher  fallen,  je  grosser  der  Zinsfuss  genommen  wird,  und  um- 
gekehrt. Man  erkennt  also  aus  dieser  Entwickelung,  dass  der 
mittlere  Zahlungstermin  nicht  allein  von  der  Zeit,  nach  welcher 
die  Kapitalien  zu  entrichten  sind,  und  von  ihrer  Grosse,  sondern 
auch  vom  Zinsfuss  abhängt.  Die  gestellte  Aufgabe  ist  daher  so 
lange  eine  völlig  unbestimmte,  so  lange  nicht  der  Werth  p  gege- 
ben und  durch  Vereinbarung  festgestellt  ist.  Die  Richtigkeit  die- 
ser Behauptung  kann  unmöglich  bestritten  werden.  Gegen  diese 
Wahrheit  werden  Verstösse  gemacht  in  allen  mir  hierüber  bekann- 
ten Schriften.    (Meier  Hirsch,  Oettinger  u.  s.  w.) 

Es  soll  nun  der  innere  Grund ,  wie  man  zu  dieser  falschen  Auf- 
gabenstellung und  natürlich  dann  auch  zur  falschen  Lösung  kam, 
näher  erläutert  werden. 

» 

Wir  stellen  zu  diesem  Behufe  die  Aufgabe,  wie  sie  gewöhn- 
lich gestellt  und  gelöst  wird : 

Man  habe  klt  k\,...»kr  fl.  nach  o,  6,  c,....y  Jahren  unver- 
zinslich zu  bezahlen ;  'welches  ist  die  mittlere  Verfallzeit? 

Auflösung  1.  Zahlt  der  Schuldner  alle  Kapitalien  statt  nach 
seinen  vorgeschriebenen  Terminen  baar  und  man  nimmt  im  Allge- 
meinen an,  die  Verzinsung  der  Kapitalien  könne  nach  dem  Zins- 
fuss p  stattfinden,  so  sind  die  Verluste  des  Schuldners: 

14)    U—  -■-  1ÖÖ 


■  I 
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Die  Kapitalien  k    t  l 

gelassen  «^Lu?«^^^  .o  lange 

«en  bat.    Es  ist  also :  Ä,nfi,««»e  „  den  D.sconto  Z>  ge«  0D. 

15)   ^tk±^Ph±lizi±W^    (*,-f>L-|-  . 

100  ^^-iJ^Jii^Ji^px 

16)  o:^a^Jh±^^h\ 

* 1  J*"i  *«»     ™.  4,7..  t ;     "~  - 

Es  müssen  ihm  also  sänimH.Vl.«  v  .. 
I  J."rge„„S8en  ha,    NenneDPwir  ig + 9»  <* 

von, SJl^Si*: e"  AUf,ß8UB8eB  dCT  "««  2.MUg 

Schoo  darin  |jegt  offenbar  ein  Widen.r.r.,,1.  a 
Zmafu«,  annimmt,,  durch  die  Ar"  un    UP-     J    888  '"*n  einen 
Aufgabe  aber  erkennt,  da«!  er  Z  ÄT°  t"  Aüf,S8un8  d« 
»erden  k,„„.   Die8(I  ,  iM  ^.f"  n'cbt  ,n  Anechla«  gebracht 

<*«°s  io)  P=o  eckt,  d.r«t^Lrr*-,,e"' n,an  in  G,ei- 

dert,  also  auch  für  alle  K. „7 r       •  NuUn'e«*»<'g  fürs  Hun- 
«ein,  da»,  auf  die e  tftet,  n"nmt  ,ZuR,ekh  wi'<» 
-  -er  N„„„ie8ser  immTim  Vo'lrr  «'888«ro5S'^ 

18)  />  =  ^L±M»-f  ..  -f  ypkr 

wo       — ; 

daher  der  baare  Werth  W  aller  Kapitalien: 

19)  W^k^k^^^^iiAt^jj^ 

"nlln^-^  ^  £*j^J-*«  Werthe  a0neIl. 
gesetzt  wird,  P        '  V-'*».  u.s.w.,  37»=  lOO 
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21)    *P  =  0 

Der  Schuldner  oder  Nutzniesser  hat  also  gar  kein  Kapital  mehr 
in  Händen,  um  seinen  Verlust  durch  Umsetzung  zu  decken.  Dass 
der  Schuldner  aus  den  Kapitalien  k% ,  k^,  kit  ....  kr  den  Verlust 
in  zu  bestimmender  Zeit  wieder  gewinne,  ist  eine  beliebige  An- 
nahme und  eutbehrt  jeden  Grundes,  da  die  Abzüge  so  beschaf- 
fen sein  müssen,  dass  die  Reste,  die  baaren  Werthe  der  Kapi- 
talien, zur  Versitzung  ausgeliehen,  zur  ursprünglichen  Summe 
wieder  anwachsen  müssen.  Es.musste 

sein,  was  unmöglich  ist.  Diese  Löj-ungs weise  ist  durch  die 
Pinckard'sche  oder  Carpzov'sche  Berechnung  deslnteruseriums 
hervorgerufen  worden,  und  Oettinger  sagt  mit  Recht  Seite  III. 
seiner  politischen  Arithmetik,  dass  dieser  Methode  schon 
längst  kein  Denkender  mehr  beipflichte.  Cr  selbst  löst  zwar 
sonderbarer  Weise  die  Aufgaben  über  mittlere  Zahlungstermine 
ebenso,  währenddem  der  Herr  Verfasser  Seite  13.  den  Wider- 
spruch der  Gleichung  20)  nachzuweisen  sucht  und  mit  Anwendung 
der  Zinseszinsen  gauz  analog  verfährt. 


XVII. 

Einiges  über  Trisection  des  Winkels. 

Von 

Herrn  Franz  Walter, 
Cadet  der  k,k.  Genie-Truppe  im  Militär-geographischen  Iniititute  zu  Wien. 


I. 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  3.)  AB  eine  bekannte  Gerade,  C  deren 
Mittelpunkt  und  .GH  senkrecht  auf  AB.  Beschreiht  man  aus 
einem  beliebigen,  in  der  (iH  liegenden  Punkte  D  den  Bogen 
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BEFA  mit  dem  Halbmesser  DB  =  DA,  theilt  diesen  Bogen  bei 
F  und  E  in  drei  gleiche  Theile,  und  verfährt  ebenso  mit  mehre- 
ren ,  aus  den  in  der  OH  liegenden  Mittelpunkten  D' ,  D"  u.  s.  w. 
beschriebenen  Bügen,  so  liegen  alle,  auf  der  einen  Seite  befind- 
lichen Theilungspunkte  E' ,  E,  E"  u.  s.  w.,  dann  F,  F,  F"  u.  s.  vr. 
in  einer  krummen  Linie,  deren  nähere  Untersuchung  unsere  Auf- 
gabe sein  soll. 

■ 

Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  O,  wenn 
OC=:\AC,  die  Abscissenaxe  in  ÄÖÄ',  die  Ordinateuaxe in  VOY' 
parallel  zu  GH,  verbindet  man  ferner  die  Punkte  B  und  E,  E 
und  F,  zieht  JE  senkrecht  auf  AB,  und  bezeichnet  endlich  die 
Länge  CB  mit  a,  so  ist: 

OJ=x,   EJ=y,  FE=EB, 
Jß*  +  JE*  =  BE*=  FE* ; 

da  nun 


und 


ist,  so  ist 


FE='2.EK=2.CJ=2(OJ-OC)  =  2(x-l) 

4 

JB=  OB—  OJ=  3  a—x 

wird  diese  Gleichung  geordnet,  so  hat  man: 

\a*  =  Zx*-y*  (I) 

als  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  E.    In  dieser  Gleichung 

2a 

erkennt  man  eine  Hyperbel,  deren  halbe  grosse  Axe  =  ^-  und 

2a 

deren  halbe  kleine  Axe  leicht  zu  bestimmen  sind.  Ferner 

findet  man  die  Durchschnitte  der  Hyperbel  mit  der  Abscissenaxe, 

2a 

d.i.  deren  »Scheitel,  in  L  und  A,  weil  /4G=  OZ»=:  Es  ent- 
spricht demnach  die  Curve,  welche  F" ,  F,  F*  u.s.  w.  verbindet, 
nicht  der  Gleichung  (1),  sondern  einer  anderen  Hyperbel,  deren 
Dimensionen  zwar  dieselben  sind,  deren  Scheitel  sich  jedoch  in 
O  und  B  befinden. 
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Die  Gleichung  (1)  enthält  ferner  nur  die  Constanze  AB—Va, 
die  Hyperbel  wird  demnach  blos  durch  diese  Grosse,  die  Sehne 
des  getheilteo  Bogens,  bestimmt,  upd  ist  von  dem  Bogen  selbst 
ganz  unabhängig.  Aus  der  Natur  der  Ableitung  geht  ferner  die 
Giltigkeit  der  Gleichung  fGr  die  Tbeilungspunkte  aller  über  AB 
beschriebenen  Bogen  hervor. 

Auf  diese  Betrachtung  gestfitzt  lässt  sich  ein  Instrument  von 
der  in  Taf.  II.  Fig.  4.  dargestellten  Form  construiren,  mit  welchem 
man  jeden  Winkel  in  drei  gleiche  Theile  theilen  kann. 

Es  ist  nämlich  Aß  die  Sehne  des  zu  theilenden  Bogens,  CH 
senkrecht  auf  AB,  AC=CB  und  LC=iCB,  ferner  LE  ein 
Theil  eines  Astes  der  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmten  Hyperbel, 
in  der  man  a  =  CB  setzt.  Die  Punkte  A  und  ß  sind  durch 
einen  Strich  auf  den  Kanten  Ln  und  Cm  markirt. 

Ist  nun  MNO  (Taf.  II.  Fig.  5.)  der  zu  theilende  Winkel,  so 
legt  man  das  Instrument  dergestalt  auf  denselben,  dass  die  Punkte 
A  und  B  in  seinen  Schenkeln  Hegen  und  die  Kante  CH  durch 
seinen  Scheitel  geht.  Wird  nun  das  Hyperbelstück  LE  auf  das 
Papier  übertragen,  ferner  der  Punkt  B  auf  NO  markirt  und  nach 
Wegnahme  des  Instrumentes  der  Bogen  BRA  aus  dem  Mittel- 
punkte  N  beschrieben,  so  ist  der  Durchschnitt  R  dieses  Bogens 
mit  dem  Hyperbelstü'cke  der  gesuchte  TbeilUngspunkt  desselben, 
daher  sLBNR=\Z.MNO.  Die  Richtigkeit  des  Vorganges  erhellet 
aus  der  Vergleichung  der  Figuren  5.  und  3.  auf  Taf.  II. 

Der  genaben  Ausführung  dieser  Theilung,  welche  im  Allge- 
meinen keinem  Anstände  unterliegt,  treten  in  einzelnen  Fällen 
Schwierigkeiten  entgegen.  Bei  Winkeln  nämlich  nahe  an  180° 
treffen  die  Kanten  Ln  und  Cm  die  Schenkel  des  Winkels  in  sehr 
schiefer  Richtung,  es  wird  daher  die  Beurtbeilung,  ob  die  Punkte 
A  und  B  in  diesen  Schenkeln  liegen,  und  die  Bestimmung  des 
Punktes  B  auf  NO  sehr  unsicher,  daher  das  Resultat  mit  einem 
bedeutenden  Fehler  behaftet  sein,  —  der  grösste  mit  Sicherheit 
zu  theilende  Winkel  dürfte  14Ö°  nicht  übersteigen.  Ist  der  zu 
theilende  Winkel  sehr  spitz,  so  ist  das  Instrument  ebenfalls  nicht 
mit  Vortheil  anzuwenden,  denn  je  spitzer  der  Winkel  wird,  desto 
grosser  werden  dessen  Schenkel  und  der  Theil  CH  des  Instru- 
mentes (bei  gleicher  Sehne  Aß),  so  dass  diese  Stücke  bei  nur 
massig  kleinen  Winkeln  schon  Dimensionen  annehmen,  welche 
die  Grenzen  gewöhnlicher  Zeichenfla'chen  überschreiten,  wenn  nicht 
schon  ursprünglich  die  Sehne  AB  sehr  klein  gemacht  worden 
ist,  was  aber  wieder  bei  grosseren  Winkeln  der  Genauigkeit 
Eintrag  thun  wurde.    Es  ist  aus  diesem  Grunde  der  Wrinkel  von 
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30°  aU  der  kleinste  20  theilendä  Winkel  anzunehmen,  fäf  wel 
chen  Fall  CH^IAB  genügt.  Ebenso  ist  es  för  den  grössten 
stf  teilenden  Winkel  von  140°  hinreichend,  wenn  das  Hyperbel- 
stack IE  so  lang  gemacht  wird,  dass  die  Entfernung  BE  =  C£ 
Ist.  Sind  Winkel  tu  (heilen,  welche  140°  überschreiten  oder  30 
nicht  erreichen,  so  vollführt  man  die  Tbeilung  an  dem  halben 
oder  doppelten,  überhaupt  an  einem,  in  einfacher  Beziehung  zu 
dem  gegebenen  stehenden  und  innerhalb  der  gegebenen  Grenzen 
liegenden  Winkel,  von  dem  sich  dann  leicht  die  Tbeilung  auf 
den  ursprünglichen  Winkel  ubertragen  lässt. 


II. 

Das  Stück  des  Hyperbelastes ,  welches  zur  Tlieilung  der  Win- 
kel benützt  wird,  lässt  sich  annähernd  durch  einen  Kreisbogen 
ersetzen,  und  es  soll  hier  outersucht  werden,  inwiefern  dies  ge- 
stattet sein  kann. 

1 

Zu  diesem  Ende  bezieht  man  die  für  den  Anfangspunkt  0 
giltige  Gleichnng  der  Hyperbel  3ar*— 4y=y*  auf  deren  Schei- 
tel At  und  man  erhält  als  neue  Gleichung: 

y*  =  3**-f  4n;r.  (1) 

Nun  beschreibt  man  aus  dem  beliebig  in  der  Abscissenaxe  gewähl- 
ten Punkte  B  (Taf.  11.  Fig.  6.)  mit  dem  Halbmesser  BA  den  Kreis 
bogen  ACD  *),  bezeichnet  das  Stück  AB  mit  l,  verbindet  ferner 
einen  beliebigen  Punkt  der  Hyperbel  E  mit  B  und  bezeichnet  die 
Gerade  EB  durch  /,. 

Es  ist  nun  der  Unterschied  zwischen  lt  nnd  /  zu  finden,  wenn 
E  innerhalb  der  angedeuteten  Grenzen  liegt,  zu  welchem  Zwecke 
bemerkt  wird,  dass  für  den  ganzen  Lauf  dieser  Untersuchung 
nur  der  halbe  Hyperbelast  von  A  aufwärts  in  Rechnung  gezogen, 
mithin  die  untere  Hälfte  desselben  und  der  andere  Ast  nicht  be- 
rücksichtigt wird. 

Es  ist  EB*=zEF*+  FB*  oder  lt*  =  und  nach 

Gleichung  (1): 

=  P  -      +  4x*  +  4axf  (2) 


•)  Es  ist  in  der  Fitriir  sowohl  dieser  Bogen,  als  auch  die  Hyperbel 
etwa«  iirmMtärtich  gezeichnet,  um  ihren  Unterschied  deutlicher  hervor- 
tretend «n  ronchen- 
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l 

und  wenn  man  hier  Ax%  +  Aax — 2£r=srn  setzt: 

Es  wird  der  Unterschied  zwischen  /j  und  /  blos  von  m  abhängen, 
so  dass  /|  für  ein  positives  m  grösser  als  /,  für  ein  negatives  m 
kleiner  als  /  ist,  und  für  m  =  0  die  Geraden  /  und  lA  einander  gleich 
werden ;  in  diesem  letzteren  Falle  wird  der  Kreisbogen  die  Hyper- 
bel schneiden. 

m  wird  aber  positiv,  wenn 

4x*  +  4ax>2lx,   2*  +  2a>/,  2*>/-2a; 
es  wird  negativ,  wenn 

2*</-2a, 

und  =0,  wenn 

2x  =  l-  2a, 

so  dass 

/-2a 
2 

die  Abscisse  des  Durchseh  nittspunktes  ist. 

Das  Zeichen  von  m  wird  fär  jedes  x  dasselbe  bleiben,  wird 
sich  aber  für .  verschiedene  Werthe  von  l  ändern.  Ist  nämlich 
/<2a,  z.  ß.  =2a  —  v,  so  wird  m  nie  negativ  werden  können,  denn 
es  kann  nicht  2j:  ^  —  t?,  sondern  nur  — v,  daher  im  positiv 
sein.  Für  /=2a  wird  m  entweder  positiv  oder  =0,  aber  nie 
negativ,  und  nur  für  />2a  können  alle  drei  Fälle  eintreten. 

Fasst  man  die  erhaltenen  Resultate  zusammen .  so  sieht  man, 
dass  wenn  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  Bogens  vom 
Scheitel  der  Hyperbel  grösser  ist  als  2a,  so  wird  der  Bogen 
ausser  der  Hyperbel  bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkte  fortlaufen, 
sodann  aber  innerhalb  derselben  bleiben. 

Wenn  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Scheitel  ^2a 
ist,  so  liegt  der  ganze  Kreis  im  Innern  der  Hyperbel. 

r 

Hieraus  lässt  sich  leicht  scbliessen,  dass  im  ersten  Falle, 
wenn  nämlich  der  Bogen  mit  der  Hyperbel  zwei  Punkte  gemein 
bat,  die  grösste  Differenz  zwischen  lx  und  /  jedenfalls  kleiner 
ausfallen  wird,  als  im  zweiten  Falle,  da  der  Kreisbogen  nahe  der 
Hyperbel  bis  zum  Durchschnitte  mit  derselben  fortläuft,  während 
er  sich  im  zweiten  Falle  sogleich  von  ihr  entfernt 

Es  wird  aber  die  grösste  Differenz  zwischen  /,  und  /  offen  - 

20  • 
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bar  daon  eintreten,  wenn  /t  ein  Minimum  wird;  um  nun  dieses 
Minimum  zu  bestimmen,  löst  man  die  Gleichung  (2)  nach  x  auf: 

_  l-2a  ±  V  4/,»-3/*  +  4a*=Ja~l 

X  —  ^  •  • 

Man  sieht,  dass  /t  unmöglich  kleiner  werden  kann  als 

"3/*  +  4a/ -4a* 


v1 


da  sonst  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ,  mithin 
x  imaginär  werden  würde.  Bezeichnet  man  den  kleinstmOglichen 
Werth  von  /t  mit  4»  60  «t 

4=  ;  V*3/a  +  4«/-4o«=  ;  V(3/— 2a)(/  +  2a). 

Fflr  diesen  Fall  wird  der  Ausdruck  in  (4)  unter  dem  Wurzelzei- 

2a         l  —  2a 

chen  =0  und  ar= — j—  =i.  — n — ,  d.  h.  die  Abscisse  desjeni- 
gen Punktes,  für  welchen  /(  ein  Minimum  wird,  ist  gleich  der 
halben  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  der  Hyperbel  mit  dem 
Kreisbogen.   [Vergl.  Gleich.  (3)  u.  (4).] 

Will  man  das  Hyperbelstuck  AC  durch  einen  Kreisbogen  er- 
setzen, so  ist,  wenn  derselbe  durch  C  gehen  soll,  dessen  Radius 
AB  =  2a  +  2AG,  die  grüsste  Abweichung  von  der  Hyperbel 

=  /—  iV(3/—  2a)(/  +  2a~),  und  die  Abscisse  für  den  Punkt  der 
grossten  Abweichung  AF—IAG. 

Da  es  fÖr  sich  einleuchtend  ist,  dass,  je  grosser  {,  also  je 
grosser  das  Hyperbelstück ,  auch  die  Abweichung  des  so  gefun- 
denen Kreisbogens  grosser  sein  wird,  so  wird  man  desto  annähern- 
der das  Hyperbelstück  ersetzen  können,  je  kleiner  dasselbe  ist 
Nimmt  man  das  Hyperbelstück,  welches  zur  Theiluog  von  Win- 
keln bis  zu  180°  ausreicht,  so  erhält  man  die  Abweichung  =0.006.a, 
eine  Grosse,  welche  sehr  fühlbar  und  für  die  wirkliche  Ausfüh- 
rung zu  bedeutend  ist.  Dagegen  erhält  man  einen,  für  diesen 
Zweck  vollkommen  tauglichen  Bogen,  wenn  man  als  Grenze  der 
zu  theilenden  Winkel  90°  annimmt. 

Es  wird  für  diesen  Fall: 

x  =  rsin  15°  —  \a% 
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wenn  JH=r  ist.   Da  aber  r  =  /fV  =  aV2,  so  ist 
x  =  a  ( V2 .  sin  15»  —0.33) = 0,0326920 .  a, 

daher 

/  =2.0653840.a, 

^=  i  V(5/-2a)(/  +  2a) 

=  5  V  4.  J  961520  X  4.0663840 

=2.065115. a, 

mitbin 

/-^  =  0.000269.a. 

Da  die  Unterschiede  zwischen  /  und  /j  jedenfalls  kleiner  sind 
alt*  die  entsprechenden  Unterschiede  zwischen  den,  durch  den 
Kreisbogen  und  durch  die  Hyperbel  abgeschnittenen  Bögen,  so 
ist  der  grösste  Fehler,  den  man  begehen  kann,  0.0002. a. 

Nimmt  man  als  die,  im  günstigsten  Falle  zu  erreichende 
»Strich dicke  0.001  Wr.  Zoll,  so  wird  man  für  «  =  4  Zoll,  d.  i.  die 
ganze  Sehne  =8  Zoll,  höchstens  um  die  Dicke  des  feinsten  Striches 
fehlen  können,  und  es  wird  dieser  Fehler  eintreten,  wenn  der  zu 
theilende  Winkel  85"  53'....  beträgt,  da  für  diesen  Fall  /,  ein 
Minimum  wird. 

Die  folgende  Construction  ist  hierauf  gestfitzt. 

Sei  MOJS  (Taf.  II.  Fig.  7.)  der  zu  theilende  Winkel,  so  be- 
schreibt man  den  Bogen  MFN  mit  einem  beliebigen  Halbmesser, 
zieht  die  Sehne  jtfiV  und  macht  AN  =  iMN.  Tbeilt  man  nun 
^MON  durch  die  Gerade  OP  in  zwei  gleiche  T heile,  macht 
CE  =  CN,  beschreibt  aus  E  den  Bogen  MBN  und  trägt 
chord  MB  — EM  auf,  so  ist  arc  BN=  J  arc  MN,  da  Z.MEN=W° 
ist.  Zieht  man  nun  BDl_MN,  trägt  DG=CN=a  und  GH—GA 
auf,  so  wird  der  aus  H  beschriebene  Bogen  AB  den  Bogen  MN 
in  F  schneiden  und  dieser  Punkt  der  Theilungspunkt  sein. 

Ist  ein  stumpfer  Winkel  MOQ  zu  theilen ,  so  theilt  man 
MON  bei  Fund  trägt  chord  FK  =  chord  KL—  ON  auf,  so  wird 
arc  QL  —  \  arc  MQ  sein. 

Da  diese  Construction  für  den  gewöhnlichen  Gebrauch  viel 
zu  umständlich  ist,  so  wird  man  statt  des  Halbmessers  AH  den 
Halbmesser  2a  nehmen  können  und  hiebei,  besonders  wenn  CN 
nicht  sehr  gross  und  £MON  spitz  ist,  keinen  bedeutenden  Feh- 
ler begehen,  da  für  ^fÖiV=900,  / — /a=0. 0010a  wird,  und  sich 
dieser  Fehler  desto  mehr  verringert,  je  kleiner  4L  MON  ist. 
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Will. 

Beitrag  zur  Theorie  der  Tangenten  an  die  krummen 
Linien  der  zweiten  Ordnung. 

VOD 

Herrn  Professor  Dr.  J.  K.  Steezhowski 

an  der  Universität  zu  Cracau. 


Aus  einem,  ausserhalb  eines  Kegelschnitts  gegebenem  Punkte 
eine  Tangente  an  diesen  Kegelschnitt  zu  ziehen ,  sind  zwar  etliche 
und  ganz  einfache  Methoden  bekannt,  doch  will  ich  hier  noch 
eine  nicht  minder  einfache  zeigen,  welche  wiewohl  schon  längst, 
jedoch  nicht  allgemein  bekannt  sein  durfte,  weil  ich  sie  bis  jetzt 
iu  keiner  analytischen  Geometrie  angetroffen  habe;  ich  erinnere  mich 
nur,  dass  mein  seliger  Professor  Franz  Sapalski  in  der  descrip- 
tiven  Geometrie  uns  diese  Methode  für  die  Ellipse  als  eine  ein- 
fache und  praktische,  aber  ohne  Beweis  gezeigt  hat. 

Das  Wesen  dieser  Methode  beruht  auf  Folgendem.  Nimmt 
rann  d«n  Kreis  als  Beispiel  vor,  dessen  Mittelpunkt  S  (Taf.ll. 
Fig.  8.).  Sei  ausserhalb  dieses  Kreises  der  gegebene  Punkt  /> 
aus  welchem  wir  die  Tangente  ziehen  wollen.  Man  ziehe  aus 
diesem  gegebenen  Punkte  P  wie  immer  drei  Sekanten,  welche 
die  Peripherie  des  Kreises  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D,  JE,  F 
schneiden  sollen.  Verbindet  man  kreuzweise  die  Durchschnitts- 
punkte  der  Sekanten  mit  der  Peripherie  mit  Geraden  BC,  AD, 
DE,  CF,  so  schneiden  sich  diese  Geraden  in  zwei  Punkten  O 
und  O',  durch  welche  die  Gerade  gezogen  und  bis  an  die  Peri- 
pherie verlängert,  uns  die  Berührungspunkte  T  und  T'  der  swei 
nus  dem  Punkte  P  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  anzeigen 
wird.  Dasselbe  gilt  auch  fär  die  anderen  Kegelschnitte.*  Um  aber 
diese  Methode  zu  begründen,  muss  vorerst  beniesen  werden. 
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dass  die  Punkte  Ound  O'  sich  wirklich  auf  der  die  Berührungspunkte 
verbindenden  Geraden  TT  befinden.  Dieses  hat  Tacquet  in  sei- 
ner „Synopsis  sectionum  conicarum,  Venetiis  MDCCLXII" 
synthetisch  bewiesen,  sich  auf  den  Satz  stützend,  dass  bei 
jedem  Kegelschnitte,  wenn  man  aus  einem  ausserhalb  liegenden 
Punkte  eine  Sekante  dieses  Kegelschnitts  zieht,  dieselbe  in  zwei 
Punkten,  wo  sie  den  Kegelschnitt,  und  im  dritten  Punkte,  wo 
sie  die  Gerade,  welche  die  Berührungspunkte  zweier  aus  dem- 
selben an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  verbindet,  schnei- 
det, in  einer  harmonischen  Proportion  get  heilt  wird.  Diese  zwei 
Sätze  habe  ich  in  keinem  der  jetzigen  Lehrbücher  gefunden,  des- 
wegen werde  ich  ihre  Begründung  hier  folgen  lassen,  indem  ich 
mit  dem  zweiten  beginne. 

Für  den  Kreis  Ist  dieser  Satz  äusserst  leicht  zu  beweisen. 
Seien  nemlich  aus  dem  Punkte  P  (Ta f.  II.  Fig.  9.)  zwei  Tangenten 
gezogen  und  die,  die  Berührungspunkte  verbindende  Gerade  TT ,  so 
wie  die  Sekante  PB,  welche  die  Peripherie  des  Kreises  in  den 
Punkten  A  und  B  und  die  Gerade  TT  im  Punkte  C  schneidet. 
Zu  beweisen  ist,  dass 

PB:PA  =  BC:AC. 

Durch  die  Punkte  A  und  B  zieht  man  die  Geraden  FD  und  GE 
parallel  zu  TT ,  bis  sie  sich  mit  der  Peripherie  und  der  einen 
der  Tangenten  schneiden,  wie  hier  in  F,  G  und  Dt  E.  Aus  einem 

bekannten  Satze  der  elementaren  Geometrie  hat  man  DT^FD.AD 

Und  ET*  =  EG.EB;  zieht  man  noch  durch  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  die  Gerade  PQ,  welche  die  Gerade  TT  und  folglich  auch 
die  ihr  parallelen  FA  und  GB  halbiren  wird,  so  ist 

QE:OD=QB:OA  oder  Q&.QB^^OD^.ÖÄ1, 

m 

und  daraus : 
oder 

QBHQE  —  QB)\(ÖD-\r  OA) (OD^OA)zzQ&.  00*, 
oder,  da  QB  —  QG  und  OAz=OF: 

EG,  BE.DF,DA  s=  Q&.  OD*. 

Setzt  man  hier  die  obigen  Werthe  ftlr  die  Rechtecke,  so  erhal- 
ten wir: 


QE*: OD*  —  ET*. TTri  oder  QE:OD=ET:DT. 
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Da  aber  QE:OD=  PE-.PD,  so  ist  PE.PD^ET.DT,  d.h. 
die  Tangente  PE  ist  in  den  Punkten  Pt  D,  T,  E  in  einer  har- 
monischen Proportion  getheilt,  deswegen  ist  derselbe  Fall  mit 
der  Sekante  PB ,  dass  sie  in  den  Punkten  P,  A,  C,  B  durch 
die  Parallelen  in  der  nemlichen  Proportion  getbeilt  wird,  d.  h.  es 
wird  PB\PA  —  BC'.  AC  sein,  wie  behauptet  wurde. 

Um  diesen  Satz  fiir  andere  Regelschnitte  zu  beweisen,  werde 
ich  nur  die  Ellipse  vornehmen;  alles  aber,  was  ich  für  diese  be- 
weisen werde,  wird  für  die  zwei  anderen  Kegelschnitte,  d.  h.  Hyper- 
bel und  Parabel,  gelten.  Ich  nehme  die  allgemeine  Gleichung 
der  Kegelschnitte  vor: 

ay1  +  bxy  +  ex*  +  dy  -+  ex  -f  f=  0, 

in  welcher  ich  x  und  y  als  schiefwinklichte  Coordinaten  ansehe, 
deren  Anfangspunkt  O  ist  (Tat  II.  Fig.  10.),  und  setze  voraus, 
dass  diese  Gleichung  die  Ellipse  bedeutet. 

Ordne  ich  diese  Gleichung  nach  y,  so  wird 

bx  +  d       cx*  +  ex+f 

ya+— — 5— =o 

sein.  Wird  hier  x=OP  gesetzt,  so  erhält  man  zwei  Wurzeln 
für  y,  nemlich  PM  und  PN.    Da  aber  nach  der  Theorie  der 

CX*  -f-       "T*  f  _  1 

Gleichungen   —        das  Product  dieser  Wurzeln  ist,  so  ist 

PM.PN=cx*  +  fx  +  f. 

Q 

Diese  Wurzeln  können  aber  entweder  beide  reell,  beide  imaginär 

oder  beide  gleich  sein,  je  nachdem  die  zwei  Wurzeln  der  Glei- 
e  f 

chung  x2  +  -x  +  -  =0  reell,  imaginSr  oder  unter  einander  gleich 
c  c 

sind.  Lassen  wir  die  imaginären  WTurzeln  ausser  Acht  Wird 
in  der  ursprünglichen  Gleichung  y  =  0  gesetzt,  so  erhalten  wir 
die  Abscissen  der  Punkte,  in  welchen  die  Ellipse  die  Abscissen- 
axe  schneidet,  d.  h.  wir  erhalten  OA  und  OB.  Für  diesen  Fall 
haben  wir; 

**  +  lx  +  {=  (* ~  OA)  (x- OB) 
c  c 


oder 


cx*  +  ex  +  f  =  £(x__  0A) {x _ OB) 
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Da  wir  aber  vorher  x  —  OP  gesetzt  haben ,  so  wird  auch : 
cxt  +  ex+r^  £(0/>_  OAUOP-  OB)  =  ?.PA.PB, 

d.h.  nach  dem  Obigen  PM.PN=-.PA.PB,  woraus  ^££=-. 

o  irA.HM  a 

Aus  dieser  Gleichung  lesen  wir  die  Wahrheit,  dass  das  Verhält- 
nis der  Rechtecke  PM.PN  und  PA.Pß  für  jeden  Kegelschnitt 
constaut  ist.   Setzt  man  also  x=OPt  so  werden  wir  auf  dem 

nemlicben  Wege    /y^  P*B  =  a  unt*  ^ß'*cn 

PN.PM  _  P'N'.P'M'  %  • 

PB.PA  ~  P'B.PA 

erhalten,  d.  h.  zwei  Sekanten  aus  dem  nemlichen  Punkte  P  ge- 
zogen geben  dasselbe  Verhältnis«  der  Rechtecke  aus  den  ganzen 
Sekanten  in  ihre  Theile  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wie  zwei 
andere  den  ersten  parallele  Sekanten  aus  einem  anderen  Punkte 
an  denselben  Kegelschnitt  gezogen. 

Nehmen  wir  jetzt  die  Abscissenaxe  0?X*  zur  Tangente  anf 
oder,  was  dasselbe  ist,  setzen  wir  voraus,  dass  zwei  Wurzeln 

e  f 

der  Gleichung  x*  +  - x\ -  =  0  unter  einander  gleich  sind,  so 

c  c 

kommen  die  Punkte  A  und  B  in  einen  Punkt  D  zusammen,  d.h. 
es  wird  PB  =  PA  =  QDt  so  wie  P'B  =  P'A  =  Q'D;  deswegen 
erhalten  wir  aus  dem  nemlichen  Grunde: 

QN.  QM_Q,N'.Q'M'  QN.QM  QD^ 

Qjy*  ~~    Q7«*  Q'W.Q'M'-Qiöi* 

d.  h.  wenn  man  aus  zwei  verschiedenen  Punkten  ausserhalb  eines 
Kegelschnitts  zwei  parallele  Sekanten  und  Tangenten  an  den 
nemlichen  Kegelschnitt  zieht,  so  verhalten  sich  die  Rechtecke  aus 
den  Sekanten  in  ihre  Theile  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wie 
die  Quadrate  der  Tangenten. 

Auf  diese  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  gestutzt,  können  wir 
jetzt  beweisen,  dass  die  Sekante  PB  eines  Kegelschnitts,  gezo- 
gen aus  dem  Punkte  P,  wo  die  beiden  Tangenten  zusammen- 
kommen, in  den  Punkten  A,  B,  wo  sie  den  Kegelschnitt,  und 
im  Punkte  C,  wo  sie  die,  die  Berührungspunkte  der  zwei  aus 
demselben  Punkte  P  gezogenen  Tangenten  verbindende  Gerade 
schneidet,  in  einer  harmonischen  Proportion  getbeilt  wird.  Wir 
«vollen  nemlich  beweisen,  dass 
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■ 

PBtPAzzBC.AC 

ist  (Taf.  II.  Fig.  II.).  In  dieser  Absicht  zieht  man  durch  P  und 
den  Mittelpunkt  der  EHipee  die  Gerade  PQ,  und  dann  durch  die 
Punkte  A  und  B,  wo  die  Sekante  die  Ellipse  schneidet«  Paral- 
leüiuien  zu  TT',  bis  sie  sich  mit  der  Ellipse  nochmals  and  mit 
der  Tangente  PT  in  den  Punkten  F,  G,  Df  E  schneiden. 

Ich  halte  es  nicht  für  nftthig,  zu  beweisen,  dass  die  Gerade 
'  PQ  die  TT1  im  Punkte  /,  also  auch  dje  ihr  parallelen  Sehnen  AF 
und  BG  in  den  Punkten  O  und  Q  halbirt.   Wenn  ich  also  die- 
ses voraussetze,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

DF.DA.EG.EB  = DT*t  ET*. 
Im  Dreiecke  QPE  haben  wir: 

QE:OD  =  PQ:PO  =  QB :  OA , 

d.  h. 

QE*:QB*=  OD*:OA*, 

woraus 

QE*-QB*:QE*=  ÖD* -Ol*:  ÖD* 

oder 

(QE  +  QB)  (QE  -  QB):(OD  +  OA)  ( OD—  OA)  =  QE*:  OD*. 

Da  aber  QBz=QG  und  OA^OF,  so  ist 

EG.BE.DF. DA  —  QE*:  OD*. 

Setzen  wir  hier  (Tir  das  Verhältnis  der  Rechtecke  das  obige  ihm 
gleiche  der  Quadrate,  so  erhalten  wir: 

.    QE*:ÖD*  =  ET*:DT*  oder  QE:  QD  =  ET:  DT. 

Aber  QE:OD=  PE:PD,  folglich  PE:PD=zET:DT,  d.h.  die 
Tangente  PE  ist  in  den  Punkten  P,  D,  T,  E  in  einer  harmo- 
nischen Proportion  getheilt,  deswegen  wird  auch  die  Sekante  PB 
durch  die  Parallellinien  in  den  Punkten  P,  A,  C,  B  in  einer  har- 
monischen Proportion  getheilt,  nemlicb  es  wird 

PB.PA~BC.AC 
sein,  was  zu  beweisen  war. 

Das  Letzte,  was  uns  zu  begründen  bleibt,  die  auf  der  ersten 
Figur  für  einen  Kreis  gezeigte  Methode,  mittelst  dreier  Sekanten 
die  Tangente  eines  Kegelschnittes  zu  ziehen,  zu  rechtfertigen,  ist 
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der  Beweis,  das«  die  Geraden  AD,  BC  (Taf.H.  Fig.  12.)  sich  auf 
der  die  Berührungspunkte  verbindenden  Geraden  TT  schneiden. 
Diesen  Beweis  werde  ich  fast  mit  Tacquets  Worten  fuhren. 

Es  seien  PT  und  PT'  zwei  aus  dem  Punkte  P  an  eine  Ellipse 
gezogene  Tangenten  und  TT1  die,  die  Berührungspunkte  verbin- 
dende Gerade;  dann  seien  PB  und  PD  die  zwei  aus  demselben 
Punkte  gezogenen  Sekanten,  welche  die  Ellipse  in  den  Punkten  A,  B, 
C,  D  und  die  Gerade  TT  in  E  und  F  schneiden.  Die  Gerade  AD 
schneide  die  Linie  TT  im  Punkt«  O;  durch  7Jund  O  ziehen  wir  wieder 
eine  Gerade,  und  durch  die  Punkte  B  und  CParallellinien  zu  AD, 
bis  sie  sich  mit  der  TV  und  der  verlängerten  PO  in  den  Punk 
ten  H,  K  und  G,  I  schneiden;  zuletzt  ziehen  wir  BO  und  CO. 
In  dem  Dreiecke  DOP  haben  wir  DO:CI=PD:PC.   Da  aber 
nach  dem  Vorhergehenden   PD :  PC  =  DF :  CF,    so  ist  auch 
DO:Cl  =  DF:CF.   Die  Dreiecke  DOF  und  FGC  sind  ähnlich, 
deswegen  DF:CF=DO:GC,  folglich  DO:CI=DO:GC,  also 
Cl—GC.    Ebenso  hat  man  im  Dreiecke  BPK  die  Proportion 
BK:AO  =  Pß:PA.   Da  aber  PBiPA  ==  BE:AE,  so  ist  auch 
BK:AO  =  BE.AE.   Die  Dreiecke  BEB  und  AEO  sind  wieder 
ähnlich,  also  BE :  AE  =  BH:  A  O',  folglich  BK:AO  =  BH.AO, 
woraus  BK^BH.   Endlich  sind  die  Dreiecke  HOK  trad  ZOG 
ähnlich,  haben  überdies  die  Seiten  HKvnd  Gl  parallel,  die  zwei 
anderen  Seiten  des  eineo  sind  Verlängerungen  der  Seiten  des 
anderen  Dreiecks;  wenn  also  die  Gerade  BO  die  eine  der  paral- 
lelen Seiten  HK  in  B  halbirt,  so  muss  sie  verlängert  die  andere, 
d.  b.  67,  auch  halbiren,  oder  sie  muss  auf  den  Punkt  C  treffen; 
mit  anderen  Worten,  die  drei  Punkte  B,  O,  C  müssen  in  einer 
und  derselben  Geraden  liegen. 

Auf  diese  Art  haben  wir  bewiesen,  dass  die  Geraden'  AD, 
BC  sich  auf  der  Geraden  TT'  durchschneiden.  Da  man  aber 
keine  besondere  Lage  für  die  zwei  Sekanten  angenommen  hat, 
so  gilt  der  Satz  für  je  zwei  aus  dem  nemlichen  Punkte  P  ge- 
zogene. Zieht  man  also  drei  solche  Sekanten,  so  werden  wir 
zwei  Durchschnittspunkte  erhalten,  welche  uns  die  Richtung  der 
Geraden  TT  und  diese  Gerade  die  Berührungspunkte  T  und  V 
bestimme«  werden. 
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■ 

Ueber  elliptische  Coordinaten. 

(Man  sehe  die  frühere  Abhandlung  in  diesem  Theile:  „Heber 
krummlinige  Coordinaten."   Nr.  V.  S.  26.) 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Böhlen 

xu  Suis  a.  N.  im  Königreich  Würtemberg. 


Aus  den  Gleichungen  des  Ellipsoids  (p)  und  der  homofokalen 
Hyperboloide  (p)  und  (v): 

x1       y1  z* 
W  +  +  ^T^ä  = 1 » 

**  .   y»        «f  .  y*  _ , 

folgt : 

(2)  bcx  =  Qfiv, 

(3)  ...  6  V^6».y  =  \^v=6»  V"^6» yfP=**, 

(4)  .  .  .  c  V  c«  -  6« .  z  =  V  p*  —  c*  V  c* — fi«  V  c* — v* 

Diese  Relationen  bilden  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  cen- 
trischen  homofokalen  Flächen,  oder  der  elliptischen  Coordinaten. 
Es  sei  ABCD  ein  Krfimmungslinien- Viereck  auf  (p);  xa,  xt,  xe,  x* 
sind  die  Abscissen  der  Eckpunkte,  welche  durch  die  elliptischen 
Coordinaten  (p,f*,v);  (p,  fi,  v')\  (p,  fi' ,  v')\  (p,  v)  bestimmt 
sind;  so  folgt  aus  (2): 

0>)  Xa-Xc  =  Xb.Xd'i 

ebenso  findet  man  aus  (3)  und  (4) : 
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« 

%a  •  Ze  —  Zb  •  »d» 

Die  Abscissen  der  Ecken  eines  Krümmungslinien- 
Vierecks  sind  proportionirt.  Hieraus  ergibt  sieb  weiter, 
das*  die  Gegenecken  solcher  Vierecke  die  correspondirenden  Punkte 
des  Ivory  sind.  (Chasles,  sur  l'attraction  des  ellipsoi- 
des.  Institut  de  France,  tome  IX.)*   Aus  (2)  folgt: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  Ebene  senkrecht 
zur  x-Axe,  so  ist  das  Produkt  der  grossen  Halbaxen 
der  drei  durch  ihn  gebenden  homofokalen  Flächen 
konstant. 

Wir  betrachten  ein  von  sechs  homofokalen  Flächen  eingeschlosse- 
nes Parallelepiped.  Die  Punkte  (p,  p,  v)  und  (p-ff/o,  (tt+dp,  v-fdv) 
sind  zwei  Gegenecken  desselben;  in  dem  ersten  dieser  Punkte 
stossen  die  drei  Kanten  dt' ,  ds" ,  df  zusammen;  dt  ist  die  Ver- 
bindungslinie heider  Punkte  oder  die  Diagonale  des  Parallelepi- 
peds.  Betrachten  wir  in  (2),  (3)  und  (4)  x,  y,  z  und  o  als  varia- 
bel, so  erhalten  wir: 

(6)   .  .  \  bcdx  =  ftvdQ, 

b  Vc*=b*  dy  =  ^-1— ^  V^V*  V~6*- v*. 

V  p* — c2 

Ebenso  findet  man,  wenn  in  (2),  (3)  und  (4)  x,  y,  z  und  p,  hier- 
auf     y,  z  und  v  als  veränderlich  angesehen  werden: 


r~ 


<9)  *-=:^Ö^E2dv. 

Es  seien  a,  a',  a";  a,  a',  <*";  a,  a',  a"  die  Cosinus  der  Win- 
kel, welche  die  Linien  d*',  dsf,  dsf"  mit  den  Axen  der  x,  y,  z 

dx  d  u 

bilden,  so  findet  man  aus  (6)  und  (7),  da  a=^>,   a'  = 

«"=5 is,: 


Digitized  by  Google 


310 


Böhlen:  Veber  ttHpttiche  Coorditiaten. 


u„  q  Vq*^-T*  V^rp  V^r^ 

Aehnliche  Wertbe  ergeben  sich  filr  die  anderen  Cosinus.  Aus 
(10)  folgt: 

In  einem  K  rflmm  u  ngslin  iea  -  Viereck  auf  einem 
Ellipsoid  oder  Hyperboloid  sind  die  Cosinus  der  Win- 
kel, welche  die  Normalen  der  Fläche  mit  einer  der 
Axen  bilden,  proportionirt. 

In  einem  früheren  Aufsatze  (Ueber  einige  Sätze  der  höhe- 
ren Geometrie,  Archiv.  Tbl.  XXXIII.  S.  III.)  habe  ich  folgendes 
Theorem  von  Chasle*  aus  den  Formeln  (1)  abgeleitet.  Wenn  man 
durch  einen  Punkt  A  oder  (p,  p,  v)  drei  Normalen  der  Flächen  (p),  (p),  (v) 
zieht  und  auf  demselben  Stöcke  abschneidet  =  p,  p  und  v,  so  sind 
diese  die  Halbaxen  eines  Ellipsoids  E,  welches  die  yz- Ebene  im  Ur- 
sprung O  berührt,  und  dessen  parallel  mit  dieser  Ebene  gelegter  Dia- 
metralschnitt die  constanten  Halbaxen  b  und  c  bat.  Wenn  sich 
nun  der  Punkt  (p,  p,  v)  auf  einer  Ebene  L  bewegt,  welche  mit 
den  Normalen  p,  p  und  v  die  Wiokel  t,  t',  f  bildet,  so  sind 
die  Perpendikel,  welche  von  den  Endpunkten  dieser  Normalen 
auf  L  herabgelasssen  werden,  gleich  peini,  psint',  ysint*,  nnd 
da  die  Quadratsumme  der  von  den  Endpunkten  dreier  konjugirten 
Semidiameter  eines  Ellipsoids  auf  eine  Diametral- Ebene  gefällten 
Perpendikel  konstant  ist,  so  haben  wir: 

(11)  ...  .  p*sin*i+pVinV+V*sin*i*^a* 

Hier  bedeutet  a»  die  Quadratsumme  der  von  den  jEndpunkten  der 
konjngirten  Semidiameter  OA,  b  und  c  auf  L  gefällten  Perpen- 
dikel. Bewegt  sich  A  auf  h%  so  ist  a»  konstant;  kommt  der  Punkt 
A  in  eine  solche  Lage,  dass  eine  der  drei  durch  ihn  gehenden 
homofokalen  Flächen  L  tangirt,  so  verwandelt  sich  die  linke  Seite 
von  (11)  in  das  Quadrat  der  grossen  Halbaxe  dieser  tangirenden 
Fläche,  also  ist  diese  Halbaxe  =a.  Die  Fläche  selbst  nennen 
wir  (a).  Wenn  in  (11)  der  Punkt  (p,  p,  v)  als  fest  angenommen 
wird  und  die  Fläche  (o)  als  gegeben,  so  ist  (11)  die  Gleichung 
des  Kegels,  dessen  Spitze  (p,  p,  v)  ist  und  welcher  (o)  tangirt 
Die  Variabelen  sind  die  Winkel  >,  f.  Wir  betrachten  die 
Normalen  der  in  (p,  p,  v)  zusammenstossenden  Flächen  (p),  (p) 
und  (v)  als  Coordinatenaxen ,  und  zwar  sollen  die  Normalen  von 
(p),  (p)  und  (v)  die  Axen  der  |,  rj  und  £  sein.  Für  irgend  einen 
Punkt  (|,  t/,  £),  der  auf  der  Normale  von  L  liegt,  ist: 
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«ach  (11)  ist: 

(o*-«r»)  P  +  fo»-«*)^  +  (»*-d*)£»=*0. 

Diess  ist  die  Gleichung  des  Ergäozungskegels  von  demjenigen, 
welchen  die  Ebenen  L  einhüllen;  der  Kegel  selbst  bat  also  die 
Gleichung : 

p  tf  g« 

die  Gleichungen  der  Fokal -Linien  sind: 

da  o,  p  und  v  konstant  sind,  so  folgt  hieraus: 

Alle  konzentrischen  Berührungskegel  homofokaler 
Ellipsoiilc  oder  Hyperboloide  sind  homofokal  (haben 
dieselben  Fokal -Linien),  welchen  Satz  Chasles  (Apercu  histo- 
rique)  und  Jacobi  (Crelle's  Journal)  angegebeo  haben. 

Die  Gleichung  des  Beröhrungskegels  einer  zweiten  homofo- 
kalen  Fläche  (0),  dessen  Spitze  auchtfc,  p,  v)  ist,  heisst: 

|2  y%  £2 

(12)  und  (13)  sind  die  Gleichungen  einer  gemeinsamen  Tan- 
gente der  homofokalen  Flächen  («)  und  (ß).  Da  nun  zwei  homo- 
fokale Regel  sich  senkrecht  schneiden,  so  folgt  hieraus,  dass 
sieb  durch  die  gemeinschaftliche  Tangente  zwei  Ebenen  legen 
lassen,  wovon  die  erste  («)  berührt  und  auf  (ß)  senkrecht  steht;  die 
andere  berührt  (ß)  und  steht  auf  (er)  senkrecht ;  mit  anderen  Worten : 

Die  scheinbaren  Umrisse  zweier  homofokalen  Flä- 
chen verschiedener  Art  stehen  auf  einander  senkrecht, 
von  welchem  Punkt  aus  sie  auch  betrachtet  werden 
mögen« 

Solche  Flächen  können  also  die  Krümmungsmittelpunkte  Einer 
dritten  Fläche  (A)  enthalten;  diese  hat  die  Eigenschaft,  dass  die 
Normalen,  deren  Fusspunkte  eine  Krümmungslinie  auf  ihr  bilden, 
(«)  (oder  (ß))  in  einer  geodätischen  Linie  berühren.  (Monge, 
analyse  appliquO'e  ä  la  g^ometrie,  5Me  e"d.,  pag.  136.,  137.) 
Die  Berührungspunkte  derselben  Normalen  mit  {ß)  (oder  (er))  bil- 
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den  eine  andere  Linie,  deren  Natur  mit  derjenigen  der  geodäti- 
schen Linie  auf  (a)  (oder  (/?))  eng  zusammenhängt,  und  die  ich 
desshalb  konjugirte  geodätische  Linie  nenne;  denn  ihre  koo- 
jugirten  Tangenten  sind  Tangenten  der  geodätischen  Linie.  Die 
Gleichungen  beider  Arten  von  Linien  lassen  sich  aus  (11)  unmit- 
telbar ableiten  mit  Hülfe  der  so  eben  angeführten  Betrachtungen, 
wie  diess  Chasles  zuerst  gethan  hat.   Man  findet  nämlich: 

(14)  fiacos*£+v2sin*i  =  aÄ, 

(15)  p,«cos*i\  +  v*sin*i,  =  /J». 

(14)  ist  die  Liouville'schc  Gleichung  für  geodätische  Linien 
auf  dem  Ellipsoid  (ß),  deren  Tangenten  die  homofokale  Flache  (o) 
berühren.  Im  Punkte  (ß,  ft,  v)  bildet  diese  Tangente  mit  der 
Krümmungslinie  0  — const,  p  =  const.  den  Winkel  t.  Alle  Tan* 
genten  der  Linie  (14)  berühren  die  homofokale  Fläche  (o)  in  einer 
konjugirten  geodätischen  Linie,  deren  Gleichung  in  (15)  enthalten 
ist.  Im  Punkte  (er,  p',  v')  auf  («)  bildet  die  konjugirte  Tangente 
der  letzteren  Linie  mit  der  Rrümmungslinie  a  =  const.,  f»'  =  const 
den  Winkel  i'.  Wir  können  aus  (15)  einige  Eigenschaften  konju- 
girter  geodätischer  Linien  ableiten. 

Wenn  in  einem  Punkte  auf  («)  ztvei  Linien  zusammentreffen, 
für  welche  ß  denselben  Werth  hat,  so  ist 

f*,2cos2i,  +  v  *sin*i/=  p^cos^-f  v,*sinÄi„, 

(16)  i(  =  .«. 

Solche  Linien  stehen  gehörig  verlängert  auf  der  Krümm ungslinie 
/3  =  const.  von  (er)  senkrecht.  Die  Formel  (16)  enthält  also  den  Satz: 

Zwei  konjugirte  geodätische  Linien   eines  Ellip 
soids  oder  Hyperboloids,  welche  auf  Einer  Krüramangs 
linie  der  Fläche  senkrecht  stehen,  bilden  in  ihrem 
gemeinschaftlichen  Durchschnitt   mit   einer  zweiten 
Krümmungslinie  gleiche  Winkel  mit  derselben. 

t,  und  i„  sind  die  Winkel,  welche  die  conjugirten  Tangenten 
beider  Linien  im  Durchschnittspunkt  mit  der  Krümraungslinie 
ft,  =  const.  bilden,  und  da  diese  Winkel  nach  (16)  gleich  sind,  so 
sind  es  auch  die  Winkel,  welche  die  Linien  selbst  mit  dieser 
Krümmungslinie  bilden.   Aus  (15)  folgt: 

sin  t,=—p  cos  i,  —  -  r     — —  • 

Vfi*-v2  Vft,*— v* 
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In  A  schneiden  sich  zwei  konjagirte  geodätische  Linien,  deren 
konjugirte  Tangenten  auf  einander  senkrecht  stehen,  also  ist 

sint,  =  cosi„  oder  \FltiLzJl  =  i/  fc*^-V'* , 

(17)  ...    .    p*  +  v*:=/P  +  0,*=:coiist. 

Nun  ist  der  vom  Mittelpunkt  nach  A  gezogene  Halbmesser 
=oa+f»i*+v/* — 6a — ca,  also  auch  konstant;  hierauf  beruht  der 
Satz: 

Wenn' sich  in  einem  Punkte  zwei  konjugirte  geo- 
dätische Linien  treffen,  welche  auf  zwei  bestimmten 
KrGniniungslinieh  senkrecht  stehen,  und  die  sich  so 
schneiden,  dass  ihre  konjugirten  Tangenten  einen 
rechten  Winkel  mit  einander  bilden,  so  bewegt  sich 
der  Punkt  auf  dem  Durchschnitt  der  Fläche  mit  einer 
concent rischen  Kugel. 

Nach  dem  Theorem  von  Euler  besteht  die  Gleichung: 

J=  j£  cosa/+  sin2t. 

Wenden  wir  dieselbe  auf  die  geodätischen  und  konjugirten  geo* 
datischen  Linien  der  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  an. 
ß  und  R'  sind  die  Hauntkrummungshalbmesser  des  EHipsoids  (o) 
üi  dem  Punkte,  wo  es  von  den  homofokalen  Hyperboloiden  (p) 
and  (v)  geschnitten  wird;  also: 

Q  VQ*~-  6a  ^D>-  Ca*  Q  p*-^  ' 

i  ist  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  geodätischen  Linie 
mit  der  Krümroungslinie  p  =  const.  macht,  r  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser der  geodätischen  Linie  und  also  zugleich  des  durch 
die  Tangente  gehenden  Normalschnitts  der  Fläche.  Durch  Sub- 
stitution der  Werthe  von  K  und  R'  in  die  obige  Gleichung  erhal- 
ten wir: 

1     o  Voa-6a  Voa— ca 

(18)  r-=v7-^V(,»-v»*lt'-^COg^gi'''01- 

Da  nun  nach  dem  Satze  von  Liouville  fiacosai-f-,v2sinai  =  const. 
ist  längs  aller  geodätischen  Linien,  welche  Eine  KrAmmungslinie 
▼od  (p)  tangireo  oder  durch  einen  Nabelpunkt  der  Fläche  gehen, 
so  ist  auch : 
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V  p*-^8  V  p*  -  v23  ,     D*.  D'3 

 —  const.  oder  —  =  const. 

r  r 

D  tinil  D*  sind  die  Halbaxen  desjenigen  Diametralschnitts  der 
Fläche,  «reicher  der  Tangential -Ebene  im  Punkt  (p,  fi,  v)  paral- 
lel iftt.  D. jy.it  ist  der  Inhalt  dieses  Diametralschnitts,  somit 
haben  wir: 

Längs  aller  geodätischen  Linien  auf  einem  Ellip- 
soid  oder  Hyperboloid,  welche  Eine  Krümmungslinie 
der  Fläche  tangiren  oder  durch  einen  Nabelpunkt 
gehen,  ist  das  Verhältniss  der  dritten  Potenz  des  In- 
halts von  dem  der  Tangen  tial-Ebene  parallelen  Dia 
metralschnitte  zum  Krümmungshalbmesser  der  Linie 
konstant. 

Die  ganze  Beweisführung  lässt  sich  auch  auf  die  konjugirten 
geodätischen  Linien  übertragen,  wenn  man  in  (18)  unter  r  den 
Krümmungshalbmesser  des  der  konjugirten  Tangente  der  Linie 
entsprechenden  Normalschnitts  der  Fläche  versteht,  und  unter  i 
den  Winkel  begreift,  welchen  diese  Tangente  mit  der  Krümmung»- 
linie  ft=const.  bildet. 

m  und  ro'  sind  die  Endpunkte  eines  Liuienelements  auf  einer 
Fläche;  mq  und  m'q'  sind  die  Normalen  der  Fläche,  und  zwar 
sind  qq'  diejenigen  Punkte,  welche  die  kleinste  Entfernung  zwischen 
beiden  Normalen  angeben,  aber  die  Linie  qq'  ist  senkrecht  aof 
jeder  Normale.  Joachimsthal  nennt  mq  die  Poldistaoz  des 
Elements  mm'  und  findet  dafür  den  Werth: 

^cos*i  +  ^,sin2/ 

d  — 


1  1 

^acos2/+ ^sin** 

t  ist  der  Winkel  zwischen  mm'  und  der  durch  m  gehenden  Krün« 
mungslinie.  Es  mag  hier  erwähnt  werden,  dass  Poisson  zuerst 
den  Gedanken  hatte,  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  zwei  un- 
endlich nahen  Flächen -Normalen  zu  berechnen  (Journal  de 
l'ecole  poly technique,  sur  la  courbure  des  surfaces. 
cahier21,  page  205.).  Setzen  wir  nun  in  diese  Gleichung  die 
oben  angegebenen  Werthe  von  R  und  Rf  für  das  Ellipsoid  (p) 
ein,  so  erhalten  wir  nach  einigen  Reduktionen: 

m    ....    ,  =  p.___. 

In  demjenigen  Diametralschnitte  von  (p),  welcher  der  Tangenrial- 
Ebene  des  Elements  mm'  parallel  ist,  ziehe  man  einen  Seroidio- 
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meter  parallel  mm'  und  fälle  vom  Mittelpunkte  auf  die  durch  den 
Endpunkt  dieses  Semidianieters  gehende  Tangente  des  Schnitts 
ein  Perpendikel,  so  bedeutet  in  (19)  p  die  Grosse  dieses  Perpendikels. 

Das  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangential  -  Ebene  gefüllte  Per- 
pendikel sei  P,  so  hat  mau  dafür  den  Werth  in  elliptischen  Coor- 
dinaten : 

P  =  — ~  rr  , 

V  Q*  —  f42  V       —  v 

also 

(20)  J  =  P*. 

Hierin  ist  folgendes  Theorem  enthalten : 

Auf  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  ist 
ein  Linienelement  gegeben;  man  ziehe  in  dem  Diame- 
tralschnitte der  Fläche,  welcher  der  durch  dieses  Ele- 
ment gehenden  Tangential-Ebene  parallel  ist,  einen  Se- 
midiameter  parallel  dem  Elemente,  so  ist  das  Quadrat 
des  Perpendikels,  welches  vom  M  ittelpunkte  auf  die 
durch  den  Endpunkt  dieses  Seraidiameters  gehende 
Tangente  des  Schnitts  gefällt  wird,  gleich  der  Pol- 
distanz des  Elements  multiplizirt  mit  dem  vom  Mittel- 
punkte auf  die  Tangential-Ebene  h erabgelassenen  Per- 
pendikel. 

Dieser  Satz  gilt  allgemein  für  irgend  eine  Linie  auf  der  Fläche. 
Bei  den  Krfimmungslinien  wird  die  Poldistanz  gleich  dem  Haupt- 
krumroungs -Halbmesser  der  Fläche,  und  p  fällt  zusammen  mit  einer 
Halbaxe  D  oder  &  des  der  Tangential-Ebene  parallelen  Diame- 
tralschnitts, also  ist: 

(21)  ä=^j,  ft'—-jr>  R:R'=D:ir, 

welches  der  Satz  von  Dupin  ist. 

Jede  Linie  auf  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  ist 
charakterisirt  durch  die  Formel 

(•22)  P.  S .  8' .  sin  o  =  const. 

d  W«st  der  Semidiameter  der  Fläche,  welcher  parallel  der  Tangente 
der  Linns  ist,  Ö'  der  kowjugirte  Seiriidiameter  in  dem  Diametral« 
schnitte,  der  parallel  der  Tangential-Ebene  ist;  er  der  Winkel 
zwischen  beiden.  Bei  den  geodätischen  Linien  ist  P.  (5  =r  const. 
(Joachimsthal),  also  auch  : 

21  • 


Digitized  by  Google 


316        Matxka:  Interessante  Abänderung  des  Ausspruchs 


(23)  d'.sincrrzconst 

Bei  den  koujugirten  geodätischen  Linien  ist  P.d'  =  const 
(Cbasles),  mithin  auch: 

(24)  d\sina  =  const. 

d.sina  ist  nach  der  obigen  Erklärung  offenbar  =p,  also  haben 
wir  nach  (20): 

(25)  ......  ^./>=const. 

Hierin  ist  dieser  Satz  ausgedrückt: 

Längs  einer  conjugirten  geodätischen  Linie  auf 
einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  ist  das  Pro- 
dukt der  Poldistanz  eines  Linienelements  und  des  vom 
Mittelpunkte  auf  die  Tangential-Ebene  gefällten  Per- 
pendikels konstant 


Interessante  Abänderung  des  Ausspruchs  des  Gesetzes 
der  gewöhnlichen  Lichtbrechung. 

* 

Von 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matxka, 
Professor  der  Mathematik  an  der  Hochschule  so  Prag. 


Die  folgende  Umstaltung  des  bekannten  Lehrsatzes  Ober  die 
gewöhnliche  Brechung  des  Lichtes  beim  Uebergange  aus  einem 
Mittel  in  ein  anderes  angrenzendes,  von  welchem  jener  über  die 
Zurückwerfung  des  Lichtes  nur  eine  Besonderheit  ist,  entsprang 
aus  meiner  (im  Januar  1857  stattgefundenen)  genaueren  Erwagun? 
eines  in  meinen  wiederholten  Vorträgen  Aber  die  gegenseitige 
Stellung  von  Geraden  und  Ebenen  im  Räume  behandelten,  so  wie 
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auch  in  manche  Lehrbücher  der  Geometrie  (z.  B.  in  L.  Schulz 
von  Strassnicki's  Elemente  der  reinen  Mathematik, 
2.  Theil,  Geometrie.  Wien  1835,  S.  196.)  aufgenommenen  Lehr- 
satzes über  den  Zusammenbang  der  Winkel  einer  geraden  Linie 
mit  den  in  einer,  von  ihr  durchstochenen  Ebene  enthaltenen  Ge- 
raden. Sie  dürfte  einer  weiteren  Bekanntmachung  im  Kreise  der 
mathematischen  Physiker  wohl  sicher  fär  würdig  erachtet  werden. 


1. 

1.  Wenn  ein  Lichtstrahl  durch  eine  Trennungsebene  zweier 
Mittel  hindurchgeht,  wird  er  an  ihr  gewöhnlich  dergestalt  gebro- 
chen, dass  das  Verhältnis«  des  Sinus  des  Einfallswinkels  i 
zum  Sinus  des  Refractions-  oder  Brechungswinkels  p  too 
der  Grosse  dieser  Winkel  unabhängig  und  dem  in  dieser  Hinsicht 
beständigen  Verhältnisse  n:l  gleich  ausfallt,  wo  n  der  Brechungs- 
index oder  Brechungsexponent  genannt  zu  werden  pflegt; 
also  dass  sich  verhält 

sine:sinp  =  n:l. 

2.  Man  weiss,  dass  der  Neigungswinkel*)  einer  geraden 
Linie  a  (Taf.  III.  Fig.  1.)  gegen  jede  Normale  oder  jedes  Loth  p 
einer  Ebene  ü  sich  mit  ihrem  Neigungswinkel  gegen  diese  Ebene, 
oder  eigentlich  gegen  ihre  Projection  a'  in  dieselbe  Ebene,  zu 
einem  rechten  Winkel  ergänzt,  nerolich  dass 

A      A       A  A 
a.p  +  a.A  =  a.p  +  a.a'  =  90° 

ist  Sonach  ist  der  Sinus  jenes  ersteren  Winkels  der  Cosinus 
dieses  letzteren,  und  man  kann  deswegen  die  Sinus  der  obigen 
zwei  Winkel  «,  p  durch  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  f',  p'  des 
einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  gegen  die  Trennungsebene 
ü  ersetzen,  so  dass  sich  auch  verhält 

cos  «'  :cos  p'=n :  1. 

3.  Der  Cosinus  des  Winkels  einer  in  eine  Ebene  Ü 


*)  Unter  Neigungswinkel  zweier  unbegrenzter  oder  voller  Gera- 
den begreife  ich  immer  den  kleinsten  Winkel  der  Richtungen  dieser 
i ;  weshalb  derselbe  nie  stampf  und  insbesondere  bei  gleich- 
Geraden  Null,  bei  schiefen  Geraden  spitz,  bei  senkrechten 
aber  recht  ist,  oder  kurz  immer  im  ersten  Winkelqnadranten  liegt,  von 
0°  bis  90°  sich  erstreckt. 
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einschneidenden  Geraden  a  mit  einer  beliebigen  Ge- 
raden d  der  Ebene  gleicht  dem  Producte  aus  dem  Co» 
sinus  d  es  Neigungsninkelsjen  er  Gera  den  a  gegen  diese 
Ebene  oder  gegen  ihre  Projection  a!  in  die  Ebene  und 
ans  dem  Cosinus  des  Winkels  dieser  Projectien  mit 
jener  willkürlichen  Geraden,  vorausgesetzt,  dass  jede  Ge- 
rade nach  einer  gewissen  ihrer  beiderlei  Richtungen  genommen 
werde;  nemlich  es  ist: 

A 

cos  (ß .  d)  —  cos  a.a  .  cos (a  .d). 

Denn  projicirt  man  von  der  Geraden  a  irgend  eine  Strecke  OA=r 
zuvörderst  mittelbar  auf  die  Gerade  d,  d.  i.  zuerst  in  die  Ebene 
ü  nach  OA'  und  dann  noch  diese  Projection  auf  die  beliebige 
Gerade  d  nach  OD;  so  bildet  dort  OA  mit  ihrer  Projection  OA' 
immer  den  Neigungswinkel  der  a  mit  ihrer  Projection  a' ,  folglich  ist: 

A 

OA  =rcosa.a  \ 

und  dabei  eben  so  wie  dieser  Cosinus  jedesmal  positiv;  hier  aber  ist 

OD=OA.co9A'OD. 

Nun  ist  entweder  (wie  in  TaMU.  Fig.  1.)  der  Winkel  (a'.d)  spitzig, 
also  A'OD=(a'.d),  oder  es  ist  (wie  in  Taf.  III.  Fig. 2.)  der  Win- 
kel (a'.d)  stumpf,  also  A'OD  =  180°—  (a'.d).  Dort  liegt  Z>  und 
OD  auf  der  Halbaxe  d  selbst,  hier  aber  auf  der  ihr  entgegenge- 
setzten Halbaxe  d,  oder  die  dortige  Strecke  OD  ist  positiv,  die 
hiesige  dagegen  negativ;  und  somit  Gndet  man: 

A 

OD=  +  r cos  am' cos (a'.rf). 

Projicirt  man  nunmehr  noch  die  Strecke  OA=r  direet  (geradezu) 
auf  die  Gerade  d  auf  OD,  so  ist  jedenfalls 

OD  =  rcosAOD; 
allein  jenachdem  (a'.d)  spitz  oder  stumpf  ist,  folglich  OD  auf 
oder  d  fällt,  muss  auch  der  WTinkel  (a.d)  spitz  oder  stumpf,  da- 
her eutweder  AOD  =  (a.d)  oder  =180°  —  (a.d)  sein,  und  hier- 
nach ist: 

OD=. ±rcos (a.d) ; 

folglich  gibt  die  Gleichstellung  der  beiden  für  OD  gefundenen 
Ausdrücke  die  behauptete  Gleichheit: 

A 

cos  (a . d)  =  cos  a .  a' .  cos  (a' .  d). 
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Sollte  insbesondere  d  auf  a'  senkrecht  stehen,  so  int  die 
Projection  OD  der  OA'  auf  die  d  Null,  oder  der  Punkt  J)  fällt 
auf  O;  mithin  muss,  weil  D  oder  O  auch  die  directe  Projection 
des  Punktes  A  der  a  auf  die  d  ist,  die  «  ebenfalls  auf  d 
senkrecht  sein.  In  diesem  Falle  verschwinden  die  cos(n'.d) 
und  cos (a.d)  zugleich,  also  auch  beide  Ausdrucke  der  Projection 
OD,  und  sohin  gilt  die  gefundene  Endgleichung  auch  noch  iu 
diesem  Sonderfalle.  —  Diese  Gleichung  behält  endlich  ihre  Gil- 
tigkeit  auch  dann  noch,  wenn  die  Gerade  a  die  Ebene  it 
nicht  schneidet,  sondern  zu  ihr  gleichlauft.  Denn  da  ist  sie 
auch  zu  ihrer  Projection  a'  gleichläufig,  mithin  sind  diese  beiden 
Geraden  n  und  a!  gegen  jede  dritte  Gerade,  also  auch  gegen  jede 
in  der  Ebene  Ü  liegende  Gerade  d  gleich  geneigt.    Sonach  ist 

a.ct'=0  und  {a.d)  =  (a'.d),  folglich  gilt  auch  da  noch  diese  all- 
gemeine Gleichung. 

4.  Als  Winkel  zweier  geraden  Linien  überhaupt, 
welche  entweder  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Erstreckung  nir- 
gends zusammentreffen,  wie  gleichlaufende  und  gekreuzte  (nicht 
in  einerlei  Ebene  gelegene)  Geraden,  oder  deren  Treffpunkt  nicht 
geradebin  vorliegt,  pflegt  man  die  Winkel  anzusehen,  welche 
eine  der  beiden  Geraden  mit  einer,  durch  irgend  einen  ihrer 
Punkte  zur  anderen  parallel  geführten  Geraden  einschliesst,  oder 
auch  welche  zwei  durch  einen  beliebigen  Punkt  zu  ihnen  gleich- 
laufend gezogene  Geraden  mit  einander  .  machen.  Mithin  kann 
man  anstatt  der  so  eben  betrachteten  in  der  Ebene  ü  liegenden 
und  durch  den  Einschnitt  ö  der  Geraden  a  gehenden  beliebigen 
Geraden  d  nicht  allein  jede  irgendwo  in  dieser  Ebene,  sondern 
auch  jegliche  wo  immer  ausserhalb  derselben  Ebene  zu  ihr 
parallel  gezogene  Gerade  g,  daher  kurz  jede  zur  Ebene  il  gleich» 
laufende  oder  gegen  die  Normale  p  der  Ebene  senkrechte  gerade 
Linie  #  wählen.  Für  sie  ist  nerolich  (a.d)=z(u.g)  und  (a' .d)=(a'.g), 
mithin  auch: 

A 

cos  (a.g)  —  cos  a. cos  (a'.g). 
II. 

t 

Seien  nun  zwei  das  Licht  durchlassende  Mittel  an  einer  Grenz* 
oder  Uebergangsstelle  durch  eine  Ebene  ü  von  einander  getrennt 
(Taf.lll.  Fig.  3.),  der  einfallende  Lichtstrahl  a,  welcher  im  Ein- 
fallspunkte  O  mit  dem  Einfallslothe  p  den  spitzigen  Einfallswin- 
kel t  macht,  werde  auf  der  Kehrseite  der  Ebene  vom  zweiten 
Mittel  nach  der  Richtung  b  gebrochen,  welche  mit  dem  neuen 
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Einfallslothe  p,  der  entgegengesetzten  Richtung  des  ersten»  den 
spitzen  Brechungswinkel  q  bildet*).    Dann  liegt  bekannt- 

lich der  gebrochene  Strahl  b  auch  in  der  Einfallsebene  ap,  welche, 

weil  sie  das  Einfallsloth  pp  enthält,  auf  der  Trennungsebene  Jl 
nothtvendig  senkrecht  steht  und  somit  auf  ihren  (geradeo)  Ein- 
schnitt a'b'  in  die  Trennuugsebene  den  ganzen  Strahl  projicirt; 
wobei  zugleich  die  Projectionen  a'  und  b'  beider  Strahlbälfteo  a 
und  b  gleich  gerichtet  ausfallen.  Sonach  siud  die  Neigungswin- 
kel «'  und  q'  der  beiden  Strahlen  gegen  die  Scheidungsebene 
A  ,  A 

a.a'  und  b.b',  und  das  Brechungsverhältniss  ist: 

A  A 
n:  1  =  cos        cos  6.  b'. 

Nunmehr  sei  g  eine  wo  immer  zur  Scheidungsebene  4  der 

zwei  Mittel  gleichlaufend  oder  auf  ihre  Normallinie  pp  senkrecht 
geführte  Gerade;  dann  bestehen  für  die  Halbaxen  a  and  6,  zu- 
folge der  Sätze  3.  und  4.  in  I.,  die  beiden  Beziehungsgleicbungeo: 

A  ( 

cos (a.g)  z=  cos  a . a  .  cos (a  .g) , 
A 

cos (b.g)  =  cosb.b'  ,cos(b'  .g), 

und,  weil  a'  und  b*  einerlei  Richtung  haben,  ist  (a'  ,g)  =  (6' .g). 
Demnach  ist  das  Verhältnis* 

A  A 
cos  (o .  g) :  cos  (6  .g)  =  cos  a .  a' :  cos  b .  b' , 

oder  dem  Vorigen  gemäss : 

cos  (a.g):  cos  (b  .g)t=.m\. 

Sobin  erhalten  wir  folgenden,  bisher  in  keinem  physikalischen 
Handbuche  verzeichneten,  allgemeinen  und  beachtungswertben  Satz: 

+)  Bei  dieser  Messungsweise  de«  Einfall«-  und  Brechungswinkel« 
be«teht,  weil  man  beide  stets  aU  spitz  darzustellen  beabsichtigt,  bei 
den  Physikern  die  bekannte  Gepflogenheit,  alle  vier  Richtungen,  d«r 
beiderlei  Einfallslothe  und  beider  Strahlhälften,  vom  Einfallipunkte  aas, 
theils  ins  erste  Mittel  zurück,  theils  ins  zweite  vorwärt«,  zu  erfasse«, 
mithin  den  einfallenden  Lichtstrahl  in  seiner  entgegengesetzten  Rich- 
tung zu  nehmen,  so  dns«  der  Einfallswinkel  e  =  (a.p)  =  180° — (a.p) 
ist*  Eigentlich  versteht  man  unter  Einfalls-  und  Brechungswinkel  Iran 
den  Neigungswinkel  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahle«  gegra 
das  EinfalUloth  oder  die  Normsillinie  der  Trennungeebene  der  Mittel. 
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Bei  der  (einfachen  oder  gewöhnlichen)  Brechung  des 
Lichtes  an  einer,  zwei  Mittel  scheidenden»  Ebene  ist  das 
beständige  sogenannte  Brechu  ngs  verhö  Itnies  (des  Bre- 
ebungsexpnnenten  n  zur  Eins)  auch  gleich  dem  Verhältnisse 
der  Cosinus  der  Winkel,  welche  der  einfallende  und 
gebrochene  Lichtstrahl,  nach  der  Richtung  ihrer  Fort- 
pflanzung genommen,  mit  was  immer  für  einer  zur 
Trennungsebene  gleichlaufenden  oder  zu  ihrem  Lothe 
senkrechten  Richtung  bilden. 

Der  Satz  schliesst  schon  die  wichtige  Bedingung  in  sich, 
dass  die  Verlängerung  des  einfallenden  Lichtstrahls  Ober  den 
Einfallspunkt  hinaus  mit  dem  gebrochenen  Strahle  auf  einerlei 
Seite  des  Einfallslothes ,  nerolich  auf  dessen  Rückseite, 
falle;  weil  ja  der  Bedinguug  (a' ,g)z=(b' .g)  gemäss  die  Projec- 
tionen  jener  zwei  Richtungen  auf  die  Trennungsebene  genau  die- 
selben sein  müssen. 

III. 

Die  Brechung  des  Lichtes  übergeht  in  Zurück  werfung 
(Reflexion),  wenn  die  Neigungswinkel  des  einfallenden  und  gebroche- 
nen Lichtstrahles  gegen  das  Einfallsloth  gleich  ausfallen,  also 
9  =  e  wird,  ohne  dass  beide  Strahlen  in  einerlei  Geraden  bleiben. 
In  diesem  Falle  bildet  nemlich  die  Richtung  des  zurückgeworfe- 
nen Strahles  h  (Taf. III.  Fig.  4.)  mit  dem  Einfallslothe  p  auf  des- 
sen Kehrseite  einen  eben  so  grosseh  spitzen  Winkel,  als  welchen 
die  entgegengesetzte  Richtung  des  einfallenden  Lichtstrahls  a  mit 
demselben  Lothe  auf  dessen  Vorderseite  macht;  jener  Reflexions- 
winkel ist  also  diesem  Einfallswinkel  gleich. 

Da  wird  demnach  der  Brechungsindex  n  =  l,  folglich  coa(a.g) 
=  coe (&.</),  also  auch  der  Winkel  (a.g)  =  (b.g). 

Dies  ist  in  der  That  richtig,  wie  man  sich  überzeugt,  wenn 
man  die  Richtung  a  des  einfallenden  Strahles  jenseits  der  zurück- 
werfenden Ebene  Ü  nach  a  verlängert  und  durch  den  Einfallspunkt 
O  und  die  Gerade  g  die  Ebene  legt,  welche  die  Ebene  Ü  in  der 

zur  g  parallelen  geraden  Linie  schneidet.  Denn  so  wie  aa  und  b 
gegen  das  Einfallsloth  p  gleich  geneigt  sind,  eben  so  sind  sie  auch 
gegen  die  Ebene  M  oder  gegen  ihre  gemeinschaftliche  Projection 

A     A  A 

a'b'  in  diese  Ebene  gleich  geneigt,  nemlich  es  ist  o.o'=a.6':=6.6'. 

Allein  die  Reflexionsebene,  welche  die  Geraden  aa,  p,  b  und  b' 
enthält,  steht  auf  der  Rückstrabtungsebene  d  senkrecht;  mithin 
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macht  jede  io  dieser  Ebene  Ü  gezogene  Richtung  d  mit  den  beiden 
Geraden  a  und  b  gleiche  Winkel ,  nemlich  es  ist  (a .  d)  =  (a .  d) =(6 .  d). 
Da  endlich  d\\g  ist,  muss  auch  (a.g)  =  (b.g)  sein. 

Weil  man  in  den  analytischen  Rechnungen  Ober  den  Gang 
der  Lichtstrahlen  den  Winkel  0  als  den  Wiukel  des  zweiten  Ein- 

fallslotbes/;  mit  dem  gebrochenen  Strahle  ansiebt,  nemlich  Q=(p.b) 
setzt,  und  weil  für  71  =  1  der  sin 0  =  sine  wird,  so  kann  man 
entweder 

0  =  «  oder  0=180°  —  r 
setzen.   Die  Satzung 

Q  =  * 

findet  bei  der  Brechung  des  Lichtes  statt,  wenn  in  einer  Reibe 
aus  Paaren  von  Mitteln  der  Index  n  der  Grenze  1  zustrebt  Die 
Satzung 

0  =  180'-* 

dagegen  findet  erst  fÖr  die  Zurück  werfung  des  Lichtes  statt. 

Hieraus  folgt,  das»  der  in  II.  für  die  Brechung  des  Lichtes 
erwiesene  Lehrsatz  auch  für  dessen  Zurück*  erfung  gilt,  wenn 
mau  nur  den  Brechungsexponenten  n  =  1  und  den  Brechungs- 
winkel 0  =  18ü0  —  f  sein  lässt. 

IV. 

Werden  die  beiden  das  Licht  durchlassenden  Mittel  durch 
eine  krumme  F  Iii  che  geschieden  oder  wird  das  Licht  in  einem 
und  demselben  Mittel  von  einer  krummen  Spiegelfläche  zu- 
rückgeworfen, so  kann,  weil  der  einfallende  Lichtstrahl  jederzeit 
einfach  vorausgesetzt  wird  und  er  somit  diese  Trennungs-  oder 
Spiegelfläche  blos  in  einem  einzigen  Punkte  trifft,  die  an  die* 
sera  Einfallspunkte  zur  Fläche  legbare  Berübrungs ebene  die 
Fläche  selbst  ersetzen.  Somit  kommt  dieser  Fall  der  krummen 
Scheidungsflöcben  auf  jenen  der  vorbin  betrachteten  ebenen  zu- 
rück, oder  man  bat  bei  ihnen  als  Einfallsloth  blos  die  Normale 
der  krummen  Trennungsfföche  im  Einfallspunkte  anzusehen. 

Die  Hauptvortheile  bietet  der  von  mir  aufgestellte  Aussprach 
des  Lichtbrechungsgesetzes  bei  analytischer  Behandlung  der  auf 
Brechung  oder  Zurüekwerfung  des  Uchtes  Bezug  habenden  Auf* 
gaben  mittels  rechtwinkeliger  Coordinaten;  weil  hierbei  leicht 
die  Cosfons  der  Winkel  gerader  Linien  aus  ihren  Richtcosinus 
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berechnet  werden  können.  Die  Auflösung  der  nachfolgenden  zwei 
Aufgaben  wird  dies  ersichtlich  machen. 

V. 

Erste  Aufgabe.  Die  Trennungsebene  zweier 
Mittel  und  der  einfallende  Lichtstrabi  seien  gegeben, 
man  sucht  a.  den  gebrochenen  und  b.  den  zurückgewor- 
fenen Lichtstrahl. 

1.  Zur  positiven  (oder  Vorder-)  Seite  der  Trennungsebene  ü 
wühlen  wir  diejenige,  auf  welcher  der  Anfang  der  rechtwinkligen 
Coordinatenaxen  der  x,  y,  t  liegt;  und  positiv  lassen  wir  dieje- 
nige Richtung  ihrer  Normale  oder  des  Einfallslothee  sein,  welche 
von  der  Trennungsebene  aus  auf  die  positive  Seite  derselben  geht. 
Die  Cosinus  der  Richtwinkel*)  dieser  Normale  seien  a,  6,  c; 
der  (senkrechte)  Abstand  der  Trennungs-  oder  brechenden  Ebene 
4  vom  Coordinatenanfange,  im  positiven  Sinne  von  jener  Ebene 
su  diesem  Punkte  gezählt,  sei  d;  und  die  Coordioaten  eines  lau- 
fenden (wandelbaren)  Punktes  derselben  Ebene  seien  x,  y,  2; 
dann  ist  die  Gleichung  dieser  Ebene 

(1)  ax  +  by  +  cz=zd. 

Denken  wir  uns  einen  Punkt  £i?£  im  Räume  auf  der  Vorder- 
seite der  brechenden  Ebene  4,  durch  ihn  zu  dieser  Ebene  eine 
andere  parallel  gelegt,  und  diese  stehe  um  S  vom  Coordinaten- 
Ursprünge  ab,  so  ist  in  gleicherweise  dieser  (gleichfalls  von  der 
Ebene  aus  zum  Punkte  hin  gezählte  oder  an  der  Ebene  anfan- 
gende) Abstand 

(2)  al  +  bti  +  cZ^d. 

Auf  dass  nun*  dieser  Punkt  £rj£  auf  der  Vorderseite  der  Ebene  & 
liege,  muss  die  Entfernung  der  durch  ihn  parallel  gelegten  Hilfs- 
ehene  von  der  4,  nemlich  der  Unterschied  6 — d,  positiv  aus- 
fallen» 

Aus  einem  solchen  vorderen  Punkte  gehe  nun  ein  Licht- 
strahl aus,  positiv  im  Sinne  seines  Fortschrittes  gerichtet,  habe 
die  Richtcosinus  a,  ß,  y  und  einen  laufenden  von  um  r  ab- 
stehenden Punkt  x,  y,  x;  dann  sind  seine  Gleichungen: 

*)  Richtwinkel  einer  Geraden  heissen  Iiier  die  hohlen  Winkel,  welche 
die  positive  Richtung  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der 
drei  winkclrechten  Coordinatenaxen  der  X,  yt  z  bildet.  Ihre  Cosinus 
nenne  ich  «päter  kurs  die  Kichtcosinu»  jener  Geraden. 
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Dieser  einfallende  Lichtstrahl  treffe  die  Scheidungsebeoe  4  in 
einem  Punkte  l'ri'?  (dem  Einfallspunkte)  im  Abstände  k  von  gi£ 
so  liefern  diese  Gleichungen  (3)  in  Verbindung  mit  der  (1)  die 
Bestimmungsgleichungeii 

(4')  !'  =  !  +  «*,   n'  =  i  +  ßk. 

(4")  *$'  MV +  <*'=«*. 

Die  entgegengesetzte  Richtung  dieses  Lichtstrahls,  deren  Richt- 
cosinus — «,  — ß,  —  y  sind,  macht  mit  dem  Einfallslothe  (a,  6,  e) 
den  (spitzigen)  Einfallswinkel  «,  mithin  findet  sich  dieser  Hilfs- 
winkel aus  der  Bestimmungsgfeichung 

(5)  cose  =  —  (aa-f  bß  +  cy), 

wofern  der  dem  Gleichheitszeichen  folgende  Ausdruck  sich  posi- 
tiv ausweist.  Mtiltiplicirt  man  nun  die  drei  ersten  Gleichungen  (4) 
mit  a,  b,  c,  so  gibt  ihre  Summe  nach  geringen  Umstaltungen : 


wonach  die  Gleichungen  (4')  sofort  die  Coordinaten  £VF  des 
Einfallspunktes  vollständig  bestimmen. 

2.  Von  ihm  gebt  der  gebrochene  Lichtstrahl  aus  auf  die 
negative  oder  Kehrseite  der  Trennungsebene  ins  zweite  Mittel; 
positiv  gerichtet  im  Sinne  seiner  Fortpflanzung  habe  er  die  frag- 
lichen Richtcosinus  ft'ß'y*  und  mache  mit  der  entgegengesetzten 
Richtung  ( — a, — o,  — c)  des  Einfallslothes  den  spitzen  Brechungs- 
winkel o,  dann  muss  der  Ausdruck 

(7)  cos  o  = — (oV  +  bß'  +  cy') 

entschieden  positiv  ausfallen.  Zur  Bestimmung  dieser  Hichtcosi- 
nus  u'ß'y'  benützen  wir  eine  beliebige,  auf  dem  Einfallslose 
(a,  6,  c)  senkrechte  Richtung,  tteren  Richtcosinus  zu  den  Zahlen 
A,  B,  C  proportionirt  sein  mögen  und  fOr  die  demnach  die  Be- 
dingung 

aA  +  bß  +  cC=0 

besteht.  Dann  sind  die  Cosinus  der  Winkel  dieser  Hilfsricbtung 
mit  den  Richtungen  (a,  ß,  y)  und  (a',  ß' ,  y')  des  einfallenden  und 
gebrochenen  Strahles  proportionirt  zu  den  Summen 

aA+ßß  +  yC  und  a'A  +  ß'B  +  y'C, 
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und  gemäss  unseres  Ausspruches  des  Brechungsgesetzes  (in  Art  II.) 
ihr  Verhältniss  gleich  dem  Brechungsverhältnisse,  das  wir,  zur 
Erzielung  von  Symmetrie  in  unseren  späteren  Rech  nungs  formen, 

dnrch  darstellen  wollen.   Sohin  ist: 

n  n 

(aA  +  ßB  +  7C):  (a'A  +  ß'B  +  y '  C) = i :  ± 

und  danach 

(nV  -  na)  A  +  (n'ß' — n ß)  B  +  (»'y'  -  ny)  C= 0. 

Diese  und  die  vorige  Gleichung  können  bei  der  Willkür  der 
Zahlen  ^4,  B,  C  mitsammen  bekanntlich  nur  dann  bestehen,  wenn 
die  Coefficienten  dieser  Zahlen  in  einerlei  Verhältniss  zu  einan- 
der stehen,  also  wenn  sich  verhält: 

n'a'— na     n'ß* — nß     n'y* —ny  m 
a       =      6       =  c      =  T' 

wenn  die  Hilfszahl  m  der  Bedingung 

m»  =  (nV— na)*  +  (n'ß'—nß)*  -f  (ny— ny)* 

genügt.  Wörden  wir  selbe  bereits  kennen,  so  hätten  wir  für  die 
gesachten  Richtcosinus  a',  ß1 1  y4  die  Bestimmungsgleichungen: 

i  n'a'  =  mx  +  ma, 

(8)  1  n'ß' =  n  ß  +  mb, 

[  n'y*  =  ny  +  ine. 

Erheben  wir  diese  zur  zweiten  Potenz,  zählen  sie  zusammen  und 
beachten  die  Gleichung  (5)  mit  den  bekannten  Beziehungsglei- 
chungen 

a*  -f-  b*  -f  c*  =  1 » 
a«  +  /S«  +  y«  =  l, 

«#«  +  /Jil+y«=l; 

so  erfolgt: 

m* — 2«  cos  £ .  m  =  nn — n1, 
und  daher  die  fragliche  Hilfszahl : 

m  =  Ii  cos«  ±  Vti'*— n2a\n£*. 

Um  über  das  Doppelzeichen  zu  entscheiden,  multipliciren  wir  die 
Gleichungen  (8)  mit  — n,  —6,  — c,  addiren  sie  und  berücksich- 
tigen die  Ausdrücke  (5)  und  (7),  so  erhalten  wir: 
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 *  

n* cos p  =  n cos t  —  m  =  ~$  V n1*  —  w*sln** 

Hieraus  ersehen  wir  nun,  weil  n,  n1  als  absolute  Zahlen  an- 
gesehen werden  und  cos  9  positiv  sein  muss,  dass  obiger  Wurzel 
das  untere  Zeichen  zugeschrieben  werden  muss,  folglich 

_  ♦ 

(9)  m  =s  w  cos  «  —  V"  «'*—  n*sin£* 

zu  setzen  ist   Noch  finden  wir  eben  daraus  ganz  leicht: 

n*sint*  =  it/Äainö2 

oder,  weil  alle  vier  Potentiande  positiv  sein  müssen,  die  Wurzel« 
gleicbung : 

(10)  nsinf  =  n'sinp  oder  sin*: sin 0=^:^7» 

welche  Proportion,  da  sie  uns  ohnehin  bekannt  ist,  uns  hier  nur 
die  Versicherung  gewährt,  dass  wir  auf  der  rechten  Bahn  uns 
bewegen. 

3.  Bezüglich  der  Berechnung  der  Hilfszahl  m  Hesse  sich  noch 
die  Bemerkung  beifügen,  dass  man  den  positiven  cos*  aus  (5), 
und  aus  ihm  oder  nach  dem  aus  ihm  leicht  abzuleitenden  Ausdrucke 

(11)  sin«*  =  (6y-c/J)*  +         ay)*  +  (aß-b*)* 

auch  noch  den  positiven  sine  berechnen  und  dann  sogleich  für  g 
aus  obiger  Proportion  den  positiven 

(12)  sino  =  £sin£ 

auffinden  könne,  mit  desseo  Hilfe  man  endlich  die  ▼ermittelnde 
Zahl  m  aus  dem  in  der  Form  (9)  begründeten  Ausdrucke 

(13)  m  =  ncos€-n'co8p 

ausrechnen  kann. 

Sobald  der  Zablwerth  von  m  bekannt  ist,  lassen  sieb  sofort 
gemäss  der  Gleichungen  (8)  die  allein  noch  unbekannten  Richt- 
cosinus a'ßy  des  gebrochenen  Lichtstrahls  ausmitteln  und  da- 
durch dieser  Strahl  vollkommen  bestimmen. 

Zieht  man  es  vor,  die  Gleichungen  desselben  zusammenzu- 
stellen, so  erhält  man,  wenn  {x'y'z')  einen  auf  ihm  wandelnden 
und  vom  Einfallspunkte  (IV£0  um  den  positiven  Fabrstrahl  r1  ab- 
stehenden Punkt  bezeichnet,  selbe  in  der  Gestalt: 


(W) 


a*  —  p  —  /  — r 


1 
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Nach  Einstellung  der  filr  rf \  \* \  a* ,  ß*t  y'  gefundenen  Aus- 
drucke findet  man  endlich  die  Gleichungen  des  gebroche- 
nen Lichtstrahls  in  der  Gestalt 

(15)        *-l-*k  _tf-i-$k  __z'-t-yk  _r> 
'  na  +  ma        nß  +  mb        wy  +  mc      n' ' 

worin  nur  noch  k  und  m  durch  ihre,  gemäss  den  Ausdrücken  (6) 
und  (9)  oder  (13)  zu  berechnenden  Zahlwerthe  zu  ersetzen  kommen. 

4.  Der  senkrechte  Abstand  d1  der  durch  den  laufenden  Punkt 
(jfyV)  zur  brechenden  Ebene  ü  parallel  gelegten  Ebene  vom 
Coordinatenursprunge  ist,  dem  Ausdrucke  (I)  nachgebildet, 

d'  =  ax'  +  by'  +  cz*, 

daher  auch 

=  a     +  «V)  +  6  (V  +  ß  V)  +  c(£'  +  y  V) 
=  rf  — r'cosp; 

mitbin  ist  die  Entfernung  des  Punktes  {xty,%i)  des  gebrochenen 
Lichtstrahles  von  der  Trennungsebene  &  selbst: 

d' — c/  =  —  r'cosp, 

und  sohin,  weil  r*  und  coso  positiv  sind,  sicher  negativ;  zur 
Bestätigung,  dass  jeder  Punkt  des  gebrochenen  Licht- 
Strahles  auf  der  Kehrseite  der  die  beiden  Mittel  scheiden- 
den Ebene  ü  liegt. 

5.  Noch  wollen  wir  uns  die  Ucberzeugung  verschaffen,  das», 
wie  am  Schlüsse  des  Art.  II.  angeführt  wurde,  die  Verlänge- 
rung des  einfallenden  Lichtstrahls  über  den  Einfalls- 
punkt hinaus  wirklich  mit  dem  gebrochenen  Strahle, 
in  der  Einfallsebene,  auf  die  Ruckseite  des  vollständigen 
Ei n fallslotbes  falle. 

Der  fär  die  Gleichungen  (3)  des  einfallenden  Lichtstrahles  vor- 
ausgesetzte laufende  Punkt  (ar,  y,  z)  liege  über  den  Einfallspunkt 
(£'V£0  hinaus,  also  um  die  positive  Strecke  r — k  vor  ihm,  weil 
jener  Punkt  um  r,  dieser  um  k  von  dem  Ausgangspunkte  die- 
ses Strahles  absteht.  Dann  ist  denselben  Gleichungen  entsprechend : 

v  a  ß  y 


Mit  dieser  Strecke  r  —  k  des  einfallenden  Strahles  liegt  die  eben- 
falls vom  Einfallslothe  ausgebende  und  im  wandelbaren  Punkte 
(x'ylit)  endende  Strecke  r*  des  gebrochenen  Lichtstrahles  in  dem- 
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selben  rechten  Winkel  des  zweiten  Einfallslothes  mit  der  rück« 
wartigen  Halbscheid  der  Einscbnittslinie  der  Einfallsebene  in  die 
Trennungsebene,  da  sie  mit  diesem  Lothe  die  spitzen  Winkel  c 
und  q  machen.  Ihre  Projectionen  auf  die  Trennungsebene  4  sind 
sonach  beziehungsweise 

♦ 

(r—Jfr)  sine  und  r'sino. 

Diese  Projectionsstrecken  können  gleich  lang  werden,  also  auch 
mit  ihren  Endpunkten  übereinfallen,  wenn  zur  willkürlichen  Strecke 
r1  die  andere  so  bemessen  wird,  dass 

(r— Ä)  sine  =  r/ sin  p 
ausfalle,  nemlich  dass 

r    A— r  sine     r  n' 
mit  Bezug  auf  die  Proportion  (10)  bemessen  werde 

Dann  werden  die  Endpunkte  (x,  yf  :)  und  (x4,  y1 ,  i*)  dieser 

9t 

zwei  gegen  einander  so  abgeglichenen  Strecken  r  —  ic=r<-,  und 

r*  durch  einerlei  Senkrechte  auf  die  Ebene  it  projicirt,  oder  die 
durch  diese  zwei  Punkte  hindurch  gehende  gerade  Linie,  deren 
Richtcosinus  sonach  den  Unterschieden  xi—xi  y1—  yt  —  t 
proportionirt  sind,  muss  zum  Einfallslothe  (a,  6,  c)  parallel 
sein,  folglich  muss  sich  verhalten: 

x' — x  y* — y  t* — z 

~~T~~-~6~~~    c  ' 

was  In  der  That  zutrifft.  Denn  nach  deu  Gleichungen  (14)  des 
gebrochenen  Lichtstrahles  ist 

und  nach  den  Gleichungen  (16)  des  verlängerten  einfallenden 
Lichtstrahles  hat  man: 

daher,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  jenen  abzieht  und  die 
Ausdrücke  aus  (8)  einsetzt,  findet  man : 

n'af — wo  .    mr1        .         ti'ß'  —  nß  .     mr* . 


x  — *—      „1     r  ' — TTC» 


Digitized  by  Google 


des  Gesetzes  der  gewöhnlichen  Lichtbrechung.  329 

also  in  Wirklichkeit  die  so  eben  bedungenen  Proportionen 

x'  —  x  _y'  —  y  _z'  —  z  mr' 
a  b  c    ~*  n' 

züt  Vergewisserung  von  der  Richtigkeit  unserer  Behauptung. 

6.  Um  aus  diesen  für  die  Lichtbrechung  gefundenen  Formeln 
sofort  jene  für  die  Zurückprallung  des  Lichtes  zu  erhalten, 
braucht  man,  dem  Art.  Hl.  gemäss,  blos  den  Brechungsexponen- 
ten n'm  =  \,  also  n'  =  n,  und  zugleich  0  =  180°—  c,  also 
coso=—  cose  zu  setzen. 

Für  deny auffallenden  Lichtstrahl  verbleiben  natürlich  die 
Gleichungen  (1)  bis  (6)  in  ihrer  Giltigkeit,  dagegen  findet  man 
für  den  zurückgeworfenen  Lichtstrahl  zuvörderst  vermöge 
(13)  die  Hilfszahl 

m  =  n.2  cos«, 
sonach  zufolge  (8)  dieses  Strahles  Richtcosinus: 

!a'=xa  +2acose, 
0'  =  jJ  +  26cose, 
y1  =y  +  2c  cos*; 
und  gemäss  (15)  seine  Gleichungen  i 

x'-^t-ak     y>-V-ßk  _  ^  = 
v    ;       «  +  2acos£     jS  +  26cose~"y+2ccos« 

wozu  die  Ausdrücke  von  k  und  cos«  aus  (6)  und  (5)  zu  entneh- 
men kommen. 

Der  laufende  Punkt  (<t',y',z';  r')  dieses  zurückgeworfenen 
Lichtstrahls  steht  von  der  Trennung*-  oder  Spiegel -Ebene  & 
zufolge  Früherem  um  die  positive  Länge 

d'  —  d=r'  cose 

ab ,  folglich  liegt  er  und  mit  ihm  dieser  ganze  Strahl  auf  der  Vor- 
derseite  der  spiegelnden  Ebene  oder  er  geht  ins  erste  Mittel 
wieder  zurück. 

Derselbe  Punkt  erhält  mit  demjenigen  Punkte  (x,y,  z;  r-  k) 
der  Verlängerung  des  auffallenden  Lichtstrahles  einerlei  Projection 
in  der  Spiegel -Ebene,  für  welchen  r  —  k  =  r'  ist,  der  nemlich 
mit  ihm  gleichweit  vom  Einfallspunkte  absteht,  was  auch  aus  ande- 
ren einfachen  Betrachtungen  einleuchtet. 

Thcil  XXXIV.  22 


- 
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VI. 

Zweite  Aufgabe.  Wenn  die  krumme  Trennung* 
Mäche  zweier  Mitlei  und  der  einfallende  Lichtstrahl 
(durch  ihre  Gleichungen)  gegeben  sind,  soll  a.  der  gebro- 
chene  und    b.  der   zurückgeworfene   Strahl  gesucht 
nerden. 

1.  Für  rechtwinkelige  Coordinaten  er,  y,  z  sei  die  Gleichwie 
der  trennenden  Fläche  zweier  Mittel : 

(1)  y.  *)  =  0, 

und  die  Gleichungen  des  einfallenden  Lichtstrahles  seien,  wie  in 
der  ersten  Aufgabe : 

(2)  £=!«iyr_!=*.Ä.  * 

Der  Einschnitt  dieser  Geraden  in  jene  Fläche  —  der  Einfallspunkt 
(x,  y9  z;  R)  —  ergibt  sich  aus  diesen  vier  Gleichungen,  und  zwar 
vielleicht  am  einfachsten,  wenn  man  in  (I)  für  x,  y,  z  ihre  Aus- 
drücke aus  (2): 

(3)  +         y  =  v  +  ßR,   x  =  £  +  yÄ 

einstellt,  aus  der  so  entstehenden  Gleichung  den  Fahrstrahl  R 
sucht  und  seinen  Ausdruck  wieder  in  (3)  einsetzt,  um  y,  : 
zu  erhalten. 

Sei  nun  die  Differentialgleichung  der  Fläche 

(4)  df[xt  y,  z)=pdx  +  qdy  f  rrfz  =  0, 

und  seien  die  dreierlei  partiellen  Differentialquotienten  q,  r 
auf  den  Einfallspunkt  bezogen ;  so  findet  man  die  Ivichtcosinus 
a,  b,  c  des  Einfallslothes,  d.  i.  derjenigen  Hälfte  (oder  Richtung) 
der  Normale  zur  Trennungstlache  am  Einfallspunkte ,  welche  aot 
jene  Seite  der  Fläche  hingeht,  von  welcher  der  einfallende  Licht- 
strahl zur  TrennungsflScbe  gelangt,  aus  den  Proportionen: 

na  a_*_c_1 

wofern 

(6)  p*  +  o*  +  r*  =  s* 

gesetzt  und  von  den  beiden  entgegengesetzt  gleichen  Werthen 


Digitized  by  Google 


des  Gesetzes  der  gewöhnlichen  Lichtbrechung.  33 

der  Hilfszahl  s  derjenige  gewählt  wird,  durch  den  die  fraglichen 
Richtcosinus  ihre  rechten  Qualitätszeichen  empfangen. 

Da  im  vorliegenden  Falle  die  krumme  Scbeidungsfläche"  der 
Mittel,  zufolge  des  Art  V.,  durch  ihre  Berührungsebene  am  Ein- 
fallspunkte  vertreten  werden  kann,  so  dürfen  wir  sogleich  die  in 
der  ersten  Aufgabe  aufgefundenen  schliesslichen  Rechnungsvor- 
gänge in  Anwendung  bringen. 

Demgemäss  suchen  wir  vor  Allem  den  spitzen  Einfallswinkel 
i,  nach  V.  (5),  aus  dem  positiven  Ausdrucke 

,7) 

dann  wie  früher  die  Hilfszaht 

(8)  m  =  ticose— -V  »'*  —  »* sin«* , 

oder  auch  vorerst  den  spitzen  Brechungswinkel  o  aus 

(9)  sino^sini, 

und  nachher  erst  diese  Hilfszahl 

(10)  m  =  wcose  — n'cos^. 

Sonach  erhalten  Wir,  zufolge  V.  (8),  des  gebrochenen  Strahles 
Richtcosinus  af ,  ß' ,  /  aus 

i  j         i  m 

i  j         *  m 
n'/  =ny+-r, 

I 

und  endlich  die  in  Frage  gestellten  Gleichungen  des  gebro- 
chenen Strahles: 

,12,  J-l-aR^-y-fiR^-t-iK 

rtsa  +  mp         nsß  -f  mg        nsy  +  wir 

2.  Ffir  den  von  derselben  FlSche  am  neitiltcheri  EinfalKspunkte 
zurückgeworfenen  Strahl  erhalten  wir,  gemäss  V.  (17)  und 
(18),  seine  Richtcosinus  aus 

(13)  «'*r«.f 2^008*,   0'  =  0-f 2*cosf,   y'=*y-f  2;eosf, 

22* 
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und  seine  Gleichungen  in  der  Form 

a4)         x* -!;-«R  _y' -y-ßR_i' -t-yR 
sa-\-2pcos£    sß+2qcos£  *y+2rcost 

TU. 

Beispiel*  Die  brechende  oder  zurückwerfende 
krumme  Fläche  sei  ein  Klllpsold. 

Versetzen  wir  die  Coordinatenaxen  in  die  Axen  des  Elliu 
soids  selbst,  deren  Längen  2A,  2B,  2C  sein  sollen,  so  ist  «eine 
Gleichung : 

(i)  Ä*  +  h+ci=h 

und  wir  erhalten  für  den  Einfallspunkt  die  Coordinaten 

y  =  rj  +  ßR, 
und  den  Fahrstrahl  R  aus 

oder  wenn  wir  abkürzend  setzen: 


(2)  Jr*  +  £=£' 

(3)  +  ^  +  C*-* 


aus 


Sonach  ist 


(£ß  +  F)*=ff»f 

wofern  man  setzt: 

/p-a""V^»+ä«+c*A^+ä»+cv+U  Ä*BB*Cl) 

oder 

(4) 

^-Jt+Bt+ci    V         ^      V  CA  )      \  AB  )' 
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1 

und  daher  erhält  man  R  ausgedruckt  mittels 

(5)  ß  = 


'5' 

—F+H 


E 

Oifferenzirt  man  die  Gleichung  (1),  so  gibt  sie 


folglich  ist: 


und 

(7)  s*  =  L&+VMR  +  N, 

wenn  man  altkürzend  setzt: 

*  X  P  4-  f--I 

A*  +  B*  +  C*~~  ' 

> 

Danach  findet  man  t  aus 

(9)  cose=  — =—7' 

und  die  Hilfszahl  m  aus: 

(10)  m  =  -  (n  j)  -  y"»'»-  tt»  +  (»  y)« 

Zu  allen  diesen  vorbereiteten  Werthen  bieten  die  Gleichun- 
gen (12)  und  (14)  in  VI.  sofort  die  fraglichen  Gleichungen  des 
gebrochenen  und  des  zurückgeworfenen  Lichtstrahles. 


Digitized  by  Google 


Matxha:   Allgemeinere  Bestimmung  der  Länge 


XXI. 

Allgemeinere  Bestimmung  der  Länge  von  Nonien  an 

Maassstäben. 

Von 

Herrn  Dr.  W\W.  Matxka, 

Professor  der  Mathematik  an  der  Hochschule  in  Prag. 


An  gerad-  und  kreislinigen  Maassstäben  pflegt  man,  zur  Mes- 
sung von  aliquoten  Theilen  oder  von  Brüchen  der  auf  dem  Maas«»- 
stabe  selbst  noch  aufgetragenen  kleinsten  Theilchen  (Strecken  oder 
Bogen),  oft  ein  kleines  Hilfsmaassstäbchen,  Nonius  oder  Ver- 
nier  genannt,  daran  entlang  schleif  bar,  anzubringen.  Die  Be- 
stimmung der  Länge  und  der  Gleichtheilung  dieses  Nonius  wird 
in  den  Lehrbüchern  der  angewandten  Geometrie  und  der  Physik 
immer  nur  in  beschränkter  Weise  gelehrt.  Gleichwohl  ist  noch 
eine  aligemeinere  solche  Läugenbestimmung  der  Nonien, 
wenigstens  in  der  Lehre  (Theorie),  mOgHcb,  welche  unter  gewis- 
sen Umständen  dennoch  auch  zur  wirklichen  Ausführung  und 
Anwendung  (Praxis)  geeignet  sein  dürfte  *). 

I. 

Sei  überhaupt  die  kleinste  auf  einem  solchen  Maassstabe 
noch  aufgetragene  Länge  =  fi,  jeder  der  auf  dem  Nonius  befind- 

*)  Ihre  Grundlinien  und  Ihr  Hauptergebnis«  hatte  ich  bereits  im 
Juni  in  meinen  Vorlegungen  ü*er  »rahtlsefie  Geometrie  San  kSoigL 
böbin'Mchen  ständische«  PöljtecbuHmro  hier,  ao  wie  auch  am  14.  Ja- 
nuar 1866  in  der  Sitzung  der  naturwissenschaftlichen  uad  rnatheroatiacaca 

Scction  der  hiesigen  königl.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
ten vorgetragen,  wie  in  den  ,, Abhandlungen  dteaer  Gesellschaft",  5te 
Folge,  9ter  Band,  Prag  1857,  auf  Seite  51.  der  ., Geschichte  der  Ge- 
sellschaft 14  berichtet  wird. 
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liehen  gleichen  Theile  =  v,  und  denke  man  sich  den  Anfangs- 
oder Nullstrich  des  Nonius  in  der  Verlängerung  eines  Theilstrichs 
des  Maassstabes,  welchen  Theilstrich  wir  hier  kurz  auch  als  den 
nullten  des  Maassstabes  zähleu  wollen,  so  ist  der  Unterschied 
zwischen  einem  Noniustbeü  v  und  einem  Maassstabtheil  ft,  oder 
der  Abstand  des  ersten  Noniusstriches  vom  ersten  Maassstabstriche 

entweder  v  —  ft  oder  ft  —  v, 
je  nachdem  v  >  ft  oder  v  <  ft  ist. 

Soll  dieser  Unterschied  oder  Zwischenraum  etliche  aliquote, 
etwa  t  der  nten  Theile  des  Maassstabtheilchens  ft  betragen ,  folglich 

v  —  u  =  i^  oder  u  —  v  —  i- 
r       n  r  n 

«ein,  so  muss 


n  -f-  i  n  — i 

hier  v=2— —p,  da  v  =  —^-(t, 

also  wenn  man 

n±i  =  m 

setzt , 

mu 
V=~n 

gemacht  werden,  nemlich  es  muss  eine  gewisse  Anzahl  (m)  Maass- 
stabtheilchen  (ft)  auf  den  Nonius  übertragen  und  sohin  dessen 
Länge  wift  in  n  gleiche  Theiichen  (v)  getheilt  tverden.  Hiernach 
Trägt  es  sich  also  um  jene  Anzahl  m  auf  den  Nonius  zu  uber- 
setzender Maassstabtbeilchen,  insofern  der  Nenner  oder  die  An- 
zahl n  der  Gleichtheile  des  Nonius  wie  fast  immer  als  angegeben 
vorausgesetzt  wird. 

Demgemfiss  ist  der  Abstand  des  pten  Theilstrichs  des  Nonius 
vom  pten  Theilstricbe  des  Maassstabes  oder  der  Unterschied  der 
Längen  pv  und  pft  entweder 


pv—pn=p(v  —  ft)  = 
oder 

PH-pv=p(n-v)=:^il, 

nemlich  immer  das  pfache  des  Zwischenraums  ihrer  beiderlei 
ersten  Theilstricbe. 
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Nun  gebe  das  Product  pi  durch  n  getheilt  zum  Qootus  q  und 
tzum  gewöhnlichen,  stets  unter  dem  Theiler  n  bleibenden  positi- 
ven Reste  r,  nemüch 

pi  =  nq  +  r, 

so  wird 

I.  im  ersten  Falle,  wo  v>  p  ist,  der  Zwischenraum 
und  hiernach 

pv— (f»  +  9)ft  =  r£  =  e>, 

d.  b.  der  Abstand  ev  des  pten  Theilstricltes  des  Nonius  vor  dem 
(p-f?)ten  Theilstriche  des  Maassstabes  betrögt  r  der  nten  Theile 
des  Maassutabtheilchens  p. 

Steht  nemlich  in  der  Ursteilung  (Taf.  III.  Fig.  5.)  mit  dem  Uten 
Theilstriche  a  des  Maassstabes  M  der  Ote  Theilstrich  b  des  No- 
nius /V  Gberein,  so  ist  am  pten  Theilstriche  d  des  Nonius  die 
bd=zpv,  dagegen  am  (p  +  <y)ten  Theilstriche  c  des  Maassstabe* 
die  ac  =  (p  +  q)p;  mithin  steht  der  Nontusstricb  d  vor  dem 
Maassstabstriebe  c  um  die  Länge 

cdzzzbd— öc=e.=r7» 

und  man  sieht  sich  demgemäss  aufgefordert,  an  den  pten  Theil- 
strich d  des  Nonius  den  Zähler  r  der  nten  Theile  von  p,  folglich 
an  deu  Oten-  Theilstrich  b  desselben  den  Zahler  0  zu  setzen. 

II.  Im  zweiten  Falle,  wo  v<ft  ist,  wird  die  Zwiscbenweite 
uud  hiernach 

(p-t/)?-  pv^v^  =  er, 

d.  i.  der  pte  Theilstrich  des  Nonius  steht  hinter  dem  (p  —  q)ten 
Theilstriche  des  Maasstabes  um  r  der  nten  Theile  des  p. 

Steht  nemlich  in  der  Ursteilung  (Taf.  III.  Fig.  6.)  mit  dem 
Oten   Theilstriche  a  des  Maassstabes  M  der  Ote  Theilstrich  6  des 
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Nonius  N  in  gerader  Linie,  so  ist  am  pten  Theilstriche  d  des 
Nonius  wieder  die  bd  =  pv,  dagegen  am  (p — q)ten  Theilstriche 
c  des  Maassstabes  die  ac  =  (/>  —  q)p;  mithin  steht  der  Nonius- 
strich  d  hinter  dem  Maassstabstriche  c  um  die  Länge 

cd  =  ac — bd  =  ep=r-  > 

und  man  sieht  sich  auch  hier  veranlasst,  zum  pten  Theilstriche  d 
des  Nonius  den  Zähler  r  der  nten  Theile  des  p  zu  schreiben. 


3. 

Wenn  demnach  bei  dem  Abmessen  einer  bestimmten 
Länge  fb  der  pte  Theilstricb  d  del  Nonius  iV  mit  einem  gewis- 
sen Theilstriche  des  Maassstabes,  namentlich 

I.  da,  wov>|*  ist,  mit  dem  (p  +  q)ien  Theilstriche  c  des 
Maassstabes  M  (Taf.  III.  Fig. 7.)  in  einerlei  Gerade  fallt;  so  ist 
von  den  in  Taf.  III.  Fig.  5.  übereingefallenen  zwei  Nullstrichen  der 
mit  b  bezeichnete  Nullstrich  des  Nonius  hinter  den  Nullstrich  a 
des  Maassstabes  um  ab  der  Taf. III.  Fig.  7.  =cd  der  Taf.  III. 
Fig.  5.  zurück  oder  um  dieses  Streckchen  vom  Anfangspunkte  f 
der  zu  messenden  Länge  fb  weiter  gerückt.  'Denn  es  ist  in  Taf.  III. 

Fig.  7.  ab  =  db-ca  =  cd  der  Taf.  III.  Fig.  5.  =ep=r-.  Ist  nun 
fa  =  kp,  so  ist  das  Maass  der  vorgelegten  Länge: 

IL  Wenn  hingegen  da,  wo  v<fi  ist,  der  pte  Theilstricb  d 
des  Nonius  mit  dem  (p  —  q)ten  Theilstriche  c  des  Maassstahes 
M  in  Taf.  III.  Fig.  8.  in  eineilei  Gerade  zu  stehen  kommt,  so  ist 
von  den  in  Taf.  III.  Fig.  6.  übereingefallenen  zwei  Nullstricben  der 
mit  6  bezeichnete  Nullstrich  des  Nonius  vor  den  Nullstrich  des 
Maassstabes  um  ab  der  Taf.  III.  Fig.  8.  =cd  der  Taf.  HI.  Fig.  6. 
vorwärts  oder  um  dieses  Strecklein  vom  Anfange  f  der  abzumes- 
senden Länge  fb  weiter  gerückt   Denn  es  ist  in  Taf.  III.  Fig.  8. 

ab  =  ac  —  bd=cd  der  Taf.  III.  Fig.  6.  =zep~r^. 

n 

Ist  nun  fa=z&n,  so  ist  auch  hier  das  Maass  der  vorliegen- 
den Länge 

=  + 
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#. 

Damit  aber,  wie  es  erforderlich  ist,   der  ErgSnzungsbrucn 

ep  =  ü    Jede  An*anl  Äter  Thcile  von  f»,  nemjich  0,  1,  2, ....  (n  —  I) 

solche  Theile,  betrage,  nenn  die  Nummer  p  des  Noniusstrichs 
die  natürliche  Zahlenreihe  8,  1,  2, ....  (»—  J)  durchgeht;  uiuss 
der  bei  der  Tbeilung  von  pi  durch  n  nickbleibende  Rest  r  durch- 
aus verschieden  ausfallen,  und  sonach  darf  der  beständige  Unter- 
schied i  keinen  Theiler  mit  n  gemeinschaftlich  haben.  Denn  wenn 
für  p  und  p'  derselbe  Rest  r  entfiele,  folglich 

pi^znq  +  r  und  p'i  =  no'  +  r 

wjirde,  dann  müsste 

(p'-p)«  =  i,C9'-9) 

sein,  mithin,  well  />  und  p\  also  um  so  mehr  p'—p  kleiner  al» 
n  ist,  t  mindestens  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  mit  n  haben, 
wenn  nicht  durch  selbe  theitbar  sein.  Da  jedoeh  entweder 
t  =  m— k  oder  i  =  n  —  m  ist,  so  müsste  auch  m  wenigstens  mit 
n  einen  Theiler  gemeinsam  haben  oder  hiedurch  theitbar  sein. 
Damit  demnach  von  den'  n  möglichen  Resten  r  keine 
zwei  gleich  ausfalfen,  müssen  die  Anzahlen  tn  und  tt 
Primzahlen  unter  sich  oder  gegen  einander  prira  sein; 
und  nach  dieser  einfachen  Anforderung  hat  mau  sohin  au  jedem 
angegebenen  Theiler  n  die  Anzahl  m  der  vom  Maassstabe  auf 
den  Nonius  zu  fibertragenden  kleinsten  Maassstabtheilchen  p  zu 
wählen. 

Z.  B.  zum  Theiler  n  =  10 
passen  die  Anzahlen  m  =  3,  7,  9,  11,  13,  17,  10, ...  ; 

für  den  Theiler  n  =  12 
eignen  sich  die  Anzahlen  m  =  5,  7,  11,  13,  17,  19,....; 

und  für  den  Theiler  ti  =  15 
taugeh  die  Anzahlen  m  =  4,  7,  8,  11,  13,  14,  16,  17,  19,.... 

Wählt  man  zum  Theiler  n=10  die  Anzahl  m  =  7,  so  ist 
x=n  — m  =  3;  oder  wählt  man  hieför  die  Anzahl  m  =  I3,  so  ist 
i  =  m— n  auch  =3;  folglich  erhält  man  beide  Male 

zur  Nummer   p  =ü,    1,   2,   3,     4,     5,     6,     7,     8,  9 
den  Dividend  pi=0t   3,   6,   9,    12,   15,    18,   21,   24,  27, 
also  denkest  r  =0,   3,  6,   9,     2,     5,    8,     1,     4  7. 
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Auch  kannman  überhaupt  die  fragliche  Aniahl 

ansetzen,  wofern  man  nor  i  gegen  n  prira  wählt.  Fflr 
gleiche  subtractive  und  additive  i  ergibt  sich  dann  natürlich  eine 
und  dieselbe  Reihenfolge  der 'Reste  r. 

Z.  ß.  zum  TMIer  n*=18  kann  man 

ial,      5,     7,  folglich  die  Anzahl 
m  =11,     7,     5  oder 
=  13,   17,   19  wählen. 

Fflr  fa=5  oder  für  ina?  und  m=sl7  erhält  man  demnach 

mm  Noniusst rieh  Nummer  ;>=0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  U, 
den  Rest  oder  Zähler    r=0,  5,  10,  3,  8,  1,  0,  11,  4,  9,  2,  7. 

Die  In  diesen  Beispielen  aufgefundenen  Reste  sind  demnach 
in  denselben  Reihenfolgen  den  nach  einander  kommenden  Theil- 
strichen  des  Nonius  als  Abzähler,  dort  von  lOteln,  hier  von  12teln, 
des  kleinsten  Maassstabtheilcbens  beizusetzen. 

Da  man  beim  Ablesen  der  Abmessungen  ohnehin  jedesmal 
oachsehen  muss,  welcher  Theilstrich  des  Nonius  mit  einem  Theil- 
striche  des  Maassstabes  ubereinfalle;  so  I^ann  man  an  demselben 
Noniusstriche  offenbar  auch  sofort  ganz  leicht  den  Zähler  der 
aliquoten  oder  Bruchtheile  des  kleinsten  Maassstabstreckchens 
ablesen ;  deshalb  ist  es  für  die  Praxis  keineswegs  nnerltisslich, 
dass  die  auf  dem  Nonius  anzusetzenden  Zähler  gerade  in  natur- 
licher Reihung  auf  einander  folgen. 


Um  noch  über  die  Abfolge  der  Zähler  oder  Reste  r,  bei 
natürlicher  Anordnung  der  Nummern  p  der  Noniusstriche,  Auf- 
«cJüuss  gl)  erhalten,  betrachten  wir  abermals  die  allgemeine  Tbei 
lungsgleicbung 

piz=znq  +  r 

und  lassen  die  Ordnungszahl  p  des  Noniusstrichs  auf  die  um  dp 
höhere  p  +  Ap  aufsteigen.  Dann  erhebt  sich  der  Quotus  q  auf 
q+ Aq  und  der  Rest  r  auf  t  +  At,  mithin  ist  auch: 

(p  +  Ap)  i  =  n  (q  +  Aq)  f  (r  +  Ar) , 

und  wenn  man  hievon  die  vorige  Gleichung  abzieht,  die  allge- 
meine Differenzengleichung : 
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idp  =  ndq  -f  dr. 

Durchgebt  man  die  Theilstriche  des  Nonius  der  Reihe  nach 
vom  Oten  bis  zum  («^l)ten,  so  ist  die  Steigung  ihrer  Nummern 
stets  dp  =  lt  also 

i  =  ndq  -f  dr. 

I.  Sollen  hierbei  auch  die  Reste  r  in  ihrer  natürlichen 
Ordnung  ansteigen,  soll  also  dr—\  bleiben,  so  muss  man 
wählen : 

i=ndq  +  l, 

und  sonach  kann,  weil  i  so  wie  n  nur  positiv  gehalten  wurden, 
auch  dq  nicht  negativ  ausfallen.  Da  ferner,  wenn  man  m=n — * 
wählt,  rn  nicht  negativ  werden  darf,  und  wenn  man  m  =  n  +  i 
setzt,  die  Länge  des  Nonius  möglichst  klein  gemacht  werden 
soll;  so  wird  man  immer  t<«  wählen  —  was  auch  mit  der  Grund- 
bedeutung von  i  als  Zähler  eines  echten  Bruches  im  Einklänge 
steht  — ;  mithin  kann  hier  blos  Jq=z0  und  t  =  l  sein,  und  so- 
hin  ist  die  fragliche  Anzahl 

m  =  n:pl. 

Dies  ist  bekanntlich  die  übliche  Bestimmungszahl  der  auf 
den  Nonius  zu  abertragenden  Masss  tabtheile. 

II.  Aus  obiger  Differenzengleichung  folgt  noch  fär  dp—\ 
die  in  Frage  gestellte  Aenderung  des  Restes 

dr  =  i  —  ndq. 

Weil  nun  jederzeit  t<»  sein  muss,  kann  nur  zusammen  bestehen 

dqz=0  mit  dr  =  i 
und  dq  —  \  mit  dr—  —  (n— i). 

d.h.  bei  der  Theilung  der  geordneten  Vielfachen  /?i  =  0,  i,  2i,.... 

 (n  — l)i  durch  n  kann  der  entfallende  Rest  r  nur  entweder, 

wenn  der  Quotus  q  ungehindert  bleibt,  um  t  wachsen  oder,  wenn 
der  Quotus  q  um  1  steigt,  uro  n  —  i  abnehmen. 

So  uberzeugt  man  sich  an  obigen  Beispielen,  dass  hei  n=  K) 
und  t  =  3  die  Reste  der  Reihe  nach  gewöhnlich  um  3  steigen 
und  nur  ausnahmsweis  um  7  fallen;  so  wie,  dass  bei  «  =  I2 
und  t  =  5  die  Reste  bald  um  5  steigen  A  bald  um  7  sinken. 

•  MM— ■ m 
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XXII. 

Ein  kritischer  Nachtrag  zur  Geschichte  der  Erfindung 

der  Logarithmen, 

mit  Beziehung  auf  Abhandlung  III.  im  15ten  Theil,  2.  Heft, 

S.  121.-1%.  im  Archiv,  1850. 

Von 

Herrn  Dr.  fVilk.  Matika, 

Professor  der  Mathematik  an  der  Hochschule  cn  Prag. 


Eine  akademische  Gelegenheitsrede  gab  mir  im  verliehenen. 
April  Veranlassung,  noch  einmal  über  den  Werth  der  Leistungen 
beider,  gewöhnlich  dafür  ausgegebenen,  Erfinder  der  Logarithmen 
nachzudenken ;  vielleicht  dürfte  die  Veröffentlichung  der  gewon- 
nenen Ergebnisse  dieser  Forschung  auch  {lern  grösseren  mathe- 
matischen Leserkreise  nicht  unwillkommen  sein. 

A.   John  HTeper. 

I.  Neper's  Erklärungsweise  der  Logarithmen  mittels  Zusam- 
menhaltens zweier  gleichzeitigen  geradlinigen  Bewegungen  zweier 
Punkte,  und  zwar  einer  gleichförmigen  mit  einer  in  veränder- 
lichem Verhältnisse  verzögerten,  welch'  beide  mit  einerlei  Ge- 
schwindigkeit anheben  *),  erscheint  beim  erstmaligen  Vernehmen 
und  obenhin  Besehen  allerdings  nicht  wenig  sonderbar;  allein  bei 
längerer  und  genauerer  Durchforschung  überzeugt  man  sich  mit 
aufrichtiger  Bewunderung,  dass  selbe  in  Bezug  auf  scharfe  Kenn- 
zeichnung der  innersten  Wesenheit  der  allgemeinen  Zahlen,  also  auch 
ihrer  Logarithmen,  eine  Vortrefflichkeit  besitzt,  welche  durchweg 
allen  nachgefolgten  Erklärungen  desselben  Gegenstandes  nbgeht. 


*)  Archiv  m.  a.  O.  S.  122—  124. 
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Sie  schliesst  nemlicb  in  sich  das  am  spätesten  von  den  kri- 
tischen Mathematikern  erkannte  und  den  Begriff  der  allgemeinen 
Zahl  vervollständigende  Merkmal  der  Stetigkeit  (Continaitit) 
der  Zahlen  Oberhaupt,  bei  Neper  insbesondere  die  Stetigkeit 
der  Logarithmen  und  ihrer  Logarithmande,  das  ist  derjenigen 
Zahlen,  denen  sie  angehören,  und  es  möchte  diese  Begriffsent- 
wickelung der  Logarithmen  durch  Neper,  in  der  allmälicben  Her- 
ausbildung der  allgemeinen  Grössen-  und  Zahlenlehre,  wohl  der 
erste  Fall  sein,  wo  dieser,  für  die  höhere  Analysis  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Erforschung  der  Linien  und  Flächen  völlig 
unumgängliche  und  unentbehrliche  Begriff  mit  berücksichti- 
get ward. 

Nach  Neper 's  Begriffsbestimmung  stellt  der  Weg,  der  von 
seinem  zuerst  angenommenen  gleichförmig  (in  gleichen  Zeiteo 
gleichweit)  vorrückenden  Punkte  jeweilig  zurückgelegt  wird,  den 
Logarithmus  desjenigen  Weges  vor,  den  der  andere  Hilfspunkt 
bis  zu  einem  vorgesteckten  Ziele  hin  noch  zu  durchlaufen  hat; 
wofern  seine  Geschwindigkeit  und  deren  Verzögerung  (negative 
Beschleunigung  —  Acceteration  — )  stets  eben  diesem  noch  zu 
durchlaufenden  Wege  proportionirt  bleibt. 

Beide  Wege  als  solche  —  mithin  auch  der  von  ihnen  vorge- 
stellte oder  abgebildete  Logarithmus  und  Logaritbmand  — ■  ändern 
sich  nun  stetig  oder  mit  Stetigkeit,  d.  h.  sie  durchgehen  gleich- 
zeitig oder  mit  einander  Schritt  haltend  atlmällcb  alle  Zwischen- 
stufen von  Grösse  oder  Grossheit  (magnitodo,  qusntitas)  ohne 
Uebergehung  auch  nur  einer  einzigen  solchen  Stufe;  mitbin  neh- 
men bei  Neper 's  Anordnung  einerseits  die  Logarithmande  oder 
Zahlen  stetig  ab,  andererseits  ihre  Logarithmen  stetig  zo. 

II.  Treffendere  und  verstandlichere  Bilder  für  derlei  gleich- 
zeitige und  stetige  Aendertingen  zusammenhängender  Veränder- 
lichen, wie  die  von  Neper  gewählten  neben  und  mit  einander 
bestehenden  Bewegungen  stofflicher  Punkte  besitzen  wir  aber 
nicht.  Denn  die  einfachste  und  allbekannte  stetig  wachsende, 
gleichsam  fortfliessende  Grösse  ist  die  Zeit  —  Dauerzeit  einer 
Erscheinung  — ;  die  nächste  eben  so  einfache  stetig  zu«  oder  ab- 
nehmende Grosso  ist  ein  gerader  Weg,  den  ein  nach  einem  be- 
stimmten Gesetze  bewegter  Stoffpunkt  entweder  bereits  zurück- 
gelegt hat  oder  erst  noch  zurücklegen  soll. 

Dagegen  erfassen  die  Übrigen  Erklärer  der  Logarithmen  rem 
Zahlen  nar  Reihen  von,  In  gewissen  Absätzen  oder  Zwischen* 
weiten  auf  einander  folgenden,  also  getrennten  Ständen  (Stadien) 
solcher  gleichzeitig  vor  sich  gehenden  Bewegungen  mit  den,  ent- 
weder durchlaufenen  oder  noch  bestehenden  Wegstrecken. 
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Freilich  für  die  wirkliche  Ausrechnung  der  Logarithmen  zu 
voraus  gestellten  Reiben  von  Zahlen  wie  zu  jener  der  Sinus  und 
Tangenten  der  von  90  Graden  an  miuuteuweise  abnehmenden 
Winkel  oder  Kreisbogen,  vermochte  Neper  auch  nicht  anders, 
als  seine  Nachfolger  vorauszugeben;  auch  er  musste  Reihen 
zusammengehöriger  Wegstrecken  neben  einander  stellen ,  eine 
arithmetische  steigende,  welche  die  Logarithmen,  und  eine  geo. 
metrisch  fallende,  welche  die  Zahlen  derselben  verbildlicht  Allein 
Reiben  stellen  —  wie  Neper  sehr  scharfsichtig  herausgefühlt 
hatte  —  keineswegs  stetig  oder  fliessend  sich  ändernde  Gros- 
sen, sondern  jedesmal  nur  sprung*  oder  ruck  weis  abgeänderte 
Werthe  gewisser  veränderlichen  Grossen  vor;  sie  sind  und  blei- 
ben in  ihrem  Laufe  immer  unstetig  (discontinuirlicb).  Deshalb 
kann  irgend  eine  willkürlich  festgesetzte  Grosse  nur  zufallig  in 
einer  gesetzmäßigen  Reihe  von  Grossen  derselben  Art  vor- 
kommen, in  der  Meistzahl  der  Fälle  aber  lediglich  zwischen  ein 
Paar  Nachbarglieder  dieser  Reibe  hineinfallen,  wogegen  eine  in 
zureichendem  Umfange  stetig  wachsende  oder  abnehmende  Ver- 
änderliche dieser  Art  auch  jene  festgesetzte  Grosse  nothwendig 
durchwandern  moss. 

Zwar  kann  man,  durch  Einschieben  oder  Einschalten  einer 
nach  dem  nem lieben  Gesetze  gebildeten  Hilfsreibe  zwischen  jenes 
Paar,  benachbarter  Glieder,  die  Hauptreihe  vervollständigen, 
ihre  Löcken  so  schmälern,  dass  sie  entweder  auch  jene  gewisse 
vorgelegte  Grosse  selbst  mit  enthält  oder  mindestens  möglichst 
eng  sich  an  selbe  anschliesst;  allein  nothwendig  und  vollständig 
erreichen  muss  sie  dieselbe  doch  keineswegs,  namentlich  in 
den  so  unendlich  häufigen  Fällen  nicht,  wo  diese  voraus  festge- 
stellte Grösse  in  Bezug  auf  die  Messeinheit  ihrer  Art  einen  irra- 
tionalen Zahlwerth  besitzt.  Somit  muss  bei  der  Aneinanderstellung 
einer  geometrischen  Reihe  von  Zahlen  und  einer  arithmetischen 
Reihe  ihrer  Logarithmen  erst  noch  scharf  dargethan  werden, 
dass  jeglicher  Zahl,  sie  sei  ganz  oder  gebrochen,  rational  oder 
irrational,  ein  und  nur  ein  Logarithme  entspreche  uod  umge- 
kehrt; bei  Neper's  bildlicher  Darstellung  durch  sein  Paar  gleich- 
zeitiger Bewegungen  drängt  sich  diese  Wahrheit  ganz  unbe- 
zweifelbar  von  selbst  auf. 

HL  Bevor  wir  diesen  grossen  Denker  verlassen,  möge  es 
noch  erlaubt  sein,  wenn  es  auch  hier  weniger  zur  Sache  gehören 
mag,  die  Arten  oder  Gesetze  dieser  zweierlei  Bewegungen,  be- 
sonders der  letzteren,  etwas  genauer  zu  besehen. 

Den  ersten  Stoffpnnkt  denkt  sich  Neper  gleichförmig 
ins  Unbestimmte  hinaus  auf  gerader  Bahn  bewegt.    Dieser  lege 
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nun  während  der  vom  Zeitpunkte  Noll  an  beginnenden  und  fort- 
fließenden  Zeit  t  den  Weg  x,  also  im  Zeitelemente  dt  das  nächst- 
folgende Wegstreckchen  dx  zurück;  so  ist,  weil  der  Ponkt  in 

jederlei  gleichdauernden  Zeiten  gleich  lange  Wege  zurücklegt,  seine 

ff jß 

Geschwindigkeit  u  oder  ^  dem,  in  jeder  von  wann  immer  ange- 
fangen gerechneten  Zeiteinheit  zurückgelegten,  also  sich  immer 
gleich  bleibenden  Wege,  dessen  Länge  Ar  be'rssen  möge,  gleich; 
nemlich  es  ist  des  bewegten  Stofftheilchens  Geschwindigkeit 

dx 

U~  dt  —  k' 

Daraus  folgt  die  Beschleunigung  (Acceleration)  dieser  Be- 
wegung, das  Differential  verhältniss  ihrer  Geschwindigkeit  zur  Zeit, 

du     d*x  n 

d.  i.  gleich  Null  oder  es  besteht  hier  keinerlei  Beschleunigung. 

Umgekehrt  gibt  die  Integration  der  ersteren  Differentialglei- 
chung, wenn  man  sie  von  t  =  0  und  x  =  0  anfangen  lässt,  die 
endliche  und  erschupfende  Bewegungsgleichung,  bestimmend  den 
vom  Beweglichen  jeweilig  durchlaufenen  Weg 

x=kt. 

Den  zweiten  Stoffpunkt  denkt  sich  Neper  auf  einer  anderen 
Geraden  ungleichförmig  fortschreitend,  zur  Zeit  0  von  seiner 
Zielstelle  um  die  Strecke  0  abstehend  und  in  derselben  früher 
betrachteten  Zeit  t  den  Weg  1  dermassen  zurücklegend,  dass 
der  Punkt  am  Schlüsse  derselben  noch  um  die  Strecke 

von  seinem  Zielpunkte  abstehe.  Im  nachfolgenden  Zeittbeilchen 
dt  durchlaufe  er  das  Wegtheilcben  dz  und  nähere  sich  seinem 
Ziele  um  dy  =  —  dt  mit  einer  Geschwindigkeit 

d  t  _  —  dy 
v-dt -~df' 

Diese  nun  soll  dem  zurückzulegenden  Wege  y  proportionirt  sein, 
also  zu  ihm  sich  so  verhalten,  wie  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit x  vom  anfänglichen  Anstände  p  des  bewegten  Punktes 
von  seinein  Ziele  oder  auch  wie  diejenige  Geschwindigkeit  c  des 
Beweglichen  da,  wo  es  um  die  Längeneinheit  oder  um  die  Länge 
I  noch  vom  Ziele  absteht,  das  ist:  es  soll  sich  verhalten 
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9      x  c 


«der  die  zur  Zeit  f  eintretende  wandelbare  Geschwind  ig 
Jceit  soll  sein: 


% 


und  die  Anfangsgeschwindigkeit  x  =  co. 

Dann  ist  die  Beschleunigung  dieser  Geschwindigkeit: 

g,     de  dy 

c  =  Tt=c<it=z-cv 

oder  auch  €?  = —  c2y,  folglich  ebenfalls  proportionirt  dem  noch 
bis  ans  Ziel  hin  bevorstehenden  Wege  y. 

Die  zu  Anfang  der  Bewegung,  nemlich  bei  t=0  und  y  =  o, 
stattfindende  Beschleunigung  der  Anfangsgeschwindigkeit  x  ist 
sonach 

y^-CX  =  - 

und  die  wandelbare  Beschleunigung: 
oder  es  verhält  sich  auch : 


G      y      —  x* 


.2. 


Bei  dieser  Bewegung  ist  demnach  eben  so,  wie  bei  den  pen- 
delartigen Schwingungen  oder  Erzitterungen  kleinster  Stofftheil- 
eben  »um  ihre  uranfangliche  Ruhelage,  die  Beschleunigung  dem 
jeweiligen  Abstände  des  Beweglichen  von  einem  gewissen  fest- 
stehenden Punkte  (im  letzteren  Falle  von  der  Ruhelage)  propor- 
tionirt; nur  ist  bei  derlei  Schwingungen  das  jeweilige  Verhältnis« 
der  Beschleunigung  G  zum  Abstände  y  des  Beweglichen  vom  Ziele 
positiv,  in  Neper's  zweitem  Bewegungsfalle  hingegen  negativ. 

Aus  der  leicht  herstellbaren  Differentialgleichung  der  Bewegung 

—  dy 

folgt  sofort: 

=^=c<£<; 

Thetl  XXXIV.  »3 
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daher,  wenn  man  von  <  =  0  und  y=p  an  integrirt,  ist  (innatör- 
liehen  Logarithmen,  die  wir  blos  durch  /  andeuten): 

y  <, 

folglich 

y  * 

Sonach  findet  man  für  jede  Zeit  /  den  Abstand  des  beweg 
teg  Punktes  von  seinem  Ziele: 

y  =  ee~et> 

den  durchlaufenen  Weg: 

z  =  9(\-e-«), 

die  Geschwindigkeit: 

r  =  x 

und  die  Beschleunigung: 

Aus  der  letztern  findet  man  noch  das  Differential-  Verhältnis* 
der  Beschleunigung  zur  Zeit: 

at 

welches  daher  immer  positiv  ausfallt. 

Im  Verlaufe  der  Zeit  nähert  sich  demnach  der  bewegliche 
Punkt  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  und  mit  einer  mehr  und 
mehr  zunehmenden  Verzögerung  seinem  Ziele,  ohne  jedoch  die- 
ses Ziel  je  vollkommen  zu  erreichen.   Denn  nie  kann  der  Abstand 

des  Beweglichen  vom  Ziele  streng  Null  (aufgehoben,  au  niebte) 
werden,  wenn  er  auch  bei  unendlichem  Wachsen  der  Zeit  t  un- 
endlich abnimmt. 

Während  demnach  im  steten  Fortlaufe  der  mit  Null  anheben- 
den Zeit  t  der  Logarithme  x  von  Null  an  über  alle  Grenzen  hin- 
aus wächst,  nimmt  die  Zahl  y,  welcher  er  angehört,  von  ihrem 
Anfangswerthe  g  an  unaufhörlich  ab  und  alrebt  der  Null  als  Grenzen. 

IV.  Noch  dürfte  folgende  Bemerkung  nicht  ohne  Interesse  sein. 

Neper  hat  sieb  die  Bewegungen  beider  Stoffpunkte  in  belie- 
bigen Geraden  vor  sich  gehend  gedacht,  da  es  für  seinen  Zweck 
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ganz  gleichmütig  war,  wie  er  diese  geraden  Bahnen  gegen  ein- 
ander stellte.  Man  rauchte  hiebei  fast  bedauern,  dass  er  nicht 
auf  den  Gedanken  gerieth,  sie  auf  einander  senkrecht  zu  stel- 
len, weil  dann  diese  zwei  gleichzeitigen,  gegen  einander  senk- 
recht gerichteten  Bewegungen  sich  in  eine  einzige  krummlinige 
zusammengesetzt  hätten;  nemlich,  weil  er  dann  jene  zwei  gerad- 
linigen Bewegungen  als  die  Bewegungen  der  Fusspunkte  P  und 
Q  (Taf.  III.  Fig.  9.)  derjenigen  Senkrechten  JHP,  MQ  hatte  an- 
schauen können,  welche  aus  einem,  auf  einer  krummen  Linie  Hz 
sich  bewegenden  Punkte  M  auf  zwei  sich  senkrecht  durchschnei- 
dende Axen  Oxt  Oy  gefuhrt  werden. 

Sei  nemlich  zur  Zeit  Null  der  bewegliche  Punkt  auf  der 
Geraden  Ox  in  Z>,  der  auf  der  Oy  sich  bewegende  Punkt  in  E, 
folglich  der  die  krumme  Linie  Hz  durchlaufende  Punkt  in  A,  dem 
Durchschnitte  der  in  D  und  E  auf  Ox  und  Oy  senkrecht  aufge- 
stellten Geraden.  Seien  ÖZ)  =  £  und  OE  =  rj  die  Abstände  der 
Punkte  D  und  E  von  O.  Zur  Zeit  t  befinde  sich  der  erstere 
Stoffpunkt  in  P,  der  zweite  in  Q  und  der  auf  der  Krummen  Az 
sich  bewegende  Punkt  in  JH,  und  seien  OP=zx'  und  OQ  =  y' 
die  Abstände  der  Punkte  P  und  Q  von  O.  Auf  der  Ox  wurde 
von  D  aus  in  gleichförmigem  Fortschritt  der  Weg 


zurückgelegt,  also  ist 
und 


DP=zxz=kt 


OP=z£  +  X=ax' 


Auf  der  Oy  sei  C  das  Ziel  des  bewegten  Stoffpunktes,  also 
EC  —  q  und 

QC  =  y  =  Qe-«, 

mithin 

OQ=  OE-EC+  CQ, 

folglich 

y'  =  y  —  Q  r  *te-rt. 

Hätte  dann  Neper  die  veränderlichen  Abstände  der  beweg- 
lichen Punkte  von  O  aus  gerechnet,  nemlich  OP=x'  und  OQ=y' 
angenommen,  und  hätte  er  den  Abstand  x*  den  Logarithmus  von 
ff  genannt;  so  hätte  er  den  Zusammenhang  dieser  zwei  Abstände 
—  gegenwärtig  Coordinaten  benannt  —  durch  diese  Gleichung 

23* 
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x'  =  Logy' 

dargestellt,  und  so  wurde  er  der  Erste  die  später  von  Des  Car- 
tes  ersonnene  Darstellung  krummer  Linien  durch  Gleichungen 
zwischen  gewissen  Strecken  und  Winkeln  (Coordinaten)  bereits 
ausgeführt  haben. 

Es  würde  hiebei  ganz  natürlich  gewesen  sein,  wenn  Keper 
zur  Vereinfachung  seiner  Untersuchungen,  wie  es  ihm  frei  stand, 
in  Taf.  III.  Fig.  9.  den  Ausgangspunkt  D  des  ersten  Stofftbeil- 
chens  auch  zum  Zielpunkte  C  des  zweiten  gewählt  hätte,  oenv 
lieh  wenn  er  OD  =  |  =  0  und  EO  =  EC,  also  17  =  0  gemacht 
hätte.  Da  wäre  OP=DPf  OQ  =  CQ  oder  in  der  eifacbere« 
Taf.  III.  Fig.  10. : 

x'  =  x^OP,  y'=y=OQ, 


xzzzkt,   y  =  Qe~et 

das  Paar  der  Gleichungen  der  krummen  Bahn  AMz  geworden, 
und  Neper's  Gleichung  dieser  Linie  würde  die  Gestalt 

x  —  Log.  Nep.  y 

angenommen  haben. 

Unsere  jetzige  Ausdrucksweise  derselben  Gleichheit  ist: 

x  n  x 

9 

oder,  wenn  wir  natürliche  Logarithmen  benutzen,  umgekehrt: 

9    *  y 

Beachtet  man  noch,  dass  Neper  die  Anfangsgeschwindig 
keiten  k  und  x  beider  bewegten  Punkte  als  gleich  unterstellte, 
so  hätte  seine  krumme  Linie  die  Gleichung  erhalten: 

1 

9 

und 

?  =  = 

9     y  9 

Bekanntlich  ist  dies  die  Gleichung  der  Logistik  oder  logt 
rithmischen  Linie,  folglich  gewinnt  man  durch  diese  ßetracb 
tungen  zugleich  eine  verständlichere  Erzeugungsweise  dieser  Linie. 
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als  in  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  vorgetragen 
zu  werden  pflegt. 


Es  bat  sich  bekanntlich  unter  den  Mathematikern  die  ganz 
gewöhnliche  Ansicht  geltend  gemacht,  dass  Byrg  mindestens 
mit  Neper  gleichzeitiger,  wenn  nicht  sogar  früherer,  folglich 
eigentlicher  Erfinder  der  Logarithmen  sei.  Auch  ich  war  bisher 
der  erstem  Ansicht  zugethan,  wie  aus  meiner  Abhandlung  im 
Archiv  Thl.  XV.,  Hft.  2.,  1850,  S.  136,  Art.  6.  erhellt.  Allein 
oach  einer  durch  Abfassung  erwähnter  Gelegcnheitsrede  veran- 
lassten eindringlicheren  Forschung,  besonders  der  von  Herrn 
Gymnasial  -  Oberlehrer  Dr.  Gieswald  zu  Danzig  im  Jänner  1856 
mit  dem  Schulprogramm  veröffentlichten  Abhandlung:  „Justus 
Byrg  als  Mathematiker  und  dessen  Einleitung  in  seine 
Logarithmen",  sehe  ich  mich  gezwungen,  diese  Anschauung 
aufzugeben.  Ich  entschloss  mich  hiezu  allerdings  um  so  schwe- 
rer, als  ich  —  ein  Vollblut- Deutscher  —  es  viel  lieber  gesehen 
hätte,  wenn  es  möglich  wäre,  diese  so  wichtige  Erfindung  unse- 
rem grossen  Volke  unbedenklich  zuschreiben  zu  dürfen.  Doch 
der  Wahrheit  und  Gerechtigkeit  muss  die  Vorliebe  zu  den  Stamm  - 
genossen  weichen. 

Bekannt  ist  es*),  dass  Michael  Stifel,  ein  gelehrter  Dorf- 
prediger in  Haberstro,  jetzt  Haffstrom  genannt,  bei  Königsberg 
in  Preussen,  im  Jahre  1547  seine  Arithmetica  integra  heraus- 
gab, in  welcher  er  (Seite 249)  die  arithmetische  natürliche  Reihe 
der  ganzen  Zahlen 


Glied  für  Glied  unter  einander  stellte  und  sich  über  den  Zusam- 
menhang der  Paare  gleichstelliger  Glieder  heider  Reihen  kurz 
wie  folgt  äussert: 


B.    Jobst  Byr£. 


A;   1;   2,  4,  8,  16 


1;   0;   1,  2,  3,  4. 


Qualiacunque  facit  progressio  geometrica 
multiplicando  et  dividendo, 
talia  facit  progressio  arithmetica 


addendo  et  subtrahendo. 


*)  Man  vergleiche:    F.  N.  L.  Egen,  Handbuch  der  all  gemei- 
nen Arithmetik.    2.  Aufl.    1.  Thl.     Herlin  1833.    §.1(54.    S.  258. 
Dr.  Gietwold,  Juatii»  llyrg  »In  Mathematiker,  S.  18,  20  ff. 
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In  Lib.  L  pag.  35.  sagt  er  ferner: 

Additio  in  Arithraeti eis  progressionibus  respondet 
multiplicationi  in  Geometricis; 
Subtractio  in  Arithmeticis  respondet 
in  Geometric*i8  divisioni. 

Divisio  in  Arithmeticis  progressionibus  respondet 
extractionibus  radicum  in  progressionibus  Geometricis. 
Ut  dirnidlatio  in  Arithmeticis  respondet 

extractioni  quadratae  in  Geometricis. 
Triplatio  in  Arithmeticis  respondet 
multiplicationi  eubicae  in  Geometricis. 
Quintuplatio  in  Arithmeticis  respondet 
multiplicationi  surdesolidae  in  Geometricis. 

et  sie  de  aliis  in  infinitum. 

In  der  Vorrede  zu  dem  „Kortzen  Bericht4)  der  Progres*- 
Tabulen,  Wie  dieselbigen  nutzlich  in  allerley  Rechnungen  xo 
gebraueben",  welchen  ßyrg  seinen  im  Jahre  1620  zu  Prag  her- 
ausgegebenen Progress -Tabulen  beizudrucken  unterlassen  hatte, 
äussert  sich  derselbe  nun  wie  folgt:  „33etra$tcnt  bero»c<jen  k>tc 
Ct0cnfct)afft  ttttb  Correspondenz  ber  2  progressen  alf?  ber  Arithme- 
tischen mit  ber  Geometrischen,  ba6  toat  in  ber  ijt  Multipliciren,  hl 
in  iener  nur  Addiern  unb  tta*  in  ber  i(t  Diuidiren  in  iener  subtra- 
hiern  unb  »a6  in  ber  ift  radicem  quadratam  extrahirn  in  iener  nur 
ift  Jatbiren,  radicem  eubicam  extrahirn  nur  in  3  diuidiern,  radicem 
Zcnsi  in  4.  Diuidiern,  Sursolidam  in  5  unb  alfo  fort  Ut  anbern 
quantiteten."  Man  wird  demnach  kaum  umhin  können,  diese  Er- 
läuterung Byrg's  für  etwas  Anderes  als  eine  Uebersetzung  der 
eben  angeführten  Stelle  aus  Stifel's  Werk  anzusehen. 

Seinen  Bericht  beginnt  er  mit  den  Worten: 

%  „3h  biefen  Tabulen  ftnbet  man  3wic*I*9  3*Wnt  ^inc  m^  w$Ctt 
Caractren,  n>cl(t)e  »ie  einem  ieben  Iet(t)t(i(t)  ju  fe^en  nid)W  anbre*  bans 
ein  Arithmetischer  progress,  bie  anbe«  aber  mit  f#mar$en  nifytt 
anberä  bann  ein  Geometrischer  progress  ifl,  unb  auf  ba§  »ir  in 
biejem  befto  furjer  bur<fcge$en,  2Bofl  wir  bort&in  ben  Arithmetiken 
progress»  bie  rot&e  unb  ben  Geometrischen  progress  bie  f($tt>ar$C  3Ö^ 
nennen ,  baratt  aud)  ein  ieber  bie  fundamenta  biefer  Tabulen  grubt* 
lieber  fafe  unb  biefeffcigen  befto  beger  gebrauten  mag,  fo  »ollen  »ir 


•)  Von  diesem  Berichte  hat  eben  Herr  Oberlehrer  Dr.  Greswald 
(1856)  tu  der  Stadtbibliothek  au  Danaig  das  Manuseript  aafgefanden 
und  diese«  in  der  angeführten  Abhandlung  ron  Seite  26  bis  96  abdrucket 
lauen. 
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tn  folgenben  begriff  bic  Gftgenföafft  bicjjer  2  progressen  für  klugen 
ftetten  nnb  biefelben  mit  eiligen  Grempetn  erttären. 

Arftymcttf«  OV  4T8. TOi "~ Mi« arz) ' 

Byrg  bedient  sich  also  derselben  zwei  Reihenanfange  zur 
Erläuterung  nie  Stifel. 

Obschnn  er  nun  nirgends  ausdrücklich  auf  dieses  Mathema- 
tikers Werk  hinweist,  so  erwähnt  er  doch  gleich  danach,  dass 
etliche  Aritbmetici,  wie  auch  Simon  Jacob  Zons  und  andere, 
die  angefilhrten  Eigenschaften  der  beiderlei  Reihen  berührt  haben. 
Demgemäß*  kann  es  sicher  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  er 
sich  keineswegs  für  den  Erfinder  dieses  Zusammenhangs  der  Reihen 
seiner  rothen  und  schwarzen  Zahlen  —  der  jetzigen  Logarithmen 
und  Logarithmande  —  auszugeben  gewillt  war.  Er  fuhrt  deshalb 
auch  seine  Leistung  mit  den  an  unser  erstes  Citat  sich  anschlies- 
senden Worten  seiner  Vorrede  an: 

„fo  $a(e  tö)  m'u)t6  nufyUtytxti  erachtet,  äff  biefe  Tabulen 
olfo  ju  continuiern  (!),  baf?  äße  Sailen  fo  vorfallen  in 
berfefben  mögen  gefunben  »erben,  auct>  welcher  continua- 
tion  (!)  biefte  Tabulen  erwägen", 

wodurch  er  also  seine  Tafel  nur  als  eine  Fortsetzung  oder  Wei- 
terausbildung einer  bereits  vorhanden  gewesenen  bezeichnet. 

Byrg  stellte  nun  in  die  arithmetische  Reihe  seiner  rothen 
Zahlen  alle  nach  einander  folgenden  Anzahlen  voller  Zehner  als 

0,  10,  20,  30,  ....  100,  110,  120  ; 

das  allgemeine  Glied  dieser  seiner  Reihe  war  demnach 

#2  =  n.l0. 

Der  rothen  Zahl  0  schrieb  er  in  seiner  geometrischen  Huihe 

die  schwarze  Zahl  100000000 
und  der  rothen  Zahl  10 

die  schwarze  Zahl  100010000 
zu;  also  ist  der  Quotient  seiner  geometrischen  Reibe  1"0001  und 
das  allgemeine  Glied  der  schwarzen  Zahlen: 

5=100000000.(10001)«. 

Sieht  man  demnach  —  was  erlaubt  bleibt  —  die  Schlussnulle 
der  rothen  Zahlen  nur  als  Zehntel  an,  so  hat  man: 

R 

10  =  "' 
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folglich  die  rothen  Zahlen  blos  in  natürlicher  Reihung 

0,   1,   2,   3,  ....  n 

fortlaufend ;  und  sieht  man  in  den  schwarzen  Zahlen  die  letzten 
8  Ziffern  als  Dezimalen  an  oder  zahlt  man  mit  diesen  Zahlen  nicht 
Einer,  sondern  Hundertmilliontel  (des  Einer*),  so  ist: 

■ 

i^)öööoö  =  (10(W,)B' 

%   folglich  sind  die  ihr  entsprechenden  Glieder  der  geometrischeo 
Reihe  seiner  schwarzen  Zahleu : 

1,  1-0001,   1-00020001,....  (10001)».... 

Byrg  nahm  demnach,  genau  besehen,  als  arithmetische  Reibe 
der  rothen  Zahlen,  gerade  so  wie  Stifel,  die  naturliche  Zah- 
lenreihe mit  dem  Ausgangsgliede  0;  ferner  machte  er  auch  wie 
Stifel  die  1  zum  entsprechenden  Ausgangsgliede  der  geometri- 
schen Reihe  der  schwarzen  Zahlen;  nur  nahm  er,  während  Sti- 
fel für  sein  erläuterndes  Beispiel  zum  Quotienten  dieser  geome-  ■ 

trischen  Reihe  die  möglich  kleinste  ganze  Zahl  2  gewählt  hatte, 
] 

die  nur  um  jqqqq  vergrösserte  Eins  zum  Quotienten  an,  damit 

die  geometrische  Reihe  sich  an  die  möglich  meisten  ganzen  Zah- 
len thunlichst  nahe  anschließen  mochte.  Gegenwärtig  wurden 
wir,  nach  unserer  mehr  ausgebildeten  Zahlenlehre,  eigentlich 
kurz  sagen:  so  wie  Stifel  in  seinem  zur  Erläuterung  beige- 
brachten Beispiele  die  natürlich  aufsteigenden  Potenzen  von  2  nach 
einander  gereiht  hatte,  ebenso  reihte  Byrg  in  seiner  Tafel  die 
Potenzen  von  10001  in  natürlicher  Ordnung  steigend;  und  somit 
hat  er  eigentlich  blos  zu  Stifel's  Täfelchen  eine  erweiterte 
Tafel  von  Potenzen  einer  andern  Zahl  geliefert. 

Wollte  man  demnach  —  was  iedoch  bisher  noch  Niemand 

.  ** 

ernstlich  unternommen  hat  —  das  Wesen  der  Erfindung  der  Loga- 
rithmen ersehen : 

1.  in  der  Entdeckung  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Paa- 
ren entsprechender  oder  gleichvielter  Glieder  einer  arithme- 
tischen und  geometrischen  Reihe,  so  wie 

2.  invder  Auffindung  der  Möglichkeit  und  Weise,  die  schwie- 
rigeren Rechnungen,  das  Multipliziren,  Dividiren  u.  s.  w.  durch 
die  leichtern  des  Addirens,  Subtrahirens  u. s.  w.  zu  ersetzen; 

so  könnte  durchaus  nicht  mehr  bestritten  werden,  dass  nicht  erst 
Byrg  um's  oder  kurz  vor  dem  Jahre  1620,  sondern  bereits  Stifel 
mindestens  kurz  vor  dein  Jahre  1544  die  Logarithmen  erfunden  habe 
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Allein  genauer  besehen  bat  Byrg,  dem  allerdings  das  Ziel 
vorschwebte,  die  bequemen  logarithmischen  Rechnungen  mittels 
genügend  ausgedehnter  Tafeln  zu  ermöglichen,  seine  Aufgabe  um- 
gestülpt oder  auf  den  Kopf  gestellt.  Denn  bei  den  gewöhnlichen 
praktischen  Rechnungen  in  besonderen  Zahlen  sind  ja  gerade  die 
mit  einander  zu  multipHzirenden,  durch  einander  zu  theilenden, 
so  wie  die  zu  potenzirenden  und  zu  radicirenden  (in  letzter  Instanz 
ganzen)  Zahlen  das  Gegebene,  und  ihre  Logarithmen  das  aus 
den  Tafeln  Auszuhebende  oder  die  mittels  dieser  Tafeln  in  die 
Rechnung  einzuführenden  Zwischenbilfszahlen ,  also  das  vermit- 
telnde Unbekannte.  Man  bedarf  demnach  einer  Tafel,  welche  zur 
naturlich  genugsam  ausgedehnten  Reihe  der  ganzen  Zahlen  die 
Logarithmen  gibt  Byrg's  Potenzentafel  gab  aber  umgekehrt  zur 
natürlichen  Reihe  der  ganzzahligen  Logarithmen  die  angehangen, 
fast  immer  ungemein  weit  in  Decimalen  auslaufenden  Zahlen. 
Durchgeht  man  für  sich  in  Gedanken  oder  nach  Byrg's  „Bericht" 
den  Zug  von  Rechnungen,  den  man  mit  Byrg's  Potenzentafel 
an  der  Hand  durchzumachen  gezwungen  ist,  so  ist  man  sicher 
zum  Gestfind niss  nothgedrungen,  dieser  Rechnungszug  sei  weit 
Kchuieriger  und  länger,  als  jene  gewöhnlichen  Rechnungen,  welche 
man  erleichtern  oder  abkürzen  wollte;  und  somit  muss  man  ein- 
gestehen, dass  Byrg's  Potenzentafel  ihren  Zweck  verfehlt  hat 
und  völlig  unpraktisch  (zweckwidrig,  unanwendbar)  ist. 

Ganz  anders  ist  Neper's  Kanon  der  Logarithmen  angelegt. 
Ihm  schwebte  bei  seiner  und  der  zeitgenössischen  Gelehrten  wis- 
senschaftlichen Richtung  als  Ziel  vor,  die  schwierigen  astrono- 
mischen Rechnungen  mit  den  Sinus  und  Tangenten  der  in  Graden 
und  Minuten  gemessenen  Kreisbogen  zu  erleichtern.  Dazu  schuf 
er  mit  einer,  für  seine  beschränkten  analytischen  Hilfsmittel  wahr- 
lich staunenswerthell  Mühe  zu  den  von  Minute  zu  Minute  im  Kreis- 
quadranten natürlich  fortschreitenden  Bogen  die  Reihe  der  Loga- 
rithmen ihrer  Sinus  und  Tangenten,  so  dass  man  zu  jedem  in 
Graden  und  Minuten  angegebenen  Bogen  sogleich,  ohne  aufhal- 
tende Zwischenrechnung,  den  Logarithmus  seines  Sinus  oder 
seiner  Tangente  herauslesen  oder  herausschreiben  konnte.  Sein 
Kanon  war  demnach  keine  Potenzentafel,  wie  jene  Byrg's,  son- 
dern wahrhaft  eine  Logarithmentafel,  dienlich  und  förderlich 
dem  vorgesetzten  Recbnungszwecke. 

Nun  ist  es  ein  längst  ausgemachter  Grundsatz,  dass  als  Er- 
finder eines  praktischen  Gegenstandes  oder  Verfahrens  nur  der- 
jenige Mann  gilt,  welcher  den  hierauf  beziehlichen  Gedanken  und 
Erkenntnissen  seiner  Vorgänger  den  eigentlichen  Geist  und  das 
wahre  Leben  der  Praxis  (Anwendung)  einhauchte;  mithin  ist  es 
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u  nuipstüsslich  entschieden,  dass  weder  unser  geist- 
reicher Mathematiker  Stifel,  noch  unser  findiger  Prak- 
tiker Byrg,  sondern  blos  der  scharfsinnige  schottische 
ttelehrte  Keper,  und  nur  er  allein,  für  den  Erfinder 
der  Logarithmen  angesehen  werden  kann  uud  raus«. 

Daraus  kann  nun  freilich  der  deutsche  Freund  der  Wissen- 
schaft nur  mit  Bedauern  entnehmen,  dass  des  sonst  so  hoch 
schätzbaren  kaiserlichen  Hof -Kammer -Uhrmachers  Byrg  Tafeln 
samrnt  Gebrauchsanweisung  nur  wenig  über  die,  um  76  Jahre 
früher  von  Stifel  ausgesprochenen  Grundgedanken  hinausge- 
gangen sind,  dass  selbe  ohne  Verwechselung  ihres  Arguments 
oder  ihrer  Eingangszahl  sich  kaum  Bahn  zu  brechen  vermocht, 
also  erst  noch  eines  kräftigern  und  regeren  Geistes  bedurft  hät- 
ten, der  sie  belebt  und  wirksam  gemacht  hätte.  Aus  dieser  ihrer 
Unvollkommenheit  in  der  Anordnung  durfte  sich  zugleich  begrei- 
fen lassen,  warum  der  so  geistreiche  und  anregsame  Mathematiker 
und  Astronom  Kepler,  wenn  er  in  der  Thal  lange  vor  dem 
Jahre  1618,  wo  ihm  Neper's  Tafeln  zukamen,  von  Byrg's  Ar- 
beit volle  Kenntniss  besessen  hätte  —  wie  des  Letztern  Schüler 
und  Verwandter  Bramer  nachher  öffentlich  erklärte  —  selbe  nicht 
umständlich  durchforscht  und  mit  aller  Kraft  seines  Geistes  eben 
so  wie  Neper's  Leistungen  gefordert  habe.  Denn  zugestehen 
muss  man,  dass,  gleichwie  Brigg's  die  neue  Erfindung  Neper's, 
durch  die  Annahme  der  logaritbmischen  Grundzahl  10  und  durch 
Berechnung  entsprechender  Tafeln  für  die  Zahlen  und  Winkel- 
funktionen, erst  ins  richtige  Geleis  nutzlicher  Verwendung 
einlenkte,  Kepler  auf  dem  Felde  der  Theorie  zu  ihrer  Verdeut- 
lichung, Begründung  und  Verbreitung  mannhaft  und  erfolgreich 
mitwirkte. 
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2K^£I  MI  • 

Nachtrag  zu  dem  Aufsalze  über  die  Fläche  des  sphä- 
rischen Vierecks  Thl.  XXXIV.  Nr,  III.  S.  12. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  F.  König 

am  Kneiphöf  sehen  Gjmnasi»  zu  König* berg  i.  Pr. 


Setzt  man,  mit  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnung  Bd.  34. 

S.  12.  ff., 

.  s  —n      s—b  <— »c  .  t  —  d 
ein  — «in    ^    sin    ^    sin        =  Pt 

s  —  a     $ — b      s — c     s — d  ,u 

cos  — ^—  C08  — ^—  cos  — 2~  cos   ^    =s  V ; 


dann  ist: 


und  auch 


costj  =  cos  — +  sin  a  sin  6 cos  2 

=  co.«+iP+.inf8ll)dco.J'; 


also,  wenn  man  die  halbe  Summe  nimmt  und  entwickelt: 
e2          cos    +  cos^  +cos:>  +  cos^ 

C0Ä_  =1  r  — 2—  

^  cos  2  cos  ^  -f  cos  ^  cos  ^  +  J  sm  a «in 6  cos  B  -f  J  sin c sin  d cos  /J 

afl     .  a  .  b      c  .  d  a      b      c  d 

=r  2P — sin  ^  sin  i^sln  ^  sm  ^  — cos  ^  cos  2  cos^  cos  ^ 

-f-  cos^  cos^  -fcos^  cos 2  -f  {sioflsinftcosÄ  +  Jsincsinrfcos/>. 
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Ziebt  man  dud  den  am  angef.  Orte  S.  16.  gefundenen  Ausdruck  für 

e'2      F  e1 
cos  ^  coa  2  ?on  C082         80  entstelit: 

* 

e*  .  F»  o     6         c  _ 

2  cos  ^  «inj  =  2#* + (cos  ^  cos  ^  -  cos  g  cos  ^  )a 

,/     a      ^         c      «f  w  .  a  .  6      _      .  c     et  ^ 
+  (cos  2  cos  2  —  cos  2  cos  2 )  (am  2  sin  ^  cos  ^  —  s i n  ^  sin  ^  cos  0) 

9  .  a  .  b  .  c  .  d      J?  +  Z>* 
—  zsin  2  sin  2  sin  2 am  2  cos — 2 —  * 

oder,  da 

c  d 

sin  a  sin  6  cos  2?  —  sin^sin^  cos/) 

/  ^     /     a      0  cd. 

=  (cos  y—  cos  0)  —  (cos  ^  cos  2  —  cos  ^  cos  ^  ) 

=        (cos  2  cos  g  —  cos  2  cos  ^)  (cos  y  —  cos  0) 

a      b  .  c     cf      ß  +  Z)1 
— 2 sin 2  ein  2  sin^  sin 2  cos — 

=  2P+m. 

F 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man,  wenn  man  cos ^  cos ^  xu 
cos  ^   addirt : 

0  F*    » «.  .  *     a      °.      c     </x.  „ 

3 cos g  cos  j  =3**  -f  (cos 2  cos  ^  +  cos 2  cos  2)  (cosy  +  cos  0) 

+  2 sin ^  sin  ^  »in ^siu  ^  cos — ^ —  —  Ar 

=2/*  +  «; 
und  durch  Division  beider  Ausdrücke:  - 


F2       $ — a    t — 6    s  —  c    s — d      mt*  —  nP 
Die  Werthe  fflr  m  und  n  eingesetzt  geben  den  Zahler  des  Bruches 

rm      *        a        &  c         &         tv/tw  mm. 

Z — (cos  2  cos  2  cos  y  +  cos  ^  cos  g  cos  o)  (/*'  —  #*) 

,    j  ntw      /       a        °        *  .  cd 

4-         —  (cos  ij  cos  2  cos  0  +  cos^  cos  ^  cos  y. 

-f  2siu  ,j  sin  2  sin  ^  ein  >T  cos  — y~  -  )  (F-f-  /*)• 
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a      b          cos  a  +  cos  6  +  cosg-f  1 
cos  £  co$  £  c08  ? =  4  * 

c      d           cosc  +  cosc?  -f-cose-f-! 
cos  ^  cos  2  cos  o  =  1  » 

also 

a      6  c     d  » 

cos  2  cos  2  cos  y  +  cos  ^  cos  2  cos  0 

cos a  +  cos6  + cosc +  cosd         c2  ,  

=  ^  +  cos  ^  =  (P  — Pj  +  cos^ 

und 

4PP  =  (PH  P)*  +  (P -  P)a 

ist,  so  wird: 

Z=(P  —  P)  cosg*  —  l  cos  £  cos  |  cos  6  +  cos|  cos  ^  cos  y  -  (P+P*) 

a  .  6  .  c  .  d      /i  + 
+  2  sin  ^  sid  ^sin  ^  sin  g-,  cos  — rj~  I  (P+P)» 

und  weil 

a     6      »  .  c 
cos  ^  cos  2  cos  0 + cos  2  cos  2  cos  y 

ab  cd 
=  cos  y  cos  d — (cos  y  —  cos  2  cos  2)  (cos  d  —  cos  ^  cos^  ) 

a     b      c  d 
+  cos  2  cos  2  cos  2  cos  2 

.      .  a  .  b  .  e  ,  d  a     b      c  d 

= cos  y  cos  d  —  sin^  s  in  2  f  m  ^  si  n  ^  cos  /»  cos  u  +  cos  ^  cos  ^  cos  ^  cos  ^ 

und 

P+  P =sin  g  8">  2  8,11 2  8,n  $  +  c08  2  008  2  008  2  008  2 

ist, 

=  (P— /^cos|  -  (cosycosd— sin^sinlsin^sin^sioÄsinDXP+P). 


ie  Substitution  von  m  und  n  giebt  den  Nenner: 
iV=  P1  ( (cos  ^  cos  ^  +  cos  g  cos  ^)  (cos  y + cos  d) 

—  2P+2sin2  sio^sio^  sin  ^  cos— -g—  ). 
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oder  wenn  man  fär 


and  für 


ab  c      d  . 

cos  2  008  o  cos  Y  +  cos  2  cos  «F  cos  " 


n      b  cd 
cos  2  008  9  C08  °  +  co*  2  cos  2  cos  ^ 


.  die  vorigen  Werthe  und  fär  2/*  den  Werth 

cosa-f-coso+cosc+cosrf  .  .  a  .  b  .  c  .  d  a  b  cd 
 j  +  sin  ^  8|n2sm28,n  2 ^C08'iCo82C082C08^ 

setzt, 

e^  n      b  cd 

=  P>  (cos  ^-  -fcosycosd—  sin  ^s'm  ^  sin  ^  sin  2  sin /?sin /)). 

Das  Endresultat  ist  also: 

<f?4  =  (S — fß  "2~  fg  ~2~'S  ~2~ 

e*  ab  cd 

(P*  —  P)  cos  2  —  (cosycosÄ— sin  ^  sin  ^  sin  ^  sin^  sin  Bs\t\D)(P+  /*) 

"  ä     l      c     d  ' 

P1  (c°s  ^  +  cos  y  cos  £  -  sin  ^  sin  -j  sin  ^  sin  ^  sin  B  sin  ZJ) 

wo  noch  für  P* ,  (P-f  P*)  und  (P* —  P)  die  schon  angeführten 
Werthe  zu  setzen  sind. 

c 

Für  d=ü,  also  e  =  c  und  6*=gf  wird  der  Zähler  des  Bru- 
ches =  0,  d.  h.  die  Formel  geht  für  diesen  Fall  in  die  den 
S.  Lhuilier  für  die  Fläche  des  sphärischen  Dreiecks  über. 


■ 
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Zu  beweisende  Lehrsätze. 

Von  Herrn  Rertor  Dr.  C.  H.  Nagel  an  der  Real -Anmalt  zu  Ulm. 

Allbekannt  sind  folgende  Lehrsätze  über  das  Dreieck,  welche 
sich  in  vielen  Sainmlungeu  finden: 

1.  Die  drei  von  den  Winkelspitzen  auf  die  Gegenseiten  gefäll- 
ten Perpendikel  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte 
(Punkt  I.). 

2.  Die  drei  in  den  Halbirungspunkten  der  Seiten  errichteten  Per- 
pendikel schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte  (Punkt  II.)* 

3.  Die  drei  von  den  Winkelspitzen  nach  den  Halbirungspunk- 
ten der  Seiten  gezogenen  geraden  Linien  schneiden  sich 
in  einem  einzigen  Punkte  (bekanntlich  der  Schwerpunkt 
des  Dreiecks). 

4.  Die  genannten  drei  Punkte  liegen  so  in  gerader  Linie, 
dass  der  Schwerpunkt  zwischen  Punkt  I.  und  Punkt  IL, 
und  zwar  doppelt  so  weit  von  1.,  als  von  II.  entfernt  liegt. 

Es  gibt  übrigens  noch  folgende  analoge  Satzreihen  in  Bezie- 
hung auf  das  Dreieck,  die  von  mir  vor  längerer  Zeit  in  einem 
Programme  mitgetheilt,  doch,  wie  wir  scheint,  weniger  bekannt 
geworden  sind,  und  die  ich  daher  für  weitere  Kreise  hier  mit- 
theile. Vielleicht  können  sie  als  Uebungsaufgaben  für  vorgerück- 
tere Schüler  dienen.,  Ich  bediene  mich  dabei  folgender,  sich  von 
selbst  erklärender  Ausdrücke:  Innerer  Berührungskreis  heisse 
der  im  Dreieck  liegende  Kreis,  der  die  drei  Seiten  des  Dreiecks 
selbst  berührt;  die  drei  Berührungspunkte  heissen  innere  Be- 
rührungspunkte. Aeussere  Berührungskreise  heissen 
die  so  an  dem  Dreieck  liegenden  drei  Kreise,  dass  sie  je  eine 


300 


lehungsau  [gaben  für  Schüler. 


Seite  selbst  und  die  Verlängerungen  der  beiden  andern  berühren; 
der  auf  der  Seite  selbst  liegende  Berührungspunkt  eines  solchen 
Kreises  heisse  der  äussere  Berührungspunkt  dieser  Seite. 

A.  1.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  von  den  Winkelspitzen 

eines  Dreiecks  nach  den  äussern  Berührungspunkten  der 
gegenüberliegenden  Seiten  gezogen  werden,  schneiden 
sich  in  einem  einzigen  Punkte. 

2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  innern  Berührungs- 
kreises und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  liegen  eben- 
falls so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwerpunkt  zwischen 
Punkt  1.  und  II.,  und  zwar  doppelt  so  weit  von  I.  als 
von  II.  entfernt  liegt 

B.  1.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  von  den  Winkelspitzeo 

nach  den  innern  Berührungspunkten  der  Gegenseiten 
gezogen  werden,  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte 
(Punkt  I.). 

2.  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  äussern  Berührungs- 
kreise an  die  Halbirungspunkte  der  zugehörigen  Seiten 
gezogenen  geraden  Linien  schneiden  sich  verlängert  in 
einem  einzigen  Punkte  (Punkt  II.). 

3.  Diese  beiden  Punkte  und  der  Schwerpunkt  liegen  eben- 
falls so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwerpunkt  zwischen 
Punkt  I.  und  II.,  und  zwar  doppelt  so  weit  von  I.,  als 
von  II.  entfernt  liegt. 

C.  1.  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  äussern  Berührungs- 

kreise auf  die  zugehörigen  Seiten  gefällten  Perpendikel 
schneiden  sich,  nothigerweise  verlängert,  in  einem  ein- 
zigen Punkte,  der  von  den  drei  erstem  Mittelpunkten 
gleichweit  entfernt  ist. 

2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  innern  ßeröbrungs- 
kreises  und  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  be- 
schriebenen Kreises  liegen  so  in  einer  geradeii  Linie, 
dass  der  letztere  Punkt  zwischen  den  beiden  erstem 
und  zwar  gleichweit  von  beiden  entfernt  liegt 

D.  1.  Wenn  man  von  den  Mittelpunkten  zweier  äusseren  Be- 

rfihrungskreise  auf  die  diesen  Kreisen  zugehörigen  Sei- 
ten, und  zwar  je  von  dem  einen  auf  die  dem  andern 
zugehörige  Seite  ihrer  Verlängerung  und  ebenso  von 
Mittelpunkt  des  innern  Berührungskreises  auf  die  dritte 
Seite  Perpendikel  fällt,  so  schneiden  sich  diese  gehörig 
verlängert  in  einem  einzigen  Punkte,  der  von  deo  drei 
genannten  Mittelpunkten  gleichweit  entfernt  ist 
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2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  de«  zu  seiner  Bestimmung 
nicht  gebrauchten  dritten  äusseren  Berührungskreises  und 
der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
se« liegen  so  in  einer  geraden  Linie,  dass  der  letztere 
Punkt  zwischen  den  beiden  erstem  und  zwar  gleichweit 
von  beiden  entfernt  liegt. 

EL  1.  Wenn  man  von  zwei  Winkelspitzen  aus  je  nach  dem- 
jenigen Berührungspunkte  der  Gegenseite,  welcher  auf 
der  über  die  dritte  Winkelspitze  hinausgehenden  Ver- 
längerung liegt,  zwei  gerade  Linien,  und  von  dieser  drit- 
ten Winkelspitze  nach  dem  inneren  Berührungspunkte 
der  Gegenseite  eine  dritte  gerade  Linie  zieht,  so  schnei- 
den sich  diese  drei  Linien  io  einem  einzigen  Punkte. 

2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  zu  der  Seite,  auf 
welcher  der  innere  Berührungspunkt  liegt,  gehurigen 
äusseren  Berührungskreises  und  der  Schwerpunkt 'des 
Dreiecks  liegen  so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwer- 
punkt zwischen  beiden  erstgenannten  Punkten,  und  zwar 
doppelt  so  weit  vom  ersten,  als  vom  zweiten  entfernt  liegt. 


Von  Herrn  Alexander  LAffler  in  Wien. 

Die  Buchstaben  A,  B,  C  bezeichnen  in  Nachfolgendem  be- 
liebige Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen  x. 

1)  Es  soll  das  Integral  in  geschlossener  Form  der  Differen- 
tialgleichung y"  +  (A'  —  /l*)y  =  U  angegeben  werden. 

2)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass,  wenn  y  =  u  ein  Genüge  lei- 
stender Werth  der  Differential  Gleichung  Ay"  +  Btf  +  Cy  =  0  ist, 
das  vollständige  Integral  dann  durch  die  Formel 


'    «W  ^ 


repräsentirt  wird. 

•  ■ 

3)  Die  Differentialgleichung 

Ay"  f  (ax±b)y'  ^  ay 

soll  integrirt  werden. 

4)  Es  ist  die  Beziehung  zwischen  y  und  x  aufzustellen,  welche 
den  Ausdruck 
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U=f  Ö  dx[Ay"  +  By  +  (B-A*)g] 
a 

xu  einem  Minimum  macht,  wenn  die  Grenzwerthe  von  y  bekannt 
sind. 

5)  Wird  mit  m  eine  beliebige  Function  von  A  bezeichnet,  so 
ist  das  Integral  der  Differentialgleichung 

y»  +  Ay'  +  [mA  +  ^  A'  - m*\y  =0 

in  geschlossener  Form  anzugeben. 


Von  Herrn  Franc  Unferdinger  an  der  k.  k.  Marine -Sternwarte 
■  *  zu  Tri  est. 

1)  Es  soll  aus  folgender  Gleichung  die  Unbekannte  x  be 
stimmt  werden: 

(l+**)(l-;r)*=cax* 

Resultat : 

Xx = \  I  ( i  +  vri+7*)  +  V"(i+vi+^»-4i , 


ara  =  i(  1-  VT+  c»)  -f  V>1_  Sf\  +  c*)»-4j, 

*a = iui + vrqr^)  -  v^(i+vrr^)a-4}, 

2)  Man  soll  aus  folgenden  zwei  Gleichungen  die  Unbekannten 
x  und  y  bestimmen : 

ax-by  =  x*—y't, 
bx  +  ay  =  4o?y. 

K  esultat: 

,  V(a + o)4  —  V(a  -  6)*  ,  V(o-f6)4— V(g  -  ©)4 

J?=i-i  5  »     y  =  «"ä  i  ' 

V(a  +  b)  -  V(a-  6)  V(a  +  6)  +  V(a  -  6) 

3)  Das  Quadrat  einer  geraden  Zahl  2z  lässt  sich  so 
oft  als  die  Differenz  zweier  Quadratzahlen  darstellen, 
als  sich  z*  in  zwei  ungleiche  Factoreo  zerlegen  Usst. 
Warum  ? 
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• 

Beispiel.  6*  =  36  lässt  sieb  auf  vier  Arten  als  Product  un- 
gleicher Factoren  darstellen,  1.36,  2.18,  3.12,  4.9;  daher  las  st 
sich  (2.6)*=  12*  auf  vier  Arten  und  nicht  mehr  als  die  Differenz 
zweier  Quadrate  darstellen.   In  der  That  hat  man : 

12*  =  37*— 35*=20*-  16*= 15*—  9*=  13*— 5* 

4)  Wenn  sich  eine  Zahl  auf  n  verschiedene  Arten 
in  zwei  Factoren  zerlegen  lässt,  so  kann  man  aus  die- 
sen Zerlegungen  immer  iw(n—  1)  neue  Zahlen  finden, 
welche  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  die  Summe 
zweier  Quadrate  zerlegen  lassen.   So  ist  z.B. 

48  =  1.48  =  2.24  =  3.16  =  4.12  =  6.8, 

und  hiermit  findet  man: 

2885  =  47*  +  26*  =  49*  +  22* , 
2570  =  47*  + 19*  =  49*  + 13«, 
2465  =  47*  +  16*  =  49*  +  8* , 
2405  =  47* +14*  =  49* +  2*, 

845  =  22*  + 19*  =  26*  + 13*, 
740  =  22*  +  16*  =  26*  +  8* , 
680  =  22*+  14*  =  2ö»  +  2*, 
425  =  13*  + 16*  =  19*  +  8*, 
365  =  13*+14*=19*  +  2*. 
260=  8*  +  14*=16*  +  2»; 

ebenso  ist  36=1.36=2.18=3.12  =  4.9=6.6,  und  man  erhält 
hiermit : 

1625  =  37*+ 16*=35*+20*, 
1450  =  37*+  9*=35*+15*, 
1394  =  37*+  5*=35*+l3«, 
1369  =  37*+  0*=35*+12«, 

481=20*+  9*=  16*+ 15*, 

425  =  20*+  5*=16*  +  13*, 

400=20*+  0»=16*  +  12», 

250=15*+  5*=  9*+ 13«, 

225  =  15*+  0*=  9*  +  12«, 

169=13*+  0»=  5*  + 12* 


WsceUett. 


5)  Es  soll  die  folgende  Relation,  in  welcher  a,  b,  c  die  drei 
Seiten  und  A9  Bt  C  die  gegenüberliegenden  Winkel  eine»  spfti 
riechen  Dreieckes  bezeichnen,  nachgewiesen  werden: 

S±ü*4  —  S'w*ß  -  _  \±CobACwBCobC 

Sin*a  ~  Sin*6  ~"  Sin»c  —  1  —  Cosa  Cos 6  Cos c  ' 


Von  Herrn  F.  Unf  erd  i  ng<*  r  «n  der  k.  k.  Marine -Sternwarte  zu  Trieii 

Auf  der  Richtung  eines  Durchmessern  eines  gegebenen  Krei- 
ses liegen  zwei  feste  Punkte  A  und  B,  der  eine  ausserhalb,  der 
andere  innerhalb  des  gegebenen  Kreises  auf  derselben  Seite  vom 
Mittelpunkt,  und  so,  dass  die  mittlere  geometrische  Proportio- 
nale ihrer  Abstände  von  diesem  Mittelpunkt  dem  Radius  des  gege- 
benen Kreises  gleich  ist.  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  M 
des  gegebenen  Kreises  mit  A  und  B  und  verlängert  die  Verbin- 
dungslinien nuthigenfalls,  bis  sie  den  Kreis  noch  in  zwei  anderen 
Punkten  Ax  und  Bt  schneiden,  so  ist  die  Sehne  AiB1  stets  auf 
der  Richtung  AB  senkrecht,  wie  auch  der  Punkt  M  gewählt  »er« 
den  mag.  Warum? 


XXV. 

M  i  8  c  e  I  L  e  n. 

Heber  Gouzy's   Methode  zur  Bestimmung  der  mittlere» 

Proportionallinie. 

Von  Herrn  Doctor  Völler  xu  Saalfeld. 

Ein  der  Gouzy' sehen  Methode*),  „zwischen  zwei  gegeb* 
nen  Linien  die  mittlere  Proportionallinie  zu  suchen",  beizufügen 

•)  Nottvclle«  Annale»  de  Muthemntiqueu.    Tome  XVI.  Mar« 
p.  125.  —  Archiv  der  Mathematik  und  Phy.ik.  Thl.  XXXI.  Hft.  4.  p.  4J« 
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der  Beweis  lässt  sich  auch  mittelst  der  Aelinlichkeit  der  Drei- 
ecke auf  folgende  Weise  fuhren. 

Wenn  auf  einer  beliebigen  geraden  Linie  MJS  (Taf.  I.  Fig.  9.) 
AB-=b,  AC=a  und  auch  BD=a  abgetragen,  hierauf  mit  der 
Zirkelöffnung  a  aus  C  und  D  als  Mittelpunkten  zwei  sich  in  E 
schneidende  Kreisbogen ,  dann  noch  die  Linien  EA  und  EB  ge- 
zogen w erden ,  so  ist  jede  dieser  beiden  Linien  die  gesuchte  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  a  und  6. 

Esistnehmlich  zunächst,  wie  leicht  erbellet,  &DAE&&CBE, 
folglich  \ABE  gleichschenklig  und  somit  ähnlich  dem  Dreieck 
DBE,  weil  ^ABE=j£LDBE  und  BAE  =  £  DEB.  Da- 
her  verhält  sich: 

DB:BE=BE:AB, 

d.  i. 

a:BE  =  BE.b. 

Folglich : 

BE*  =  06, 
w.    z.    b.  w. 


Schreiben  des  Herrn  F.  Unferdinger  an  der  k.  k.  Marine- 
Sternwarte  zu  Triest  an  den  Herausgeber. 

Vor  einigen  Tagen  erhielt  ich  das  erste  Heft  des  XXXIV.  Theils 
Ihres  geschätzten  Archivs,  in  welchem  Sie  von  einem  Schreiben 
des  Herrn  Dr.  Zehfuss  in  Heidelberg  berichten,  betreffend 
meinen  in  Tbl.  XXXIII.  S.  104.  abgedruckten  Aufsatz  Ober  das 
Kationairaachen  des  Nenners  in  Brüchen  von  der  Form: 

Z  

ox  -f  Va2  +  V«s  +  •  •  •  Vau  * 

Obgleich  mir  der  Inhalt  der  genannten  Zuschrift  des  Herrn 
Dr.  Zebfuss  zur  Zeit  noch  unbekannt  ist,  so  bin  ich  doch  gerne 
bereit,  auf  die  von  Ihnen  a.  a.  O.  gemachte  Anmerkung  im  Inter- 
esse der  Wahrheit  und  Wissenschaft  zu  antworten,  und  es  soll 
mich  freuen,  wenn  hiermit  zugleich  dem  Wunsche  des  Herrn  Doc- 
tor  Z  e  Ii  f u  s  s  genügt  wird . 

Aus  der  Fassung  meines  Artikels  Aber  den  angeregten  Gegen* 
stand  geht  hervor,  dass  ich  nur  von  jener  Methode  des  Ratio- 
nalmachens etwas  beibringen  wollte,  welche  sich  zur  Erreichung 
ihres  Zieles  eines,  nur  in  den  Vorzeichen  von  dem  Nenner  des 


:m  '  Viscellcn. 

gegebenen  Bruche«  verschiedenen,  multiplicirenden  Factors  be- 
dient, welche  Methode  auch  gleich  am  Anfange  des  Aufsatzes 
bezeichnet  ist;  dieses  haben  bereits  Sie  selbst  in  der  citirten 
Anmerkung  besonders  hervorgehoben  *). 

Was  nun  den  Schluss  meines  Aufsatzes  betrifft,  welcher  also 

lautet:   „Soll  man  sich  also  dem  Ziele  des  Rational  machet» 

genähert  haben,  so  muss  u.  s.  w. so  bin  ich  gerne  bereit,'  ihn 
in  der  folgenden  schärferen  Fassung  zu  berichtigen,  und  ich  bitte 
Sie,  diese  Berichtigung  in  Ihrem  geschätzten  Archiv  zu  veröf- 
fentlichen. 


....  Alles  bisher  Gesagte  gilt  auch  noch  dann,  wenn  ax 
Wurzeigrusse  ist.  Soll  man  sich  nun  dem  Ziele  des  Rational* 
machens  genähert  haben,  so  muss,  wenn  at  rational  ist,  r(r— l)^2r— 1 
oder  ra<t2r  sein,  je  nachdem  «=2r  oder  n=2r-f  1  ist.  Dies« 

gibt  im  ersten  Falle  und  n~4,  tm  zweiten  Falle  r~l  and 

n     3,  so  dass  also  ein  Bruch  mit  einem  Nenner  wie 

«i  +  Va2  +  Voa  +  Vo4 

auf  die  besprochene  Art  noch  in  einen  andern  von  gleichem  V Verth 
und  mit  rationalem  Nenner  verwandelt  werden  kann;  ein  Bruch 
hingegen  mit  einem  Nenner  wie 

sobald  o,  von  Null  verschieden  ist,  im  Allgemeinen  nicht  mehr 

Ist  ax  ebenfalls  eine  zweite  Wurzel,  d.  h.  sind  sämmtliche 
«  Glieder  des  Nenners  irrational,  so  muss,  wenn  man  sich  den 
Ziele  des  Kationalmachens  genähert  haben  will,  r(r — 1)  <2r  oder 
r2<2r-fl  sein,  je  nachdem  n  =  2r  oder  n=2r-f  1  ist.  Beide 

Relationen  geben  mit  Leichtigkeit  r^2>    a-s0  im  ersten  Falle 

n~4,  im  zweiten  Falle  «~5,  so  dass  also  in  einem  Bruch, 
dessen  Nenner  die  Form 

Va,  +  V«*  +  Vos  +  Vo4  +  Vas 


*)  Was  ich  Herrn  Unferdingcr  schuldig  war,  da  ich  von  von 
herein  vollkommen  überzeugt  war,  das«  er  hei  seinem  Aufsotze  keinen 
andern  Zweck  hatte,  als  den  von  mir  angegebenen.  Eben  so  glaube  ich 
demselben  jetzt  schuldig  zu  sein,  unverzüglich  diesen  seinen  Brief 
abdrucken  zu  la««cn.  G. 
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hat,  die  Anzahl  der  Irrationalgrussen  des  Nenners  noch  vermin- 
dert werden  kann.  In  der  That,  macht  man  zum  Zweck  des  Ratio- 
nalmacbens den  ersten  Schritt,  so  ist  der  neue  Nenner: 

(«i+ff2+<'3~«4-<»»)  +  Vr  icrjoi  +  V  4a,  a3  +  V  4a2o3  —  V  4a4a5, 
welcher  nur  vier  Wurzeigrussen  enthält,  aber  mit  jenem  obigen 

«i  +  Va2  -f  Vfls  +  Vo4  +  Vfl5 

einerlei  Form  hat,  so  dass  also  im  Allgemeinen  auf  die  bezeich- 
nete Art  eine  weitere  Verminderung  der  Wurzel  grossen  nicht 
durchführbar  ist,  und  man  sieht  also,  dass  die  Möglichkeit, 
einen  Bruch  von  obiger  Beschaffenheit  mit  rationalem 
Nenner  darzustellen,  im  Allgemeinen  nicht  mehr  vor- 
banden ist,  sobald  sein  Nenner  mehr  als  vier  Glieder 
bat. 

Triest,  den  6.  März  1860.  F.  ünferdinger. 


Merkwürdige  allgemeine  analytische  Relationen. 

Von  dem  Herausgeber. 
I. 

Es  ist  immer: 

(«0*1  —  Mi)  («oft  —  /  Vi) 

4  (b0ct  —  cA)  (ß0yt  -  Yoßi) 
+  (c0Ot  —  a0Ci)  (y0cr,  —  «oy,) 
=    (<V*o  +  Mo  +  Wo)  (fli  «1  +  *i  ßi  +  ci  Yi ) 

,  —  (*o«i  +  boßi  +  c0n)  («o«i + +  yo<?i  )• 

11. 

Es  ist  immer: 

(«oa  +  V  +  c0»)       +  61*  +  c,*)  (ö4*  +  V  +  <**) 

-  (fl09  +  V  +  O  («i  o*  +  6, 62  +  ct  c^» 

-  (öia  +  V  +  c,a)  (oaff0  +  6a60  +  c2c0)a 

-  +  V  +  ca2)  (o0«i  +  Mi  +  c0c,  )a 

+ 2  (a0«t  +  60*i  +  c0Ci)  (öi  o*  +  ^  b2  +  c,  c2)  (<7at/0  +  b2b0  -f  c^Co) 
=  I  o0(M*  -  cA)  +  60(C|Oa—  a,Ca)  +c0(a,6t  -  )*, 


I 
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wo  der  letzte  Aufdruck  sich  auch  noch  auf  andere  Weise  achrei- 
ben läset. 


Von  A  e  in  H  e  r  h  u  *  g  e  t»  e  r. 

In  seinen  Beiträgen  zur  Biographie  Hessel  s  (Zeit- 
schrift für  populäre  Mittheil ungen  aus  dem  Gebiete 
der  Astronomie  u.  s.  w.  Band  I.Heft  3.  S.  151.)  fährt  Wich- 
mann an,  dass  den  Stamm  zu  der  später  so  reichhaltigen  Biblio- 
thek Bessel's  die  folgenden  Bücher  bildeten,  aus  denen  er  seine 
erste  mathematische  und  astronomische  Ausbildung  schöpfte: 

Mö n nie h,  Lehrbuch  der  Mathera.  2Tble.  Berlin  1800- 1801. 

Bohnen  berger,  Anleitung  zur  geographischen  Ortsbestim- 
mung.  Göttingen  1795. 

v.  Ende,  Geographische  Ortsbestimmungen  im  niedersäch- 
sischen Kreise.   Celle  1801. 

Pfaff,  Versuch  einer  neuen  Summations- Methode.  Berlin  1788. 

Hindenhurg,  Sammlung  combinat.  analytischer  Abhandlon- 
gen.  2  Thle.   Leipzig  1796  und  1800. 

Kästner,  Anfangsgründe  der  Analysis  des  Unendlichen. 
3.  Aufl.   Güttingen  1799. 

Kästner,  Anfangsgrunde  der  höheren  Mechanik.  2.  Aufl. 
Göttingen  1793. 

Euler,  Theorie  der  Planeten  und  Coroeten.  '  UeberseUt  von 
Pacassi.    Wien  1781. 

Scheibel,  Astronom.  Bihlioth.  Abschn.  1.2.  Breslau  1784— 89 


Fehler 

in  Schrön's  siebenstelligen  Logarithmentafeln,  Ste- 
reotyp-Ausgabe  von  1860  s 

Taf.  I.  S.29.  Fusstafel,  Spalte        Z.  1.  statt  3.35.40  lies:  0.35.40 

Braunschweig  am  27.  Februar  1860. 

Fr.  Vieweg  &  Sohn. 


I)  r.  r  i  c  h  t  i  g  ii  n  g  c  n 
In  Thl.  XXXIII.  S.57  «lau  Thl.  XXIX.  S.432.  «t-Ue  man  Thl.  XXXIII. 
S.  420. 

Im  Literarischen  Berichte  Nr.  CXXIX.  (Thl.  XXXIII.)  S.  10.  Z.  12. 
•eise  man  „algebraischer'4  «tau  „ all g e bra i  * ch er.*4 


Digitized  by  Google 


Jung  hart:  Beiträge  %ur  Tetraedrometrie.  369 


XXVI. 

Beiträge  zur  Tetraedrometrie. 

Von 

Herrn  Dr.  G.  Junghan 

in  Gotha) 


Die  Tetraedrometrie  scheint  seit  geraumer  Zeit  nicht  zu  den- 
jenigen Feldern  zu  geboren,  die  von  den  Mathematikern  mit 
Vorliebe  bebaut  werden.  Seit  Feuerbachs  „Grundrias  zu 
analytischen  Untersuchungen  der  dreieckigen  Pyra- 
mide. Nürnberg.  1827."  (nur  ein  Auszug  der  Resultate  ohne 
Beweise  aus  dem  angekündigten  ausführlichen  Werke,  von  dem 
ich  nicht  weiss,  ob  es  erschienen  ist)  scheint  kein  bedeutendes 
Werk  über  den  Gegenstand  erschienen  zu  sein.  Fenerbach, 
so  wie  seine  grossen  Vorgänger,  Lagrange  und  Carnot,  be- 
handeln den  Gegenstand  durch  Coordinatensysteme ,  also  durch 
Grossen,  die  dem  Tetraeder  als  solchem  fremd  sind,  indem  sie 
die  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte 
und  denen  eines  fünften,  der  zu  ihnen  in  gegebenen  Beziehungen 
steht,  untersuchen.  Diese  grossartigen  und  von  schonen  Resul- 
taten gekrönten  Untersuchungen  machen  es  aber,  wie  mir  scheint, 
nicht  überflüssig,  die  Abhängigkeit  der  verschiedenen  Bestim- 
mungsgrossen des  Tetraeders  von  einander  unmittelbar,  näm- 
lich ohne  das  Mittel  der  Coordinaten,  aufzusuchen  und  darzustel- 
len. In  diesem  Sinne  scheint  noch  wenig  gethan  zu  sein.  Das 
Neueste,  was  ich  kenne,  ist  die  erste  Abhandlung  im  ersten 
Bande  dieses  Archivs  von  Professor  Bretschneider  uod 
Einiges  von  demselben  Verfasser  in  seinem  „Lehrgebäude 
der  niederen  Geometrie.  1844."    Die  Leser,  welche  etwas 
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Bedeutendes  darüber  aus  neuerer  Zeit  kennen,  sind  um  gefällige 
Mittheilung  gebeten.  —  Der  Hauptgedanke,  den  ich  seit  einiger 
Zeit  über  diesen  Gegenstand  verfolge,  ist  der:  dass  im  Tetraeder 
die  Ecken  als  solche  durch  gewisse  Functionen,  die  ich  als 
Eckensinus  und  polaren  Eckensinus  bezeichne  (s.  {.4. 
im  Folgenden)  eben  so  als  selbstständige  Recbnungsgrossen  10 
behandeln  sind,  wie  {die  Winkel  durch  ihre  Sinus  und  Cosinus 
im  ebenen  und  sphärischen  Dreieck.  Diese  Eckenfunctionen 
sind  auch  sonst  schon  bemerkt  worden  (sie  machen  sich  bei 
allen  das  Tetraeder  betreffenden  Rechnungen  geltend),  aber  die 
Symbole  dafür  sind  mehr  nur  als  Abkürzungen  für  eine  gewisse 
Zusammenstellung  von  ebenen  und  Flächen- Winkeln  behan- 
delt, nicht  als  Symbole  besonderer  Rechnungsgrossen,  die  ihre 
eigenen  Gesetze  haben.  —  Hat  man  also  die  Tetraedrometrie  ei- 
nerseits als  eine  Anwendung  der  Coordinatengeometrie,  anderer- 
seits als  eine  Anwendung  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie betrachtet,  so  mochte  ich  den  Versuch  wagen,  sie  neben 
die  letzteren  als  eine  eigene  Disciplin  hinzustellen,  deren  Rech- 
nungsgrossen sind:  Längen,  ebene  Winkel,  Flächenwinke),  ebene 
Dreieckflachen  und  dreiseitige  Ecken.  In  diesem  Sinne  em- 
pfehle ich  in  dem  folgenden  Aufsatze  besonders  §.  16.  über  das 
Verhalten  einer  d  reigetheil  te>n  dreiseitigen  Ecke  xn 
den  Theilecken  und  §.19.  über  das  Verhalten  von  vier 
Ecken  um  einen  Punkt  der  Aufmerksamkeit  der  gezeigten 
Leser. 

§.  1. 

Am  Tetraeder  O  A  B  C  (Taf.IV.  Ffrg.  1.)  bezeichnen  wir  die 
drei  Seiten  der  Ecke  O  mit  öäc,  ihre  Winkel  mit  o  ßy,  ihre  Kan- 
ten mit  upq,  deren  Gegenkanten  mit  /mn,  die  an  ihnen  liegen- 
den Flächenwinkel  mit  a'  ß'       Es  heissen  die  Seiten  und  Winkel 

der  Ecke  A :  a,  bt  cx  a  ß'  y', 
der  Ecke  B:  a^btc2a'  ß  /, 
der  Ecke  C:  «,  bs  ca  a'  ß'  y. 

Es  repräsentiren 

Imn     die  Seiten  eines  Dreiecks  (ABQ, 
ot6ac8  die  Winkel  desselben, 

a'  ß'  y'  die  an  einem  Dreieck  anliegenden  Flächenwinkel, 
abc     die  Seiten  einer  Tetraederecke, 
aßy     die  Winkel  derselben, 
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u  p  <f  die  Kenten  derselben  , 

^/z/,^a<43  bezeichnen  die  den  Ecken  O,  A,  B,  C  gegenüber- 
liegenden Dreiecke, 

QQiQiQs  «iie  Radien  der  ihnen  umschriebenen  Kreise, 

/<  /i4  //2  As  die  auf  sie  gefällten  Höhen, 

(K  sei  ein  beliebiger  Punkt  im  Tetraeder), 

r  r,  rar8  bezeichnen  die  Längen  KO,  KA,  KB,  KC, 

lpv  die  Winkel  der  rtr3,  rtrat  r^,  also  die  Seiten  der 

gegen  J  geöffneten  Ecke  bei  K , 

vn%  die  Winkel  der  rrj,  rr2,  rr3,  also  solche  drei,  die 

einen  gemeinsamen  Schenkel  r  haben, 

<ldx  d^dq    die  von  K  auf  z/ z/t  z/2  zf3  gefällten  Normalen, 

CT       den  Inhalt  des  ganzen  Tetraeders, 
r  r,  r2r3      die  vier  bei  K  zusammenstossenden  und  von  d  At  A%  At 
geschlossenen  Tbeiltetraeder, 

P  Vi  V2  V$    dieselben  Tetraeder   oder  Pyramiden,   wenn   r  —  rt 
=  r2  =  r3  ist. 

Bezeichnungen  von  Winkeln,  wie  (rsp) ,  (r2A)  u.  s.  w.,  als  von  den- 
jenigen, welche  r2  mit  p,  resp.  r2  mit  J  bilden,  sind  selbstver- 
ständlich. 

i  2. 

Bekanntlich  ist 

/  m  » 


2,  = 


sin«!  '  '  sin 6*  sinc3 


Dieser  für  ein  ebenes  Dreieck  constante  Quotient  werde  der  M  n  - 
dolus  des  Dreiecks  genannt.  Jeder  Sinus  eines  Dreiecks  wird 
also  durch  Multiplication  mit  dem  Modulus  in  die  Gegenseite,  jede 
Seite  durch  Diviston  durch  denselben  in  den  Sinus  des  Gegen- 
winkels verwandelt. 

Gleicher  Weise  werde  der  Quotient  =  = 

^  sin«       stop  smy 

der  Modulus  der  Ecke  (O)*)  genannt  und  mit  M  bezeichnet; 

Mx%  M2,  Äfa  «ind  d*1©  Moduln  der  Ecken  A,  B,  C,  so  dass 


*)  Dieter  passende  Name  für  2p  and  8"'-  ist  au*  Professor  Brei- 


Schneiders  „Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie.  Jena. 
Frommann  1844  *  entlehnt. 
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w  .         .         „   .  .         sina  singt 

flf  sin  er  =  am  a ,   Mx  sina  =  sin  a, ,    -y  =  ~Jf   =  a' 

§.  3. 

Wir  setzen  ferner: 

,=  »(a  +  6+c),         ff=i(«  +  ^  +  y), 


s-a=z{(b  +  c-a),    o-a  =  ;(0+y-a), 

U.  8.  W.  O.  8.  W. 

e  =  180°— **),  *  =  a— 90°, 

a  +  e=I80°-(*-a),   « -£  =  90°-(a-a) 

U.  8.  W.  U.  8.  W. 


und 
also 


Haben  dieselben  Buchstaben,  unten  accentuirt,  dieselben  Be- 
deutungen för  das  Polardreieck,  ist  also  a,  =  180° — a,  av  =  180°-« 
'  u.  s.  w.,  so  ist 

1  =  2700-0!,  also   180°-»  =  0,-90°, 

also  e  =  tlt   x  =  180°— £j , 

o  +  e=  180°— (o,—  «,),  *-a=a,— 


U.      6.  W. 


ferner 


0  =  2700-«!,  also  o-90o=180o—f,, 
also  f  =  e, ,   o  =  90°+e,, 

o-*  =  180°-(o,  +  *,),   o-a  =  a, +c, -90° 


u.  8. 


*)  Durch  die  Kinführung  der  Winkelgrössc  2e  (de«  Ueber«ehu««es 
tob  360°  über  die  Seitcnsumme)  neben  2e  (dem  sphärischen  Ex  com)  ge- 
winnen viele  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  an  elegantem  An- 
sehen. Ich  erlaube  mir  darüber  auf  eine  kleine  Schrift:  „  Stodies 
über  da«  sphärische  Dreieck"  aufmerksam  an  machen,  welche  » 
der  Programmenliteratur  begraben  liegt  (Programm  de«  Lockaaer 
Gymnasiums  1848),  und  welche  die  Keime  von  dem  enthält,  was 
ich  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  etwa  Neue«  und  nicht  Unfrucht- 
bare« darzubieten  habe. 
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{.  3. 

Am  meisten  treten  in  diesem  Aufsatze  die  bekannten  Ecken- 
functionen  hervor,  die  hier  mit  P  und  JI  bezeichnet  werden  und 
deren  mannigfaltige  Zusammensetzung  sowohl  aus  den  Seiten 
resp.  Winkeln  der  Ecke  als  aus  j  e  zwei  Seiten  und  dem  einge- 
schlossenen Winkel  resp.  je  zwei  Winkeln  und  der  dazwischen- 
liegenden Seite  als  bekannt  vorausgesetzt  wird;  nämlich: 

P=t  i  V(l  —cos *a— cos*6 — cos 2c  +2  cos  a cos 6 cos c)  (1«) 

=  Vsin*sin(*  — o)sin  (* — b)  sin  (* — c)  (2B) 

=  Vsin  e  sin  (a  -f  e)  sin  (6  +  e)  sin  (c  -f  e)  (3B) 

=  4  sin  a  sin  b  sin  y  =  \  sin  a  sine  sin  ß  =  £  sin  b  sin  c  sin  c  (4*) 

ss  iüf*sin  «sin  ßsin  y  (5«) 

—  ;»io(iu/1)8ina  =  \a\n(pJ^smb  =  ^  sin  (9^/3)  sine;  (6a) 

i7=  i  V(l — cos  *a — cos  %ß — cos  *y — 2  cos  et  cos  0  cos  y)  (1*) 


=  V  —  cos  öcoh(ö— a) cos (ff  —  ß)  cos  (ff — y)  (2*) 

______ „.   _ 

=  V"  sin  f  sin  (a—  f)sin(/J — e)sin(y  — f)  (3*) 

=  Jsinasin/Jsinc  =  isinasinysino  =  sinßsin  ysina  (4*) 

=  \M  sin  a  sin  0  sin  y  (5*) 

=  Jsin(tu/I)sina  =  Isinfp^sin/S  =  isin(e^,)siny.  (6*) 

Anmerkung  1.  Die  Ausdrücke  (6)  ergeben,  dass  P  con- 
stant  ist  für  alle  sphärischen  Dreiecke  auf  einerlei  Seite  a,  deren 
Gipfelpunkte  in  einem  dieser  Seite  parallelen  kleinen  Kugelkreise 
liegen ;  und  dass  JI  constant  ist  für  alle  sphärischen  Dreiecke 
von  einerlei  Gipfelpunkt  und  Gipfehvinkel  a,  deren  Gegenseiten 
a  auf  demselben  grossten  Kreise  liegen. 


Anmerkung  2.  Ist  im  sphärischen  Dreieck  aßy  (Taf.  IV. 
Fig.  2.)  f  ein  beliebiger  Bogen  grossten  Kreises,  der  die  Seite  a 
unter  dem  Winkel  <p  trifft,  so  ist 

2P=  sin /Ym ysina,   2i7  =  sin fsin ysina.  (7) 

Anmerkung  3.   Bekanntlich  ist 
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3$  =  Jt  kx  =  \pq  sin  « .  w  sin  6  sin  y  =  upqP.  (8) 

Ut  also  <x|Jy  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  ein  sphärisches  Dreieck  auf  der 
Kugelfläche  vom  Radius  /?,  so  ist  Jß'Pder  Inhalt  der  Pyramide, 
welche  das  durch  aßy  gelegte  ebene  Dreieck  zur  Grundfläche  und 
den  Kugel  Mittelpunkt  zum  Gipfel  hat.  Da  nun  J/i*  der  Inhalt 
der  entsprechenden  Pyramide  för  das  gleichseitige  rechtwinklige 
Dreieck  ist,  so  ist  P  der  Ezpouent  des  Verhältnisses  dieser 
beiden  Pyramiden  und  der  Ausdruck  des  lohaltes  der  ersteren, 
wenn  die  letztere  zum  körperlichen  Kaummaass  gewählt  wird. 

Anmerkung  4.  Verlängert  man  au  einer  Ecke  die  eioe 
Kante  über  den  Eckpunkt  hinaus  oder:  verlängert  man  zwei  Sei- 
ten eines  sphärischen  Dreiecks  über  die  dritte  Seite  hinaus  bis 
zu  ihrem  Durchschnitt,  so  wird  dadurch  ein  Nebendreieck  be- 
stimmt, welches  mit  dem  vorigen  einerlei  P  und  11  hat.  (Geber 
die  Relationen  zweier  Nebendreiecke  ist  Mehrere»  zu  finden  in 
dem  erwähnten  Luckau  er  Programme  von  1848.) 

Anmerkung  5.  Bedeuten  Pt  und  nx  die  entsprechenden 
Functionen  för  das  Polardreieck,  so  ist 

P=nlt  n=plt  (9) 

was  sich  leicht  aus  §.  3.  und  noch  leichter  aus  J.  4.  (4)  erken- 
nen lässt. 

Anmerkung  6.  Wir  werden  (aus  einem  später  erhellenden 
Grunde)  die  Function  17  mit  dem  Worte  „Eckenstnus"  und  P 
als  „polaren  Eckensinus"  bezeichnen. 


§.  5. 

Aus  (5)  geht  leicht  hervor: 

^j  =  M    oder   P=M11,  (10) 

wonach  aus  (4)  und  (5)  leicht  hervorgeht: 

sin  a  sin  6  sine  =  -jj  =  2W,  (II) 

.  2ZI«_2JI 
sin  a  sin  psiny  =  —p-  =      •  (I/) 


Anmerkung.  Beispielsweise  eine  Anwendung  des  Modu- 
lus  .Jf:  In  vielen  Büchern  (z.  B.  Meier  Hirsch  Sammlung 
geometrischer  Aufgaben  II.  j».  124.,  Bretschneider  Lehr- 
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gebäude  etc.  p.  438.)  findet  man  für  den  Radius  der  .einem  Te- 
traeder umschriebenen  Kugel  den  Ausdruck  entwickelt: 

4/?*.4/w  =  tt2sin2a+/>2sin*6  -r-^sin'c —  2pg(cosa  —  cos6co8t) 
— 2t*o/(cos  b  —  cos  a  cos  c)  —  2up(coa  c — cos  a  cos  b). 

Da  nun 

cos  (1  —  cos  6  cos  c  —  sin  bs'mccosa 

ist  u.  s.  w.,  so  findet  man,  wenn  man  dies  einsetzt  und  die  ganze 
Gleichung  durch  M2  dividirt,  nach  {.2.  und  {.5.: 

4Ä*.4J7*  =  «*8inaet  + ^asin2^  +  oa*in2y — 2pf  sinßsinycos  o 

— lluq  sin  a  ein  y  cos  ß — %up  sin  a  sin  ß  cos  y , 

was  man,  wie  es  scheint,  noch  nicht  bemerkt  hat. 

» 

§.  6. 

Aus  /  =  2$ sin  a,  =  Üo,  sina  folgt: 

2oüfi  sina  =  2p,iJsina 

oder 

Am  Tetraeder  verhalten  sich  die  Modul i  zweier  Dreiseite  wie 
die  Moduli  der  gegenüberliegenden  Ecken. 


Der  Quotient 


ist  also  als  ein  Modulus  des  Tetraeders  zu  betrachten.  — 
Wir  werden  sehen,  dass  am  Tetraeder  mehrere  solche  constante 
Quotienten  vorkommen,  die  gleichen  Anspruch  auf  den  Namen 
Modulus  haben. 


*)  Es  nci  hier  ein  für  allemal  bemerkt,  dass  die  den  festgesetzten 
Zeichen  unten  recht»  angehängten  Indices,  wie  Pt  ,  /7a,  Miy  immer  etwa* 
den  Ecken  B<  C  Angehöriges  oder  ihnen  Gegenüberliegendes  bezeich- 
nen, während  die  Buchstaben  ohne  Index  der  Ecke  0  oder  dem  ganzen 
Tetraeder  angeboren. 


I 
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Es  ist 

 2o  l_  .  sing  _     /sine  ' 

^     ^     sin  at  '  sin  a  ~"  sinasin  ax 

oder,  wenn  man  Afsina  statt  sina,  Af,sina  statt  sin^  setst: 
nMMl8ina  =  l,      pMtM3  sin    =  u, 
nMM%  sin  ß  —  mt     p.Mx  üfs  sin  ß'  =  p, 
pMMt  sin  y  =  n ,     pMlM1s\ny' —  q , 
fttMtMl  M}MZ  sin  ctsin  ß  sin  y  =  /mn. 

Da  nun  bekanntlich  Imn  —  i^J,  so  findet  man  unter  Anwenden? 
von  (5)  und  (13)  leicht : 

*mNtMt  =  £.  (15) 

Da  nun  nach  (13)  das  Product  links  unverändert  bleibt,  wenn  man 
die  vier  Indices  0,  l,  2,  3  beliebig  permutirt,  so  ist  auch 

^  ^3         ^8  ~ 

ein  Modulus  des  Tetraeders,  und  zwar  derjenige,  welcher  dem 
Modulus  2o  des  ebenen  Dreiecks  am  meisten  entspricht  und  die 
Benennung  „Eckensinus"  filr  II  rechtfertigt. 

Aus  (13)  und  j.  3.  ergeben  sich  noch  leicht  die  Ausdrücke. 

»I  =  =  pMMMM, .        (17)  (18) 

5.  8. 

Da  zMrr^Aj  =3<T,  so  ist  auch  nach  (16),  wenn  man  darck 
m  dividirt: 

nk=nth\  =  nji*  —  ji8  ht.  (19) 

Ferner  ist: 
h  =  u sin  (ruf)  =  nein  6t  sin  y' 
=       sin  ß'  sin  /  =  (nach  (14))  pMt M%MZ  sin  «'  sin  |J'  sin  /  (30) 
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und  weil  nach  (18) 


um  »/  Af       m  m 


so  ist 


2oA.=  msina'siiijS'siny',  also  auch  (21) 
2pjA,  =  Jllsina'sinßsiny, 
=  211  sin  a siu  ß'  sin  y , 
i^Aj  =  Hlsinasin  ßs'iny'. 

Multiplicirt  man  die  drei  letzten  Gleichungen  und  dividirt  durch 

die  erste,  setzt  links  aus  (17)  Sq1QoQ3  =  ^j— ,  rechts  aus  (12) 

27/  "Q 
sin«  sin  ß  sin  y  =        hebt  auf,  und  setzt  wieder  links  ft*Jf*  =  402, 

so  erhalt  man : 


also 


hx  A2  A3  =  HXih .  477*  =  4  ^A77  =  1277& ,  (21a) 
AA|A2//3  =  35. 4/7A  =  35.477, /*,  u.  s.  w.  (22) 

§.9. 

7i  =  usin(ii^)  =ps'm(pJ)  =  f/s'm(q4) 
2//,«     2774»     2Z73«  #     ,  _% 


also 


sin  « sin  p  sin  y    v        v    77  271* 

M_4J7lJ7tJ7,  3g  _ \nxn^d, 
n  —      77*      *  A  ~       77*  ' 

also  ist  die  constante  Grosse  ITA  =  77,6,  u.  s.  w. 

=  2  V2f  tlJkih  =  2         772"773  =  2\Tß7^1?9 

=  2sTnnln^3  =  2**.  (24) 

25* 
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Dissen  Ausdruck»*  welcher  in  den  Formeln  häutig  erscheint 
bezeichnen  wir  mit  2to. 

Demnach  ist  also: 

n       Ii'    "»      77,  '    ^      7/2      "*      77,  17 

Da  nun 

277i  =  sin  «i  sin  /J'  sin  y' , 
2/7a  =  sin  62     «'  sin  / , 
2773  =  sin  c,  sin  «'  sin  , 
4  =2o2sina1  sin  6g  sin  Cjj 
so  erhält  man  durch  einfache  Multiplication: 

2w>  =  ^2nxntn^  =  osin  ^  sin  6Ä  sin  ca  sin  a'  sin  0'  sin  y'.  (26) 

§.  10. 

A  =  u  sin  (tuf)  =ps\n(pJ)  =  9  sin  (7^) 


aiso 


2P|M     2P.J»  _  2Ps9 
~"  sin  ai  "~  sin  b2      sin  c3  ' 


sin  u,  sin  62sinr3  ' 


(27) 


und,  da  bekanntlich 

sin  ai  sin  6»  sin  cB  =  ^ 


ist, 


also 


Ä=4o^ ^^s,    ™  =  2\TPP[FJ\.  (28) 


(29) 


Aus  der  Symmetrie  des  Ausdrucks 2 V PPxP%Pl9  welchen  wir 
mit  <2W  bezeichnen,  geht  hervor,  dass 


Digitized  by  Google 


Junghan:  Beiträge  %ur  Tetraedremetrie.  379 


~  =  %hl  =  ^-*  =  §^  =  2W-  (30) 
2o      2o,       2oa  2o3 


§.  11. 

Noch  ein  Ausdruck  für  h  ist  bemerkenswert!!.  Zieht  man 
vom'  Fusspunkte  von  h  in  A  drei  Normalen  auf  /,  m,  w,  so  sind 
diese  Actga',  Acte/3',  Actgy'.  Zieht  man  von  demselben  Punkte 
Gerade  nach  den  Punkten  At  By  C,  so  findet  man  aus  den  drei 
Theildreiecken,  in  welche  A  dadurch  zerlegt  wird, 


also 


2A  =  /Actga'  +  m/*ctgjS'-f  nActgy', 


.  M  rM) 

A-/ctga'  +  «ictgj3'  +  »ctgy'*  w  ; 


§.  12. 

Ausdrücke  für  £  ergeben  sich  nun  leicht  aus  deneu  für  A, 
welche  man  nur  mit  \A  zu  multipliciren  hat.  Bemerkenswerth 
sind  folgende: 

Aus  A  =  Ydll  folgt 

Ah  oder  35  =  VXTlh  =  (nach  (24))  2Ht«>.  (32) 

Dieser  Ausdruck  giebt  ferner : 

(33) 

a  r  nir^JJhn»n  ^rAAjiA%nzn 

_    .     277,«        .  , 
Ferner:  Da  /t  = ,  so  ist: 

* 

2ATI.H  ,   ,         2J.//,w  11JV 

<4A  =  3£  = — r-  —  und  ebenso   — u.  s.  w.  (.54) 

sin«  sin/J 

Da  nun  (3<£)*  =  iAHlAiAa,  so  ergiebt  die  Division  durch  (34): 
3<?  =  -  ■   *        =  -(  u.  s.  w.  (26) 
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S-  13. 

Aus  h  =  ^  =  ((25)  und  (25))  folgt:  . 

tt        to       n^ds        l         w  11  Jx 
sina     IHIX  ~~    w    *    sina'  ~~  J72/73~~   tc  ' 

p       _w       Iii  ^3        m        _»  _  7T^a 
smß  —  nn»—    «,    '    sin/S'"//^-  co  '  f  ^ 

siny     Üi73       w    9     siny' ~~  J7i  i7a  to 
Daraus  wieder: 

sina      nntu     .  sina  nxn 


und  Ferner: 


sin  ff      ITII^p  sina  T^w 

sin/3' ~  I^T^m*  iin^  /78ro  ' 

siny  JTZ73<y 

sin /  —  J^l^n*  U*  6 


sina 'sina'      IWX'   to        TIX  ~~  * 


also: 


•in/Jsiny=  ■ .  -  ♦      sinpsiny'  =  -t—  . 

'       kiii  #»  '         sin  /»— 


2//.  2/J. 
0'siny'  =  -r— -  »    sin p' siny  =  -r—  ; 


also 


(37)  (3S> 


«/=  MI  sina  sina' , 
^m=»Tsin/Ssin/S',  \  <M) 
qn  =  Ht  siny  siny'. 

§.  14. 

Nach  (4*)  ist: 
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fl*nr3           ,        sin  a  sin  a,  nT£L 
 .          oder    -.  .       =  ^  r,  • 


sinasin<7i  —  sina2sinrt3  sina2sina3  /72/73 

Ferner  ist 

Ps'm  «  =  Jlsin  a   nach  (10) , 
Px  stnot  =  TIls\nal ; 


also 


folglich  auch 


und  hieraus: 


PPX  sin     =  7/77.  sin  a  sin  er. , 


PsPg  sin  V  ==  7/2/73  sin  a2  sin  a3 , 


PPi    sin2«       77/7!    sin o sina,     _  «*//2i 
/^P,  sinV  ~77a778  8inoasinas  ~~  Tl\n\ 

oder 

sina'V  P2P3  -77^77,'  (4U) 

also  auch  nach  (36): 

PPtu*=P2PzP,  \ 

PP^rrP^ro*,  I  (40-) 

PPzq*  =  PlP*n*  ) 

Die  in  §.  13.  und  §.  14.  ausgesprochenen  Gleichungen  lassen 
•ich  oft  zur  Umwandlung  von  Formeln  verwenden. 


§.  15. 

Ehe  wir  zu  einem  zweiten  Abschnitte  übergeben,  wird  es  gut 
sein,  den  im  Fortschritt  der  Untersuchung  erweiterten  Begriff 
eines  Tetraeder -Modulus  zu  recapituliren.  Als  solcher  Ifisst  sich 
im  Grunde  jeder  Quotient  betrachten,  der  aus  Bestimmungsstücken 
von  einerlei  Index  zusammengesetzt  ist,  und  seinen  Werth  nicht 
lindert,  wenn  man  jedem  dieser  ßestimmungsstiicke  einen  und  den* 
.selben  anderen  Index  beisetzt;  oder,  um  das  Hauptmerkmal  nicht 
als  ein  nur  äusserliches  erscheinen  zu  lassen:  jeder  Quotient,  der 
aus  irgend  welchen  zusammengehörigen  Besümmungsgrössen  des 
Tetraeders  so  zusammengesetzt  ist,  dass  er  seinen  Werth  nicht 
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ändert,  wenn  man  jene  Bestimmungsstücke  durch  je  gleichartige 
ebenso  zusammengehörige  ersetzt 

Ein  Beispiel  der  Anwendung  solcher  Moduln  giebt  die  An- 
merkung  zu  §.  5.:  Enthält  nämlich  in  irgend  einer  Gleichung  jedes 
einzelne  Glied  den  Nenner  (Zähler)  eines  Modulus  aus  verschie- 
denen Gruppen  (mit  verschiedenem  Index)  ein-  oder  mehrmal 
als  Factor,  so  kann  man  durch  Multiplication  (Division)  mit  dem 
Modulus  oder  einer  Potenz  desselben  den  Zähler  (Nenner)  mit  je 
gleichem  Index  an  dessen  Stelle  setzen. 

Es  ist  nun  klar,  dass,  wenn  Ausdrücke,  die  in  der  erwähnten 
Weise  zusammengesetzt  sind,  nicht  in  Form  von  Quotienten,  son- 
dern in  der  von  Producten  erscheinen ,  auch  diese  in  ähnlicher 
Weise  anzuwenden  sind,  indem  dann  der  reciproke  Werth  des 
einen  Factors  den  Nenner  vertritt,  während  der  andere  Factor 
als  Zähler  fungirt;  weshalb  auch  die  Einschränkung  auf  die  Quo- 
tientform  aus  dem  Begriff  des  Tetraeder -Modulus  fallen  zu  lassen 
ist.  Auch  sieht  man  leicht,  dass  die  angeführte  Anwendung  nicht 
die  einzige  ist,  welche  die  Moduln  für  die  Umformung  von  Glei- 
chungen und  Ausdrücken  wichtig  macht.  Es  mögen  daher  die 
bis  jetzt  hervorgetretenen  Moduln  hier  nochmals  übersichtlich 
aufgeführt  werden: 


2)  Ar=8-i=-a=£, 

7  sina  Ii 

3)  P-  jtf-^jsin«" 

4)  m=^  =  4QQl  M%M>  =  =  fMMx  üf4  Af,  . 

//A,A2A3         /sin«         3<f  XA^yA%d% 

—  "IrJw*   =  sin  «sin  a'  ~  42tt>  ~"     (3<T)»~  ' 

-   33" 

.5)     2to  =  2  sTju,  //a/i5  =  nh  =  ^ 

—  q  sin  ax  sin  62  sin  c3  sin  a' sin ß'  sin  y', 

  pi, 

6)     2W=2\r  PPtP%Pi  =  TT- 


■ 
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7)    3<r=^A  =  /v?  = 


J.  IC. 

Sei  er/?/  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Win. 
Lei  a,  ß,  y,  die  Seiten  a,  b,  c.  N  sei  ein  beliebiger  Punkt  im 
Dreieck»  von  dem  aus  die  Bogen  d,  e,  f  nach  den  Punkten  «, 
0,  y,  gezogen  sind.  Die  Bezeichnung  der  dadurch  bestimmten 
Winkel  ist  aus  der  Figur  klar.  Es  handelt  sich  darum»  eine  Glei- 
chung zwischen  P  und  den  P- Functionen  der  Theildreiecke  f, 
f",  P1"  zu  finden. 

Auflosung: 

2P=  sin  6  sine  sin« 

=  M4,s\v\ßiiM,il6\n  y"'sin  (a"-f  *"')  *) 

sin/*  .        sin*    .     ...  ,   .  .. 

= Türk s,n  *  w"8ln  ^  8in  (a  +  ° 0 

=  sin  e  sin  /  sin  0"  sin  /"'(ctga"  -f  ctg  a'"). 

Nun  ist  aber 

* 

ctgo^sin/J"  =  — cos /3"  cos  d -f  sin*/ ctg/*, 
ctg  a'"  sin  y"'  =  —  cos  yw  cos  d + sin  </  ctg  e ; 

also 


cg.« + c,g<,«<  =  ^W)^^(y^ii^^«i 

&     T    &  siu/rsin/" 
and  folglich 

2P=  sin  e  sin  /"sin  a'  cos  rf+sin  dsin  e  sin  /'  cos  f+sin  dam  /sin/J"cos  e, 
oder 


♦)  Die  accentuirten  Buchstaben  JP,  M" ,  Mm  beziehen  sieh  auf  die 
Theildreiecke  Nßy ,  Mey,  Naß. 


384  Junghan:   Beiträge  zur  Tetraedrometrte. 

P  =  I*  cos  d  +  /*'  cos  e  +  P»'  cos  /".  (41) 

Dieser  eben  so  einfache  als  folgenreiche  Satz  ist,  so  viel  ich 
weiss,  bisher  noch  nicht  bemerkt  worden.  Kr  bildet  die  Grund- 
lage zu  allem  Folgenden. 

§.  17. 

Bedeuten  1?',  r\Ht  die  drei  von  N  auf  die  Seiten  gefällten 
Höhenboi^en,  so  kann  man  die  Gleichung  nach  (6)  auch  so  aus- 
drücken : 

2P  =  sin^'einacosfZ+sin  ?/"  sin  6  cos  c- fein  V"  sine  cos/,  (4*2) 
2  II  =  sin  77'  sin  o  cos  d-f  sin  17"  sin  ß  cos  e+sin  V  sin  y  cos/*.  (43) 
Es  ist  sina  =  Msina  =  Mxs\x\a'  u  s.  w.,  also 

^  =  •!»*:  M,= M„ = M,„.  m 

sina  sinp  siny  v  ' 

Dividirt  man  daher  (41)  durch  M y  so  kommt: 

TL1  sine'  cos  d     II"  sin  ß"  cos  e  siny'"  cos/" 

jj  =  —     .  -|-    "    •   /}  1  •  •  (4o) 

sin«  sinp  siny  v  ' 


s 


Noch  eine  andere  Relation  ist  bemerkenswerth,  die  sich  so 
ableiten  lässt: 

2P  =  sin6sincsino, 

=  sin sin r/ sina" sin  csiiK/sina'"; 

also 


2P  sin  («"  +  «"')         ctg  a"  +  ctg  « 


444 


-  siu2ttViua"sin«'"  ~  sio'ct 


— •  (40) 


Setzt  man  nun  wieder  den  oben  schon  entwickelten  Werth  von 
ctg«"  +  ctg a'"  ein,  so  wird 

2P        ctg  rfsin  «'  +  ctg  e  sin  ß"  +  ctg  /  sin  y"' 
4/v7/*//  -  sjn  d  6in  ß»  sm  y"' 

Dividirt  man  diese  Gleichung  noch  durch  2/*  =  sine  sin /sina', 
multiplicirt  dann  rechts  Zahler  und  Nenner  mit  sin  rfsine  sin/V  so 
erhält  man  ebenfalls  die  Gleichung  (41). 
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§.  18. 

Wenn  man  nun  in  diese  Formeln  (41)  —  (47)  d  =  e  =  f  setzt 
und  dabei  berücksichtigt,  dass  dadurch  uu  =  c — ß,  =  ff —  y 
wird,  so  erhält  man  die  Bedingung  für  den  dem  Dreieck  aßy 
umschriebenen  kleinen  Kugelkreis.  —  Setzt  man  dagegen  in  die- 
selben Gleichungen  t/'  =  V=V"  u"d  berücksichtigt,  dass  dadurch 
die  Seite  a  durch  17'  in  s—c  und  s—b  getbeilt  wird  u.s.  w.,  dass 
et"  =  a'"  =  ;«  u.  s.  w.,  so  erhält  man  die  Bedingungen  für  den 
eingeschriebenen  Kreis.  Wir  versparen  jedoch  alle  ins  Einzelne 
gehende  Untersuchungen  für  spätere  Aufsätze,  um  zunächst  die- 
jenigen Lehrsätze  mitzutbeilen,  welche  für  dieselben  als  Ausgangs- 
punkte dienen  werden.  —  Ueber  den  einem  sphärischen  Dreiecke 
umschriebenen  und  eingeschriebenen  Kreis  enthält  übrigens  das 
Luckauer  Programm  von  18-18  einiges  Material. 


§.  19. 

Der  Satz  (41)  fährt  sehr  einfach  auf  einen  anderen  über  die 
gegenseitigen  Beziehungen  von  vier  Ecken  um  einen  Punkt,  d.  h. 
von  vier  Ecken,  die  durch  vier  von  einem  Punkte  ausgehende 
Strahlen  bestimmt  werden,  wie  in  Taf. IV.  Figt  1.  von  KO,  KA, 
KB,  KC. 

Den  Uebergang  bildet  folgende  Betrachtung:  Verlängert  man 
den  Strahl  OK  über  K  hinaus  und  legt  durch  die  Verlängerung 
und  die  drei  Strahlen  KA,  KB,  KC,  die  mit  ihr  die  Winkel 
180Q  —  p»  180°—«,  180°—*  bilden,  drei  Ebenen,  so  wird  dadurch 
die  Ecke  KABC  in  drei  Theilecken  zerlegt,  deren  jede  eine 
Nebenecke  zu  einer  der  drei  anderen  Ecken  um  K  ist  und  also 
nach  §.  4.  Anmerkung  4.  mit  derselben  sowohl  einerlei  P  als  ei- 
nerlei nhzL  Bezeichnen  wir  nun  für  die  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  gegen 
A  Ax  4%  A%  geöffneten  Ecken  um  K  die  polaren  Eckensinus  der 
Reihe  nach  mit  P  P,  PaP3  (die  Eckensinus  mit  ^,«1,  <ta<|,),  so 
ergiebt  sich  nach  (41)  für  die  vier  Ecken  um  K  sofort: 

P-t-PlCOS»  +  P2COSJt  +  P3COSX  =  0,  \ 
PCOS»  +P,  +  PaCOSV  -f  P3COSjU=0,  f 

>  (48) 

P  COS  7t  -f  Pj  COS  V  +  Pa  -f  P3  cos  k  =  0,  L 
Pcosx  +P,  C0S^+PÄCO8l4-P8=0.  / 

(Die  drei  letzten  dieser  Gleichungen  siud  nach  dem  Muster  der 
ersten  gebildet.) 


Th.il  XXXIV. 
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§.  20. 

Von  Bedeutung  ist  die  Zusammenstellung  der  so  eben  gefun- 
denen Gleichungen  mit  folgenden  zwar  schon  lange  bekannten, 
aber  noch  nicht  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  betrachteten: 

Die  einlache  Betrachtung  der  Projectionen  der  Dreiecke  J, 
/t2,  J3  auf  4  ergiebt  die  Gleichung: 

J=.  4  cosa'  4  z/2coh/3'  f  J9  cos  y', 
welche,  durch  MI «lividirt.  wird: 

—  //        +  Ux  cos  o'  f  774cos ß'  +  n3  cos  y'  =  0 ,  . 

//cosa'-/!,  +  772cosy  +  /73cos/S=0. 

7/ cos  0'  +  //,  cos  y  —  n2         +  //,  cos  c  =  U , 

7/cosy'  +  //,  cos/3  -f /72  cos  a  — /73  =0; 

von  welchen  Gleichungen  wieder  die  drei  letzten  der  ersten 
gebildet  sind. 

§.  21. 

Diese  beiden  Gruppen  von  Gleichungen,  deren  eine  die  He 
Ziehungen  zwischen  jeden  vier  Ecken  um  einen  Paukt,  die  an- 
dere die  Beziehungen  zwischen  jeden  vier  Tetraederecken  auf- 
spricht, zeigen  bei  einem  vergleichenden  Blicke:  dass  vier  Ed« 
um  einen  Punkt  unter  einander  dieselben  Relationen  haben,  wie 
die  Polarecken  von  vier  Tetraederecken. 

Dass  diese  Analogie  keine  zufällige  ist,  lässt  sich  durch  fol 
genilc  Betrachtung  nachweisen: 

Errichtet  man  auf -den  Endpunkten  der  vier  Geraden  r,  r,. 
r2,  r3,  die  von  K  ausgehen,  normale  Ebenen,  so  schliessen  diese 
ein  Tetraeder  ein,  dessen  Ecken  offenbar  die  Polarecken  zu  de* 
vier  Ecken  um  K  sind,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  Flächen 
winket  der  Tetraederecken  von  den  Seiten  der  vier  Ecken  nm 
einen  Punkt  zu  ISO0  ergänzt  werden.  Da  diese  Construction  je- 
desmal möglich  ist,  so  mü'ssen  sich  alle  auf  die  vier  Ecken  eines 
Tetraeders  bezüglichen  Satze  durch  Vertauschung  von  //  mit  T. 
von  P  mit  %,  von  ß' ,  y'  mit  180°— p,  180°  — 180°-*. 
von  a,  ß,  y  mit  18°  —  X ,  180°— fi,  180°— v  auf  jiie  vier  Eckeu 
einen  Punkt  ubertragen  lassen,  und  umgekehrt 
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•  §•  22. 

Bestimmt  mau  nun  auf  den  vier  von  K  ausgehenden  Struhlen 
vier  Längen  r,  rt,  r2,  r3,  verbindet  ihre  Endpunkte  Ö,  ^4,  C 
durch  ebene  (Tetraeder-)  Dreiecke,  und  bezeichnet  die  vier  bei 
K  zusammeustossenden  Theiltetraeder  mit  x,  rx ,  t2,  t3,  so  ist 
uach  (8): 

3T=Pr1r4r8, 
3t,  =  P,rr2rs, 
3t2  =  P^rr,  r8 , 
3T8  =  p3rr,r2; 

also 

3rt  _3r,t|  _  3r,T2     3r3r8  _  _ 

p  -  p7    >a  ~  "p;  -  *****  -  K*  <5') 

«reiche  Grösse  wieder  ein  Modulus  des  Tetraeders  ist  und  mit 
R  bezeichnet  werden  soll. 

Multiplicirt  man  damit  die  Gleichung  (48),  so  erhält  man: 

rr  +  r,TiCosc-f  r^cosn-f-rsTsCOSx  =  0, 

nebst  den  drei  anderen. 

§.  23. 

Das  System  dieser  vier  Gleichungen  (52)  gestattet  mit  Leich- 
tigkeit viele  besondere  Bedingungen  einzuführen,  je  nachdem  man 
aber  die  Lage  des  Punktes  K  bestimmt. 

Für  den  Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  Kugel  z.  B.  braucht 
man  nur  die  r  durch  äd  zu  ersetzen  und  dann  d—  dx  =  r/s  =  «f8 
zusetzen.  Für  den  Schiverpunkt  hat  man  T  =  r,=T2  =  r3>  und 
die  r,  r, ,  r2,  r3  sind  \  der  Schwerlinien.  Am  fruchtbarsten  für 
die  Betrachtung  des  Tetraeders  überhaupt  scheint  die  Bestim- 
mung zu  sein,  dass  A' Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel,  also 
r  =  r,  =  r4  =  r3  gemacht  wird,  und  es  wird  (für  die  Fortsetzungen 
dieses  Aufsatzes)  gut  sein,  für  diesen  Fall  den  r,  t,,  t4,  t8, 
welche  dann  Pyramiden  im  engeren  Sinne  werden,  besondere  Be- 
zeichnungen p,  pA,  p2,  p3  zu  geben.  Es  wird  dann  aus  (50),  (51),  (52): 

3v  =  Pr»,   3^=P,r3,    3|>a  =  Par»,   3p3  =  P3r«;  (53) 

26* 
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V  +  Vi  cos  p  +  Pt co«  jr  +  pg  cosx  =  0,  (55) 
nebst  den  drei  anderen. 


§.  24. 

Der  in  §.2*2.  (51)  aufgestellte  Tetraeder- Moduln»  rrtr2rs  ist 
unter  die  Moduln  im  eigentlichen  Sinne  so  lange  nicht  zu 
rechnen ,  als  über  die  Lage  des  Punktes  K  keine  Bestimmung 
getroffen  ist,  weil  er  für  ein  gegebenes  Tetraeder  bis  dahin  kei- 
nen bestimmten  Werth  hat.     Dagegen  entspricht  der  Modulus 

v  d 
ir3=f»  (M)  durchaus  dem  Modulus  01  =       Wie  nämlich  durch 

Multiplication  mit  lr*  aus  den  Grundgleichungen  (48)  die  Glei- 
chungen (55)  hervorgehen,  so  entspringen  aus  den  Grundgleichun- 
gen*) (49)  durch  Multiplication  mit  Hl  diese: 


—  4  +  J,  cosa' cos ß'  +  d%  cos y1 

>  (56) 

nebst  den  drei  anderen. 


Diese  Gleichungen  (56)  scheinen  bisher  vorzugsweise  die  Auf- 
merksamkeit der  Mathematiker  auf  sich  gezogen  zu  haben.  So 
hat  z.  Ii.  Herr  Professor  Bretschneider  in  der  ersten  Abhand- 
lung des  ersten  Theils  dieses  Archivs  aus  ihnen  und  den  fol- 
genden 

t  +  tx  cos  v 4-  ^cos  n  +  f3 cos  x  =  0, 

nebst  den  drei  anderen, 

worin  <,  /, ,  <£,  f,  die  von  O,  A,  B,  C  aus  gezogenen  Schwer- 
linien bedeuten,  eine  Reihe  interessanter  Gleichungen  hergeleitet. 
Er  macht  dabei  auf  die  bemerkenswert  he  Reciprocit&t"  aufmerk- 
sam ,  welche  freilich  ohne  die  Zurfickfährung  auf  unsere  Grund- 
gleichungen  (48)  und  (49)  nur  als  eine  zufällige  erscheinen  kann. 


*)  Ich  nenne  die  Gleichungen  (49)  Grundglcichungcn  im  Vergleich 
zu  (56)  dämm,  weil  jene,  so  wie  die  Gleichungen  (48),  das  einfachste 
Verhalten  «wischen  den  Ecken  allein  und  ihren  Bestiuimnngsttürken 
(ohne  Einmischung  von  Elementen,  die  den  Ecken  fremd  sind)  ergeben. 
Das«  in  §.20.  die  Gleichungen  (49)  aus  den  Gleichungen  (66)  herge- 
leitet sind,  ist  unwesentlich,  da  (49)  nach  der  Betrachtung  in  $.  21.  auch 
ans  (48)  hatte  hergeleitet  werden  können. 
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Sie  erklärt  sich  nun  daraus,  das»  die  Gleichung  der  Dreiecke 
(56)  der  Hauptgruppe  derjenigen  Gleichungen  angehört,  die  aus 
der  Grundgleichung  (49)  der  Tetraederecken  erwachsen,  dagegen 
die  Gleichung  der  Schwerlinien  der  anderen  Hauptgruppe  derjeni- 
gen, die  aus  der  Grundgleichung  (48)  der  vier  Ecken  um  einen 
Punkt  abzuleiten  sind  *).  Die  gegenseitige  Poloritat  beider  Haupt- 
gruppen findet  ihre  Erklärung  in  dem  §.21.  Gesagten. 

§.  25. 

» 

Da  nun  die  Gleichungen  (48)  und  (49)  und  ihre  nächsten  De- 
sceodenten  (52)  und  (56)  die  fruchtbarsten  Ausgangspunkte  für 
Untersuchungen  über  das  Tetraeder  sind,  so  mögen  die  wichtig- 
sten Ableitungen  aus  (48)  und  (49)  hier  folgen: 

(49) 

—  77        +  J^cosa'  +  Il^cosß'^  J7,cos/  =  0,  I. 

Jlcosa'  —  JIt         +  J/acosy  +  27,cos|5  =0,  11. 

ücosß'  +  /Ii  cosy  —  IJ%        1+  II9  cosa  =  0,  III. 

/7cosy'  +  77,  cos  ß  +  Jlcosa  —  17s        =0;  IV. 

(48) 

F        +F,  cosr  +  F2cos3i  +  Fjcosx  =  0,  I. 

Fcose+F!         -f  F2cos  v  i  Fscosfi  =  0,  II.  • 

PC0Sft  +  P|C0SV  +  P2         +Pscosjl  =  0,  III. 

Pcos*  +  P,cosf*  -fPscosA.  +  P3        =0.  IV. 


*)  Um  da«  Letztere  deutlicher  nachzuweisen,  al«  in  §.  23.  andeutungs- 
weise achon  geachehen  iat,  denke  man  K  als  Schwerpunkt,  und  von  0 
aua  die  Schwerlinie  t  gezogen.  Dann  ist  bekanntlich  daa  Stück  von 
/,  welche«  innerhalb  dea  Theiltetraedera  r  fällt ,  J/j  offenbar  aber  i«t 
daa  Verhältnisa  x:%,  da  beide  auf  der  Grundfläche  J  stehen,  gleich 
dem  Verhältnisa  dieaes  Stückes  zur  ganzen  /,  alao  t  =  {Z,  ebenso 
r,  =  r,  =r,  =£S,  was,  in  die  Gleichung  (52)  gewetzt,  ergtebt: 

r-f  r,  cos  r -fr,  coew-f  ra  cos»  =  0, 

und  weil  offenbar  r—      u.  s.  w.  mich 

/  -|-  tx  cos  P  -f  t%  COS  TT  \  /a  cos  X  =  0. 
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Setzt  man  die  Warthe  von  co»a',  cosjS',  cosy'  aus  II.,  HL,  IV. 
in  I.  oder  die  Werthe  von  cos»,  cqs«,  cos*  aus  II.,  III.,  IV. 
in  I.,  so  erhält  man  : 

(57) 

77»  =  77,  *  +  77t»  +  773»  -  2  ilt  278  cos  «-«  ZA  278  cos  0  —  2  27,  27*  cos  y, 
P»  =  P,,*  +  Pa*  +  P,a  +  2P2PS  cos  A  +  2p, P3  cos  fi  f  2P,  P* cos  v. 

Durch  Elimination  von  cosy'  aus  1.  und  IV.  und  cosy  au» 
II.,  III.  von  cosx  aus  I.,  IV.  und  von  cosv  aus  II.,  III.: 

(58) 

n*  +  Ji,  *— 27777,  cos «'  =  n<?  +     -  277,778  cos  a , 

nebst  zwei  anderen; 
P2  f  P,  H  2  PPt  cos  p  =  P2* + P3*  +  2P4Pa  cos  X , 

nebst  zwei  anderen. 

Setzt  man  in  (58)  links  den  Factor  77 — 2/7,  cos a'  aus  I. 
=  —  77,  cosa'  +  772cosj3'  +  773cosy'  und  dem  Factor  P+2P,  cosr 
=  P,  cos  t>  —  P2  cos  Ti  —  P3  cos  x : 

(59) 

27747T3  cos  a  =  -27,  (27,  -27Cos«')  + 772(  77„-  27Cos0')  f  273(27,-/7cos  y'), 

nebst  ztvei  anderen; 

2PaP3  cos  X  =  -P,  (P,  +P  cos  r)-P2(P,+  Pcos  *)-P3(P3  +Pcos*), 

•nebst  zwei  anderen. 

Setzt  man  in  IV.  den  Werth  von  77  resp.  von  P  aus  I.,  so 
führt  dies  auf: 


.         -  27,»sin  V  +  n2*8'm*ß'  +  773«sinV 
Ctg  °l  =  4TC75  

ctete)  -  »V^-»Vgin**--P,»sin»« 


(60) 


Eliminirt  man  aus  I.  und  II.,  1.  und  III.,  I.  und  IV.  27  resp. 
*,  dann  wieder  77,  und  P, ,  so  erhält  man : 


*)  0**)  bedeutet  den  Flächenwinkel,  den  die  Kbenen  der  Winkel 
n  und  k  mit  einander  bilden. 
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(61) 

sin  V  sin  *|S'  sin  *y'  =  (cos  a  +  cos  ß'  cos  /)*  sin  V 

+  (cos|H  «Wcosy')2^*?'  +(cosy +cosa'  cos|3')*sitt*y' 
+(cosa+cosÖ'cosy')(cos|3-|-co8a'cos/)(cosy+coscf/cos|J,), 

sin**  sin  *n  sin  *x  =  (cos  A — cos  n  cos  x)*  sin  *p 

-f  (cosp-  -  coscco8x)*sin*jr +(cos  v  -  cosücostt)  Vin»x 
—  (cosA— cos?tcosx)(co8f*— cost?cos*)(cosv-  cosocosx). 
Diese  Gleichungen,  weiter  entwickelt,  ergeben: 
.     .  (62) 

1  s    cos*a  +  cos  V  -  cos*acos*a'  +  2cos /Scosfl'cosycosy' 

-f  2  cosa  cos  ß  cos  y 

+  cos  */5  +  cos  2/3'  -  cos  */3  cos  *0'  +  2  cos  a  cos  a'  cos  y  cos  y' 

+  2  coso  cos  ß'cosy' 
+  cos*y  +  cos*y'  -cos*ycosY  +2co8acosa'cos/Jcos|J' 
+  2coso/cosj3cosy/  +  2cosacos/3co8y, 

1  =    cos*  A  +  cos  *p  -  cos*A  cos*p  +  2  cos  fi  cos  « cos  v cos  x 

— 2  COS  i  COS  JA  cos  v 

-f  COS*  fl  +  cos  *«  —  cos  V  COS  *7t  +  2  COS  A  COS  V  cos  V  COS  X 

—  2C08  AC08  7CC08X 

-f  C08*V  +  cos  *x  —  COS  *V  COS  *X  -f  2  COS  1  COS  V  COS  ft  cos  n 
—  2  COS  P  cos  ^  COS  X  —  2  cos  t»  cos  v  cos  «. 

Bei  den  Eliminationen,  wpdurch  die  Gleichungen  (61)  gefunden 
werden,  kommt  man  auch  anf  folgende  Gleichungen: 

(63) 

4n2nt  =  (cos  ß  +  cosa' cos  y')(cosy  +  cos  a'cos/3') 

+  (cos  a  +  cos  ß'  cos  y')  sin  *a' , 

4P2P3  =  (cos  p  —  cos  v  cos  x)(cos  V—  COS  V  cos  «) 

|+  (cos  A— cos  Tt  cos  x)  sin  *t>. 


Jung  hau:  Betträge  zur  Tetraedrometrte. 

Da  4//sZ78  eine  Function  aller  Flächenwinkel  ausser  o  und 
4PtP3  eine  Function  aller  Seitenwinkel  (der  vier  Ecken  um  10 
ausser  A  ist:  so  bieten  die  Gleichungen  (63)  die  Werths  tob 
cosa  und  cosA  durch  die  je  fünf  anderen  Flächen  -  resp.  Seiten- 
winkel ausgedrückt,  dar,  was  aus  den  Gleichungen  (61)  oder  (62) 
unendlich  mühsam  zu  erreichen  wäre. 

Für  manche  Untersuchungen  sind  auch  folgende  Umformun- 
gen der  Grundgleichungen  brauchbar,  die  man  erhält,  indem  man 
cosa'  mit  1—  2sin*;a'  und  mit  2cosÄX~  1  u.  s.  w.  vertauscht 
und  ebenso  mit  cosv  u.  s.  w.  verfährt: 

(64) 

1(— /Z+JT,  +  J/2  +  /78)  =  nx  sin*ia'  -f  /7fsin»J0'  +  zr,sin «Jy*. 

\<n  +  nx  +  jt*+/j5)    =  nx  cos'^+^cosMSH  /ijcos  V, 

i(-P  +  FA  +Pa  +  P3)  =  Vx  cos«ir  +  Pacos*i«  +  P8  cos«;», 
i(P  +  P,  +  Pa+P8)     =  P,  sin*,*  +  Pt8in*;«  +  P3sin*l«; 

wozu  die  je  drei  anderen  analogen  Gleichungen  leicht  zu  bil- 
den sind. 

Durch  Verbindung  derselben  und  Anwendung  der  Gaussi- 
sehen  Formeln  kommt  man  noch  auf: 

17  i  TT  _     n  8'info  +  c»>  .  n  sin(6g-fc») 


11-/7,  =  -.  nj**&^  +  J7,™to*> , 

n  — ■>_!.■>  im.  sinfrv+t»)  sin(t>x+cft) 
U~ir"f*Pl+Pt   sin(*v)    +P»    sin(x,0  ' 

ft  _  b»  s>  ■»  sin  (üv— r*)  sin(rx— rp)t 
U~  2    sin(*v)  P>    sin(^)  ' 


(65) 


woraus  ferner  hervorgeht: 
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//sin  o'  =  774cos  63  sin  y  -f  /73  cos  c*sio  ß, 

i/sin  /S'  =  /Zt  cos  as  sin  7+ 1/3  cos  c4  sin  <x ,  i 

//sin/  =  i/|  cos  Ojsin  0 + //a  cos  6&6ina;  f 

>  (66) 

Psin  r +  P1co8(vp)sinv-f  P3cos(fii;)8infi.  =  0, 
P  sin  +  Pi  cos  (vrc)  sin  v+P3  cos  (Arc)  sin  X  =  0, 
Psinx-f  P|  cos  (fix)  sin  p-f  P2co6(jLx)sin  A  =0. 

In  allen  Gleichungen  dieses  §.  25.  können  die  II  mit 
den  J,  die  P  mit  3rr  oder  mit  p  vertauscht  werden. 

§■  26- 

Einen  Ausgangspunkt  ftir  viele  Untersuchungen  über  das  Te- 
traeder bietet  auch  die  Anwendung  des  Satzes  (41)  in  §.  16.  auf 
die  vier  Ecken  des  Tetraeder  dar.  Werden  nämlich  von  dem 
beliebigen  Punkte  K  im  Innern  des  Tetraeders  nach  den  Ecken 
die  Geraden  r,  rif  r2>  rs  gezogen  und  Ebenen  durch  sie  gelegt, 
so  werden  durch  die  letzteren  auch  die  Tetraederecken  in  je 
d_rei  T heilecken  zerlegt,  dereu  Eckensinus  und  polare  Eckensinus 
so  bezeichnet  werden  sollen:  Die  rechts  angehSngten  lndices 
bezeichnen  wie  bisher  diejenige  der  vier  Tetraederecken,  welcher 
die  Theilecke  angehört,  die  oberen  Accente  (P^  P^'  P%")  deu- 
ten die  Theilecken  an,  und  zwar  in  der  Art,  dass  diejenige  Theil- 
ecke, welche  die  Seite  a%  mit  der  Hauptecke  gemeinschaftlich 
hat,  einmal,  diejenige  welche  mit  ihr  bt  gemein  hat,  zweimal, 
die,  welche  mit  ihr  ct  gemein  hat,  dreimal  accentuirt  ist. 

Wir  haben  demnach  aus  (41): 

P  =  P*  cos  (m)  +  P"  cos  (rp) + P»'  cos  (rg) ,  \ 

Pl  =  P,'cos(r,ii)+iy/co8(rI!n)+  Pt'"  cos(rtn),  I 

)  (67) 

P%'coB(r&  +  P%"co*(r&)  +  P9"'cos(rt«) ,  l 
P%  ss  P9'  cos  (r8/)  +  P9"cos  (r9m)  +  Pf  cos  (r8</).  ) 

Diese  Gleichungen  sprechen  aber  noch  nicht  aus,  dass  die  von 
O,  A,  B,  C  ausgehenden  vier  Geraden  r,  rt,  rt,  r,  in  einem 
Punkte  zusammentreffen.  Je  nach  der  Art  und  Weise,  wie  diese 
Bedingung  eingeführt  wird,  nehmen  die  Gleichungen  (67)  sehr 
verschiedene  Formen  an. 


I 
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Anmerkung.    Wenn  man  in  eine  dieser  Gleichungen  nach 


§.  28. 

Am  fruchtbarsten  ist  dieser  Ausgangspunkt  (Gleichung  (68)), 
wenn  man  für  K  den  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel  wählt, 


*)  Man  wird  die  Porin  (43)  im  Allgemeinen  der  Form  (42)  vorzie- 
hen, weil  diese  12  Kantenwinkel  ß,  6,  C;  «, ,  öx  u.  s.  w.  in  die  4  Glei- 
chungen bringt,   während  jene  statt  deren   nur  die  6  Flächen  w  inket 

a,  ßy  y,  a',  ß\  /  einführt. 


§.  27. 

Wendet  man  z.  ü.  die  Gleichung  (41)  in  der  Form  (4J)  *)  auf 
die  vier  Tetraederecken  an,  multiplicirt  mit  r,  r, ,  r2,  rs  und  er* 
setzt  ralnn',  rsinijj'  u.  s.  w.  durch  dl%  d  u.  s.  w.,  so  erhält  man 

* 

(68) 

2  JZr  =  Ui  sin  «  cos  {ru)  +  r/2  sin  /? cos  (rp)  -f  rf^  sin  y  cos (rg) , 

2//,  f|  =  d  sin  «  cos  (ri «)  +  ^  sin  y'  cos  (rt «)  +  rf8  sin  0'  cos  (rt  m) , 

nebst  zwei  anderen. 

Hierin  lassen  sich  noch  die  12  Winkel  (ru),  (rp),  (r,n)  u.  ».  w. 
auf  die  6  Winkel  r,  »,  x,  A,  v  und  6  Kanten  m,  p,  9,  /.  in,  n 
bringen,  indem 


cos  (ru)  =  »     cos(r|U)  =  ,  u.  s.  w. 

w  u 

Dadurch  wird: 

(60)  | 

2/7r  =  ^B'ntt(r- rt  cose)+  ^8in^(r— r2cos  *r)  -f  ^^(r— r3cosx), 
u  p  o^ 

rfsin«.  x .  djslny'  rf3sin/3' 

2J7,r,  =  — —  (r,— rcos»)+  ™ — (r,— r.jCosv)+— ^-   (r,  ~r3co^), 

nebst  zwei  anderen. 


sina     illfr  3x  Pr,r*r3 

(<36)         =    ^    u.  s.  w.  setzt,  und  nach  (50)  d  =  -j  =  — ^  — » 

so  kommt  man  auch  auf  diesem  Wege  zu  der  Gleichung  (48). 
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also  r  =  t*|  =  r2  =z  r3,  cos(r«)  =  cos  (vi)  =  sin  £0  u.  s.  w.  setzt. 
Dann  gewinnen  unsere  Gleichungen  die  Form: 

(?0) 

2//r  =  r/|  sinosin  £c  -\-disinßs\u^7t-^d38\nys'm^x, 
%nxr  =  clsincrsin \t  -f  c/^  sin  y' sin  >-f  e^sin  /S'sin  Jp, 
2//ar4=  «/sin  jSsin     -frfi  sin  y'sin  »v  -f  i/s  sin  «'sin  if*, 
27/3r  =  dsinysin  |«       sin  0'siii  »fi  +  rtVina'sin  « A; 

oder,  wenn  man  sie  noch  mit  fc2r  multiplicirt,  und  dann  2rsinit>  =  « 
setzt,  u.  s.  w. : 

4/Tra=  c^usina-f  rf«psin/S-f  cr^siny, 
4i71r2  =  rf«sin«+rfaitsiny'  +  rf3m8in/3/,  }  (71) 
nehst  zwei  anderen. 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  durch  Eliminationen  und 
durch  Substitutionen,  die  zum  Theil  schon  aus  der  Figur  leicht 
ablesbar  sind,  zahllose  neue  Relationen  zwischen  den  Bestim- 
mungsgrüssen  des  Tetraeders  gewinnen. 

Zu  bemerken  ist  noch  über  (71),  dass  die  Producte  w sin  ct.... 
..../sin«'  sich  nach  (36)  einestheils  durch  •  •  •  •  ~^7j~~  » 

anderntheils  durch  ••••  —  ersetzen  lassen.  Letzteres 

w  w 

z.  B.  giebt: 

4r*ic  =  i7adap2  +  173rfso2, 

4r*w  =  JZtfVrf  TTjrfjn*^  JT3rf8m», 

■ 

nebst  zwei  anderen , 

woraus  durch  einfache  Eliminationen  interessante  Resultate  zu 
gewinnen  sind. 

Auch  lassen  sich  leicht  die  Producte  je  zweier  Gegenkaaten 
einfahren:  Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (71)  mit 
M,  so  wird 

4Pra=  </i  wsina  -f  d^p  sin  b  -J-  a^sinc. 

F 

Da  nun  sina  =  2^,  sin  6  =  ^,  sinc=2^,  so  ist: 


31K)  Jungk  an:   Beiträge  zur  Teiraedrometrie. 

* 

8Pr*  zzufi+pm^  +  qn1^,  (72) 

wonach  die  drei  anderen  leicht  zu  bilden  sind.  Offenbar  ist  (da 
wir  ja  in  diesem  §.28.  unter  K  den  Mittelpunkt  der  umschriebe- 
nen Kugel  verstehen)  —  die  Cotangente  des  sphärischen  Radius 

des  dem  Jv  umschriebenen  kleinen  Kugel kreises.  Bezeichnen 
wir  diese  mit  ctgpt  (eine  Verwechselung  des  sphärischen  Radius 
Qi  mit  dem  linearen  p,  ist  nicht  zu  besorgen),  so  erhalten  wir: 

8fV*  =  ti/ctgOj  + pro  ctg  p, +  911  ctg  p, , 

8Pjr*  =  n/ctg  p  +  pm  ctg  p,  +  qn  ctg  p, , 

8/\r*  =  ti/ctgpa+proctgp  +  öwctgp, , 

SP^r*  =  «/ctg  p»  +  /»m  ctg  Pi  +    ctg  p. 

»  * 

Eliminirt  man  aus  der  ersten  und  vierten,  so  wie  aus  der  zweiten 
und  dritten  qn,  so  erhält  mau : 


(73) 


Ul   ^Pctgp  +  ^CtgPt  —  /ytgfa  —  P8Ctgp, 

4r*     '         ctgpctgpi  — ctgp^ctgps 

Pctgp  — fictgp^PgCtRPa  —  /J3ctgpa 
ctgpctgpa  —  ctgp,ctgp3 

.  Pctg  Q  —  Px  ctg  p,  —  P,  ctg  p«  4-  P,  ctg  p3 
ctg  p  ctg  p,  -ctgpjctgp« 


$.29. 


(74) 


Der  Verfasser  hat  in  den  obigen  28  Paragraphen  aus  einer 
grossen  Menge  von  Einzelnheiten,  die  sich  bei  ihm  angehäuft 
haben,  diejenigen  zusammengestellt,  die  ihm  theils  als  Grundlagen 
für  die  Darstellung  anderer  Gruppen  dienlich  scheinen,  theils 
geeignet,  diesem  verhältnissmässig  noch  wenig  entwickelten  Zweige 
der  Wissenschaft  Aufmerksamkeit  und  Arbeit  zuzuwenden.  — 
Zur  Aufstellung  eines  organischen  Systems  fehlt  ihm  noch  so  viel 
Material,  dass  es  nicht  rathsam  scheint,  bis  zur  vollendeten  Her- 
beischaffung und  Verarbeitung  desselben  mit  der  Veröffentlichung 
mancher  immerhin  för  sich  interessanter  Einzelnheiten  zu  warten. 
Besonders  würde  es  ihn  freuen,  wenn  ihm  der  obige  Aufsatz  ei- 
nige Mitarbeiter  gewönne. 
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XXVII. 

Summation  zweier  unendlicher  Reihen  auf  elemenla- 

rem  Wege. 

Von 

Qerrn  Julius  Bode, 

wi«sen«chaftlichem  Hnlblehrer  am  (>jrmna«inm  zn  Oorlmnnd. 


Lejeune  Di  richtet  fand  *),  das»  der  Ausdruck 

»ti  n*U 

sich  unendlich  der  Einheit  als  Grenze  nähere,  „lorsque  la  vari- 
able positive  q  devient  moindre  que  toute  grandeur  donnere. "  Herr 
Sch  15  milch  indess  glaubt**),  dass  dies  auch  noch  für  den  Grenz* 
fall  e=0  gelte,  und  fährt  hierzu  zwei  Beweise  an,  einen  elemen- 
taren und  einen  zweiten  ausführlicheren  als  Di  richtet  mit  Hülfe 
der  Gammafunktion.  Was  zunächst  den  elementaren  Beweis  an- 
geht, so  dürfte  es  nicht  schwer  sein,  nachzuweisen,  dass  der- 
selbe einen  Irrthum  enthält,  durch  dessen  Beseitigung  sich  dar- 
thun  lässt,  dass  der  fragliche  Ausdruck  für  o=0  ebenfalls  genau 
gleich  Null  ist. 

Herr  Schlümllch  folgert  aus 

und  der  hieraus  abgeleiteten  Gleichung 

JL         1p       2p  _2o_ 

offenbar  in  Uebereilung  die  Relation 

*)  Crelle't  Journal.  Bd.  IXX.  p.  326. 

Schlömilch'a  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Pbyeik.  1858. 
Liisg.  p.  99.  and  1860.  p.  182.  ff. 


3<JH  Bode:  Summa  tiuu  weter  unendlicher  Reihen 

Denn  es  ist  wohl  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  die  Glei- 
chung (1°)  auch  in  der  Poriii 

[I        J[   l  1 
lM~e  +  t>M  q  +  •  -  +  («  -  l)i  I  e +  «»+(>  +  • •'" 

.        +  ('in  -  2)»+l»  +  (2»  -         +  (^+0 

geschrieben  werden  darf,  in  welcher  das  allgemeine  Glied 

der  Reihe  bezeichnet  und  diese  stets  mit  dem  Gliede  /4r7ij« 

('2«)  Hf 

endigend  gedacht  wird.  Doch  ist,  wie  sich  zeigen  wird,  für  die 
Schlussbetrachtung  gleichgültig,  ob  das  letzte  Glied  ^ji+e  odcr 

iPi\i"4.«'  sein  80"* 
(2»  +  J)l+c 

Demnach  wird: 

und 

2 Art  =  e  f  (irr? ~     e  +  """"  +  (2h- 1)^0^(2^?) 


oder 

Art  = 

P 

Geht  man  in  dieser  Gleichung  links  und  rechts  nach  Q  zur 
Grenze  Aber,  so  folgt: 

(3) 

Da  nunmehr  der  Werth  der  eckigen  Klammer,  welcher  mit  £ 
bezeichnet  werden  möge,  für  jeden  positiven  ganzen  Werth  ron 
n,  auch  für  ?<  =  qo,  genau  Null  ist,  wie  bewiesen  werden  wird, 
so  ergibt  sich  ganz  streng  nach  der  von  Herrn  Scb  IG  milch  selbst 
angegebenen  elementaren  Methode  des  Beweises  /*(0)  =  0. 


uigmzeu  Dy  ouy^i 


auf  elementarem  Wege.  391) 

Bezeichnet  nämlich  n  irgend  eine  positive  gaoze  Zahl,  s«  er- 
hält E  drei  Glieder  mehr,  wenn  in  (3)  das  n  von  n  auf  n-f-1 
wächst,   und  zwar,  erhftlt  die  erste  runde  Klammer  mehr  die 

Glieder  +  0  \  .  und  — «»  die  zweite  runde  Klammer  da- 
Ln  -f-  l  in  -\- 1 

gegen  verliert  das  Glied  — r— . ,  wofür  sie  erhält  die  beiden  neuen 

fi  ~r  i 

s  Glieder  +2^qp|  ""^  +  -l^~jTö»  so  dass  dieGesammtanderung  des 
£  beträgt: 

■        1   +  _L;  L  ,— o 


2»i  +  1 "   '2m|2t»  +  1    2m  +  I     2m  +  2 

d.  h.  £  ändert  sich  nicht  mit  w.  Nun  aber  ist  £  für  m=3  iden- 
tisch mit  Null,  also  auch  für  w  =  4,  w  =  5,  m=6,  n=7,....,  d.i. 
auch  für  n  —  oo. 

Hätte  man  die  Reihe  in  (1*)  nicht  mit  p^yr^  schliessen  las- 

sen,  sondern  mit  £^^Jy+j>>  ÄO  w«rde  E  allerdings  nicht  für 

endliche  n  gleich  Null  sein  können,  gewiss  aber  für  m  =  oc  un- 
endlich klein  sein  müssen,  wie  leicht  zu  sehen.  Immer  ist  dem- 
nach lur  m  =  oc: 

=  £  =  0  (I) 

und 

(II) 

Es  scheint  nicht,  dass  das  vorhergehende  Raisonnement  an- 
gegriffen «erden  könne,  es  sei  denn,  dass  die  Gleichung  (3)  in- 
sofern bestritten  werde,  als  sie  aus  der  ihr  vorausgehenden  dadurch 
abgeleitet  ward,  dass  für  die  Grenze  der  Summe  der  unendlichen 
Reihe  geselzt  ward  die  Summe  der  Grenzen  ihrer  einzelnen  Glie- 
der —  beides  in  Bezug  auf  q.  Allein  dies  thut  auch  Herr  .Sc Mo- 
ni i  Ich  und  ist  auch  gewiss  statthaft,  wie  ich  im  Zusammenhange 
mit  anderen  dahin  gehörigen  Untersuchungen  demnächst  nachwei- 
sen werde.    Aus  dem  vorhergehenden  Ergebniss  folgt  indess  nicht, 

<,ttsö    £  ,~^Fp  ,ür  a,,e  «"«endlich  kleine  g  ebenfalls  unendlich  klein 

sei,  vielmehr  nähert  sich  der  Werth  dieses  Ausdrucks  mit  unend- 
.  lieb  klein  werdendem  q  allerdings  einer  diskreten  Grösse  grösser 
als  Null,  er  nimmt  aber  wieder  continuirlich  ab  und  zwar  bis  Null, 
wenn  p  von  einem  gewissen  unendlich  kleinen  Werth  an  noch 
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weiter  und  zwar  bis  Null  abnimmt.  Diese  merkwürdige  Eigen- 
schaft, welche  sich  als  eine  bis  jetzt  wenig  beachtete  Contioui- 
tätsweise  ergibt,  kommt  der  Summe  sehr  vieler  und  wichtiger 
unendlicher  Reihen  zu  und  wird  ebenfalls  demnächst  ausfuhrlich 
erörtert  werden. 


XXVIII. 

Ueber  den  Cartesischen  Satz  bezüglich  der  Anzahl 
der  positiven  und  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung. 

Von 

Herrn  Dr.  G.  Zehfuss, 

PrivRtdocenten  in  Heidelberg. 


Der  Cartesische  Satz:  Eine  algebraische  Gleichung 
mit  reellen  Coefficienten  kann,  falls  sie  vollständig 
ist,  höchstens  ebensoviele  positive  Wurzeln,  als 
Zeichenwechsel,  und  höchstens  ebensoviele  negative 
Wurzeln,  als  Zeichenfolgen  darbieten,  erscheint  zwar, 
obgleich  selbst  Gauss  (Crelle's  Journal  III.)  es  nicht  ver- 
schmäht hat,  einen  Beweis  desselben  zu  liefern,  fflr  die  Zwecke 
der  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  seit  dem  Bekannt- 
werden des  Sturm  scheu  Satzes  von  untergeordneterer  Wichtig- 
keit; allein  trotzdem  wird  man  sich  mannichfacher  Anwendungen 
desselben  erinnern,  weshalb  es  nicht  ungerechtfertigt  erscheinen 
durfte,  einen  auf  neue  Principien  gegründeten  Beweis  desselben 
zu  veröffentlichen,  besonders,  da  sich  dabei  auch  bezuglich  der 
unvollständigen  Gleichungen  einige  neue  Bemerkungen  ergeben. 

Der  Mechanismus  des  Beweises  beruht  auf  der  bekannten 
Bern oii Iii' sehen  Schlussart,  nach  welcher  man  zeigt,  das«  der 
Satz  für  eine  Gleichung  nten  Grades  gelte,  sobald  er  für  die  je 
unmittelbar  niedere  Derivirte  sattfindet,  wodurch  die  Entscheidung 
nach  n  — 1  Derivationen  zuletzt  von  der  Giltigkeit  des  Satzes 
bei  der  Gleichung  des  ersten  Grades  abhängig  gemacht  ist,  bei 
welcher  er  bekanntlich  zutrifft 
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1.    Untersuchung  des  Kennzeichens  der  positiven 

Wurzeln. 

Die  Anzahl  der  positiven,  also  von  Null  verschiedenen  Wur- 
zeln der  Gleichung  wten  Grades 

f\x)  =  ax»  +  axx*-1  + ....  +  uu-ix+ an  -  0 

sei  gleich  r,  die  Anzahl  der  Wechsel  sei  gleich  v.  Ebenso  sei 
t'  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  der  Derivirten 

/•'(*)=:  +  (n— 1)  aix»-*  + ....  +  a„-i , 

und  t?'  die  Anzahl  ihrer  Wechsel.  Alsdann  hat  man  immer  ent- 
weder t>'=p,  oder  v'=v— 1,  jenachdem  a„  und  an-\  gleiche  oder 
entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Untersuchen  wir,  in  welchem 
Zusammenhange  diess  mit  der  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  bei- 
der  Gleichungen  steht.  Es  sind  verschiedene  Fälle  dabei  zu  unter- 
scheiden. 

«)  Wenn  0,-1  und  a«  beide  positiv  sind,  ist  r'  =  r. 
Die  durch  y=f\x)  dargestellte  Curve  schneidet  wegen  a„=f(0) 
die  Ordioatenachse  oberhalb  der  Abscissenachse,  und  steigt  we- 
gen f'(Q) =tin-i> 0  anfangs  aufwärts,  bietet  also,  ehe  sie*  noch 
die  Abscissenachse  trifft,  einen  Maximalpunkt  oder  eine  Wurzel 
von  f'(x)=0  dar.  Nach  dem  Rolle'schen,  leicht  aus  der  Be- 
trachtung der  Curve  folgenden  Satze,  kann  nun  zwischen  je  zwei 
Wurzeln  von  f'(x)  =  Q  höchstens  eine  einzige  von  f(x)==Q  He- 
gen; nur  die  grösste  positive  Wurzel  von  f(x)z=zQ  braucht  nicht 
zwischen  zwei  Wurzeln  von  f'(x)  =  0  zu  liegen.  -  Eine  möglichst 
grosse  Anzahl  r  von  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  ergibt  sich 
demnach,  wenn  man  die  r'  —  1  zwischen  je  zwei  derV  Wurzeln 
von  f'(x)=0  etwa  möglichen  Werthe  noch  um  die  grösste  Wur- 
zel von  f(x)  vermehrt,  wodurch  im  Ganzen  r'  —  \  +  \~T'  eut. 

steht     Also  i*t  r     r'.     Diess.  zusammen  mit  r'  =  P,  ergibt: 

ß)  Wenn  an>0  und  afl-i<0,  ist  p  =  r'-f  1,  und  die  Curve 
schneidet  die  Ordinatenachse  oberhalb  der  Abscissenachse  und 
beginnt  fallend,  wegen  f'(ß)  =  0l_i  <  0.  Eine  möglichst  grosse 
Anzahl  von  Wurzeln  ergibt  sich  demnach  för  A*)=0,  wenn  die 
Curve  sofort  die  Abscissenachse  durchschneidet ,  ehe  sie  einen 
einer  Wurzel  von  f'{x)  entsprechenden  Minimalpunkt  erreicht, 
und  dann  wie  unter  «)  zwischen  je  zwei  der  r'  Wurzeln  von 
f  (x)  —  0  eine  positive,  und  zuletzt  noch  eine  ausserhalb  der  r' 
Tlioil  xxxiv. 


402      Zeäfuts:  Oeöer  den  Carlestschen  Satz  bezüglich  der 

Wurzeln  von  f*{x)  gelegene  grosste  Wurzel  ergibt.  Die  grosste  An 
zahl  der  Wurzeln  von  f(x)=0  ist  sonach  r^l+(r'-l)  f  V^r'  -f  I. 

Zusammen  mit  t>=r/  +  l  ergibt  sich  r— p^r'— p'. 

y)  Die  Fälle  a»_i<0,  on<0  und  nw_i>0,  a„<^0  lassen 
eine  den  Fallen  a)  und  ß)  analoge  Behandlung  zu  und  ergeben 

gleichfalls  r—»^r'-V. 

6)  Wenn  a«=0,  </*_i=ö,  so  berührt  die  Curve  im  Ursprünge 
die  Abscissenacbse  und  entfernt  sich  dann  von  ihr,  indem  sie 
eher  eine  Wurzel  von  /,/(or)  =  0,  als  eine  solche  von  /(,r)=ü  dar 
bietet.    Abgesehen  von  der  grossten,  müssen  demnach  die  Wur 
zeln  der  letzteren  sämmtlich  zwischen  solchen  von  f'{x)  =  0 

liegen,  ihre  grösste  Anzahl  ist  mithin  r^(r'-l)  +  l,  d.h.  r^r. 

und  da  unter  der  Voraussetzung  d)  auch  r=r'  ist,  so  entsteht 

wieder  r—  v^r*  —  v'. 

e)  Wenn  an  — 0,  on_i^0,  so  ist  r  =  r'  *).    Die  Curve  geht 

durch  den  Ursprung  und  entfernt  sich  dann  von  der  Abscissen 
achse;    die  weitere  Betrachtung  ist  wie  unter  8).    Es  entsteht 

wieder  r  —  v  r'  — 1>\ 

f)  Wenn  an>0  und  an-i=0  ist,  so  schneidet  die  Curve  ober- 
halb der  Abscisscnachse  in  die  Ordiuatenuchse  ein  und  geht  da- 
selbst horizontal,  wendet  sich  jedoch  alsdann  aufwärts  oder  ab- 
wärts, jenachdem  der  erste  der  Coefncienten  an—i*  aR-}t   der 

nicht  verschwindet,  positiv  oder  negativ  ist,  weil  dann  eine  der  Ordi- 
nate /*(())  =  ««  nächstanliegende  Ordinate  f(.z)  =  f(i))  +  on-uXu  + . • 
augenscheinlich  nur  durch  das  die  nachfolgenden  kleinen  Glieder 
in  ar'*+1....  -beherrschende  an-fiXft  von  /\0)  =  a„  unterschieden  ist. 
—  Wendet  sich  die  Curve  aufwärts,  so  ist  die  Betrachtung  wie 
unter  er),  wendet  sie  sich  abwärts,  so  ist  sie  analog  ß) ,  in  hei 

den  Fällen  resultirt  daher  r—v  *V  — «?'. 


*)  Hier  wie  unter  8)  soM.  wie  überhaupt,  Itei  Heurthei lauf 
der  Anzahl  der  Zeichenweise!  auf  verschwindende  Gl  ieder 
keine  Rücksicht  genommen  werden,  sondern  es  gelten  nur  sHe 
von  Null  verschiedenen  Glieder  nls  massgebend.  Einige 
Schriftsteller  cmetsr.cn  die  Nullen  nach  Wilikühr  durrli  eis 
fingirtes  -f  oder  — . 
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n)  Aualog  g)  entsteht  auch,  wenn  a*<0,  an-i  =  0  ist, 
r-t^r'-e'. 

Nach  Betrachtung  aUer  dieser  Fälle  ergibt  sieb,  dass  selbst 
wenn  in  den  Coeföcienten  Lucken  vorbanden  sind,  d.h.  die  Glei- 
chung unvollständig  ist,  immer  r — v    r'  —  v*  sei,  wenn  nur  bei 

Zählung  der  Zeichenwechsel  die  Lucken  gänzlich  ver- 
nachlässigt werden.  Da  der  Grad  der  Gleichung  ohne  Ein- 
fluss  auf  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  war,  so  lägst  «ich 
die  letzte  Ungleichheit  auch  auf  alle  Derivirten  ausdehnen,  d.  h. 
man  hat: 

r— c^r'—n'^r'' ^  r*«-1) — »<«-  »>• 

Da  aber  die  (n  —  l)te  Derivirte  vom  ersten  Grade  und  für  sie 
also  der  Cartesiscbe  Satz  richtig  ist,  so  hat  man  rC"-1)  —  c^-^^O, 

also  ist  r—v^O  oder  r^n,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 


II.    Untersuchung  des  Kennzeichens  der  negativen 

Wurzeln. 

Im  Vorhergehenden  ist  die  Giltigkeit  des  Kennzeichens  der 
positiven  Wurzeln  selbst  für  den  Fall  der  unvollständigen  Glei- 
chung wten  Grades  bewiesen  worden,  wenn  man  nur  bei  Beur- 
theilung  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  die  "Lücken  nicht  mit  in 
Betracht  zieht.  Hieraus  würde  sich  durch  Transformation  von  x 
in  —  x  eine  leichte  Regel  für  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln 
fQr  alle  Fälle  herleiten  lassen,  wie  bekannt.  Allein  wir  wenden 
uns  zu  der  an  die  Zeichenfolgen  gebundenen  Regel  für  die 
höchste  Anzahl  der  negativen  Wurzeln,  und  werden  beweisen,  dass 
sie  bei  der  vollständigen  Gleichung  nten  Grades  immer  statt  habe, 
dass  aber  im  Falle  der  unvollständigen  Gleichung  die 
Grenze  der  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  um  eben  so 
viele  Einheiten  zu  erweitern  ist,  als  Lücken  mit  unge- 
rader Anzahl  von  Nullen  zwischen  zwei  Gliedern  vom 
entgegengesetzten  Zeichen  vorhanden  sind,  vorausge- 
setzt. 4nss  die  Lücken  beim  Zählen  der  ZeiehenwechseJ  nicht 
berücksichtigt  werden.  —  Die  n5thige  Riscussion  der  einzelnen 
Fälle  ist  durchaus  ähnlich  derjenigen  der  Fälle  unter  I.,  weshalb 
wir  uns  darauf  beschränken  wollen,  bei  der  vollständigen  Glei- 
chung nur  zu  discuUren  den  Fall, 
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wo  «n>0  und  a»_i>0. 

Bezeichnet  man  durch  p  die  Anzahl  der  Folgen  von  f{x),  durch 
p'  diejenige  der  Folgen  von  f'{x)y  und  bezeichnen  r  und  r'  die 
Anzahlen  der  negativen  (von  Mull  verschiedenen)  Wurzeln  von 
f(x)  und  f'(x),  so  ist  zunächst  klar,  dass  für  am>0  und  *i„_i>0 
f'{x)  eine  Folge  weniger  darbietet  als  f(x),  d.h.  es  ist  p=pr  + 1- 
—  Ferner  schneidet  die  Curve  oberhalb  der  Ordinatenachsc  in  die 
Abscissenachse  ein  und  senkt  sich  von  da  wegen  aB_i>0  tregen 
die  Seite  der  negativen  Abscissen  hin,  woselbst  eine  möglichst 
grosse  Anzahl  negativer  Wurzeln  von  f(x)=0  entstehen  kann, 
wenn  zunächst  die  Curve  die  Abscissenachse  schneidet,  ehe  sie 
in  einem  Minimalpuiiktc  eine  Wurzel  von  f'(x)  =  0  darbietet.  Eli» 
ist  dann  ferner  zwischen  je  zweien  der  r'  Wurzeln  von  f*{x)  mir 
höchstens  eine  solche  von  f\x)  =  0  möglich,  und  endlich  kann 
noch  eine  absolut  grösste  negative  Wurzel  von  f(x)=zO  vorhan- 
den sein,  die  nicht  zwischen  zwei  solchen  von  /'(.t)  =  0  einge- 
schlossen ist.  Die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  ist  also  höch- 
stens 1  -f  (r'— d.  h.  rSr'  l  I.  Diess  zusammen  mit  p—p'i  I 

ergibt  r  —  p^r'  —  p'. 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  im  Falle  der  vollständigen  Glei- 
chungen bei  allen  übrigen  zu  unterscheidenden  Fallen,  also  er 
hält  man  wie  unter  I. : 

r—p  <  r'-p'<r"  -//'....  <  r("-»)  -;/(—», 

und  da  r^-1)  — ^tt_1)  =  0  ist,  so  kommt  r^pt  d.  h.  bei  der  voll 

ständigen  Gleichung  ist  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  d«-rje 
nigen  der  Folgen  höchstens  gleich. 

Falls  Lücken  auftreten,  ergibt  sich  gleichfalls  immer  »Ins 
Resultat  r  —  p^r'— p' ,  ausgenommen  den  Fall,  wo 

o»  ^  0  und  an-i  =  0 

T 

ist.   Sei  z.B.  o»>0,  an-t  =  0;   die  Curve  schneidet,  indem  «»ie 
horizontal  geht,  oberhalb  der  Abscissenachse  in  die  Ordinaten 
achse,  und  steigt  nach  der  Seite  der  negativen  x,  oder  lallt,  jenacb 
dem  der  erste  der  Coefficienten  oB_*,  o„_3....,  welcher  nicht 
verschwindet,  positiv  und  von  gerader  Ordnung,  negativ  und  von 
ungerader  Ordnung,  oder  umgekehrt  ist.    Man  6ndet  wie  oben  in 


- 
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diesen  Fällen  r  —  p^.r*  —  p' ,  ausgenommen,  wenn  an-p  von  ge- 
rader Ordnung  uud  negativ,  also  eine  Lücke  von  ungerader  Glie- 
derzahl zwischen  einem  Zeichenwechsel  auftritt.    Man  sieht  leicht, 

dass  r^l+r',  weil  sieh  die  Curve  der  Achse  nähert,  gerade 
wie  im  Falle  a„  >  0,  o»-i  >  0.    Aher  es  ist  r  =  v',  also  nicht 

r-  p  =  r'  —  o', 

sondern 

- 

Dieses  Hinzutreten  einer  Einheit  wiederholt  sich  so  oft  mal,  als 
derartige  Lücken  nach  genügender  Anzahl  von  Derivationen  an 
das  Ende  der  Gleichung  treten,  d.  h.  so  oftmal,  als  solche  Lücken 
vorhanden  sind.  Bezeichnet  man  ihre  Anzahl  durch  p,  so  ergibt 
sich  durch  Addition  der  Ungleichungen: 

r~P^l  +  r'-t>', 


r(«-2)  _„(«-»)  <  r(n-l)_^0(a-l)  <  0, 

dass  r-r^f»,  was  dem  Anfangs  unter  IL  ausgesagten  Theo- 
reme entspricht.   Ein  einfaches  Beispiel  bietet  x2«— -wscO. 
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XXIX. 

Die  Ellipse  und  Hyperbel  als  einhüllende  Kurven 
eines  Systems  von  Kreissehnen. 

Von 

Herrn  Franz  Unferdinger 
an  der  k.  k.  Marine -Sternwarte  sn  Trieft. 


§•  1. 

Das  Problem,  mit  dessen  Erledigung  durch  die  Hilfsmittel  der 
analytischen  Geometrie  sich  der  vorliegende  Aufsatz  beschäftigt 
ist,  was  seine  geometrische  Anschaulichkeit  betrifft,  sehr  einfach 
und  lautet  folgenderroaassen : 

Es  sind  in  einer  Ebene  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  zwei  feste 
Punkte  A  und  B  und  ein  Kreis  gegeben.  Verbindet 
man  diese  zwei  Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte 
M  des  Kreises,  so  werden  diese  Verbindungslinien, 
nöthigen  falls  verlängert,  den  Kreis  noch  in  zwei  ande- 
ren Punkten  Ax  und  Bx  schneiden,  und  die  Lage  der 
durch  diese  Punkte  At,  B\  gelegten  Geraden  ist  Cur 
jeden  Punkt  M  eine  bestimmte.  Man  soll  die  krumme 
Linie  bestimmen,  welche  die  Gerade  AXBX  beschreibt, 
während  der  Punkt  M  die  Peripherie  des  gegebenen 
Kreises  durchläuft. 

§  2. 

Nehmen  wir  den  Mittelpunkt  0  des  gegebenen  Kreises  zum 
Anfangspunkt  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  und  be- 
zeichnen wir  die  laufenden  Coordinaten  mit  x,  y,  so  ist  die  Glei- 
chung des  gegebenen  Kreises  vom  Radius  r: 
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I  r 

(1)  *»  +  ty*  =  r* 

Die  Coordinaten  der  zwei  festen  Punkte  A  und  B  in  der  Ebene 
des  gegebenen  Kreises  seien  beziehungsweise  a,  b  und  a',  6'. 
Legen  wir  nnn  durch  irgend  einen  Punkt  (xy)  des  gegebenen  Krei- 
ses und  durch  den  Punkt  (ab)  eine  Gerade,  so  wird  diese  den 
Kreis  noch  in  einem  zweiten  Punkte  treffen,  die  Coordinaten  die- 
ses Punktes  seien  u  und  r.  Ebenso  bezeichnen  u'  und  »'  die 
Coordinaten  desjenigen  Punktes  des  gegebenen  Kreises,  in  wel- 
chen die  durch  die  Punkte  (xy)  und  (a'b')  geführte  Gerade  den 
Kreis  zum  zweiten  Male  schneidet  Zur  Bestimmung  von  ti,  t>,  u' ,  v' 
dienen  die  Gleichungen: 


i  t»«  +  **=r*,  f  tt*-rV*  = 

f  «  =  Le  +  /V,        (3>     \  u'  =  L'v' 


rf-"  +  p"  =  r*, 

+  Af'; 


(2) 
wobei 

(4)  Lss9=*.  L'=»-^, 

'        x—a  x  —  a  x—a'  x—a1 

ist.  Betrachtet  man  x  als  unabhängige  Variable,  so  ist  ersicht- 
lich, dass  sowohl  y,  als  auch  u,  v,  p'  als  Functionen  von  x 
zu  betrachten  sind.  Legt  man  endlich  durch  die  Punkte  (mp)  und 
(mV)  eine  dritte  Gerade,  so  ist,  wenn  man  Kürze  halber 

'  u — u'  u—u' 

setzt,  die  Gleichung  derselben : 

(ö)  y=Ux+V. 

Gehen  wir,  x  um  Jx  ändernd,  von  dem  Punkte  (xy)  des  gege- 
benen Kreises  zu  einem  benachbarten  Punkte  desselben  über,  so 
werden  sich  auch  die  Grossen  V  nnd  F  entsprechend  ändern, 
und  die  Gerade  (6)  wird  eine  andere  Lage  erhalten.  Bezeichnen 
wir  die  Aenderungen  von  ü  und  V  mit  AU  und  AV,  so  ist  die 
Gleichung  der  neuen  Geraden: 

(7)  y  =  (V+AV)x+V+AV, 

und  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  Geraden  (6) 
und  (7)  sind: 


AV  AV  ri  „ 


oder  auch: 
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dV  4V_ 
dx 

dx  dx 

Dieser  Durchscbnittspunkt  wird  offenbar  zu  einem  Punkte  der 
gesuchten  einhüllenden  Kurve»  wenn  wir  dx  eich  der  Null  nähern 
lassen,  und  da  in  diesem  Falle 

Um—^—  Um——dV 
dx    *  dx  dx  dx 

wird,  so  hat  man,  wenn  x  und  j  die  Coordinaten  eines  Punktes  , 
der  gesuchten  einhüllenden  Kurve  bezeichnen: 

dV  dV_ 

dx  dx 

dx  dx 

Werden  die  in  diesen  Gleichungen  angedeuteten  Differenziationen 
ausgeführt  und  aus  ihnen  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
#2 -|- .f/8  =  ra  die  Coordinaten  .t,  y  eliminirt,  so  ist  die  Elimina- 
tionsgleichung, welche  nur  mehr  die  Coordinaten  x,  y  und  die 
Constanten  r,  a,  b,  a' ,  b'  enthalten  wird,  die  Gleichung  der  gesuch- 
ten einhüllenden  Kurve. 

Wir  haben  hiermit  in  Kürze  die  Methode  angedeutet,  welche 
wir  zur  Losung  der  vorgelegten  Aufgabe  verwenden  werden,  und 
es  kommt  nunmehr  darauf  an,  die  hier  nur  angedeuteten  Opera- 
tionen wirklich  auszuführen,  was  uns  zu  einigen  längeren  Rech- 
nung-Entwicklungen  nöthigen  wird,  worauf  ich  den  Leser  gleich 
am  Eingange  aufmerksam  mache.  Die  vielseitige  Transformations- 
fähigkeit der  hierbei  auftretenden  Ausdrücke,  die  schliessliche 
Einfachheit  der  Resultate  werden  einigermaassen  für  die  Länge 
der  Rechnung  entschädigen. 


fr  3. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  (5)  ü  und  V  nach  x  diffe- 
renzirt  und  die  Werthe  von  ^  in  die  Gleichungen  (8)  suh- 

stituirt,  so  findet  man : 
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(9) 

/        ix  /  i<it>  '    dv'  du  du* 

*~     (u-n'^-^-U    ,>\(dtt     dH'\  ' 
("    U,W    dx) -(B -e>^-^/ 

1 

woraus  ersichtlich  wird,  dass  es  zunächst  auf  die  Berechnung  von 

.        du    dv    du'    dv'  , 
u,  t>,  u',  v',  -j^>         ankommt.    Die  Werthe  von  ti,  v 

und  u' ,  v'  sind  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  herzuleiten,  und 

da  aus  den  Gleichungen  (4)  hervorgeht,  dass  sich  die  Ausdrücke 

von        M'  von  jenen  L,  M  nur  dadurch  unterscheiden,  dass 

a't  b'  an  der  Stelle  von  at  b  steht,  so  werden  sich  auch  die  Aus- 

j  -  t    ih,     t     i    du'    dv'        •        c»  du  dv 

drucke  fiir       t>',  ^9  ^-  aus  jenen  für  «,  u,  ^,  ^-  einfach 

dadurch  ableiten  lassen,  dass  man  a',  6'  an  die  Stelle  von  a,  © 
treten  Ifisst,  so  dass  man  also  nur  die  ersteren  vier  Grossen 

du    dv       i_  . 
*'       dx*  dx  ZU  Derecnnen  hat»  W02u  w»r  nun  übergeben.  Eli- 

minirt  man  aus  den  Gleichungen  (2)  einmal  v  und  einmal  u,  so 
erhält  man  folgende  zwei  Gleichungen: 

(1  +  Z,2)  «*  +  ILMu  +  W  -  r»  =  0, 
(1  +Z,*)t>*  +  2^/r  +  ^/*— r*L*=0. 

Die  erste  Gleichung  gibt  die  zwei  Absei  ssen  der  beiden  Durch- 
schnittspunkte  der  Geraden  (xy),  (ab)  mit  dem  gegebenen  Kreis. 
Da  aber  der  eine  Durchschnittspunkt  (xy)  ist,  so  muss  die  erste 
der  vorstehenden  Gleichungen  identisch  erfüllt  werden,  wenn  man 
x  an  die  Stelle  von  u  setzt  Aus  gleichen  Gründen  muss  auch 
die  zweite  Gleichung  identisch  erfüllt  werden,  wenn  man  y  an  die 
Stelle  von  v  setzt.    Man  erhält  hierdurch: 

(1  +  Iß) x*  +  2LMx  +  M*  -  r«  =  0, 

(1  +  Z<V-2%  +  ^-r*Z»  =  0. 

Zieht  man  diese  zwei  Gleichungen  der  Ordnung  nach  von  den 
zwei  vorhergehenden  ab  und  zerlegt  in  Factoren,  so  ergibt  sich: 
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(«-*)!(! +L*)(H  +  ar)  +  2LA#|  =  ö, 

da  aber  der  Voraussetzung  gemäss  n  und  9  von  x  und  y  verschie- 
den sind,  so  können  die  vorstehenden  Gleichungen  nur  erfüllt 
werden,  wenn 

(1  +  L*)(u  +  *)  +2LÜ#=0,   (1  +  V)(v  +  y)-2tf =0, 
und  hieraus  folgt: 

'ILM        2Cy-6)(6*— «ff) 

2^1  2(g-a)(fer~g.y)  . 

p  +  y=    T+I*=    <*-*)«  + <y-A)»f 

mithin : 

*  I  ( g — «0»  +  (y  -  &)*  1  +  2  (y  -  *)  (A*  -  oy) 

yi(g-«)H(y-W-2(*--o)(*a:--«y). 

D-  U*-a>»+(y-6)*  ' 

oder  auch,  weil 

—*!(«-«)■  4- (y-W-2(y-*)(A«-«f) 
=«}(a:-a)H(y-A)*}-(:r+«)((^ 

=  o  { (*-a)»  +  (y-A)*  I  -  (ar-o)  {    -  a* +2A(y-A) )  -  (.«/-*)«(*-*) 

=  a  \  (*— a)» + (y-  A)*  I — (*-  «)  (r*  -  a*  -  6«) 

und 

-  y  |  (x  -  a)H  (y- 6)*}  +2       «)  (Ox  -  ay) 
^!(*-«)H(y-A)*}-(y+A)i(:r-a)H^ 

=  6  { (*-•)»  +  (y- A)*  I  -  (y-A)  |y*~  A»  +  2a(:r-«))  -  (*-•)«  (y-A) 
= 6  [  ( *  -  a)*  +  (y  -  A)* 1  -  (y  -  6)  (r*  -a»-  A*) 
ist : 

a|  (*— a)*+ (y-o)*)— (g-a)(r* -o*-A*) 

B==  (*-«)*  + (y-A)4       "  ' 


(10) 


A)  1 — (y-A)  (r«~q*- A«) 

~~  (*-«)*  + (y-A)« 


Nimmt  man  jotzt  Rflcksicht  auf  die  am  Eingänge  dieses  Para- 
graphen in  Betreff  der  Ableitung  von  u',  t>'  aus  «,  r  gemachte 
Bemerkung,  so  hat  man  unmittelbar: 
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,  _  6'1  (*-  «Q«  +  (y  - 6')«)  -  (y-6')(r» - c"-6'») 

§•4. 

Weil  nach  der  Gleichung  (1) 


ist ,  so  wird  : 


£1(*_fl),  +  (,_4),1=2J^> 


5  (Zähler  von  «)  »   ^—^  —l, 

^  (Zähler  von  r)  =  —    

und  hiermit  nach  den  gewohnlichen  Regeln  der  Differenziation 
der  Zähler  von 

-  «—im.  (y-6).,2a(to-ay) 

-  [o  |  ( »  -  o)*  +  (j,  -  6)«  |  -  (x  -  a)  (r»  -  n*  -  6*)]  ^T^Sl 
=_ (r«__  ^gl(a:-«.)«-Ky-ft)!tl-2(J!-o)(6x-oy) 

der  Zähler  von  ^ 

=  ,  (,—)■ _  tw»<to  -  °y> + «fr*-«'  -  »*> 

-  [6  { (x  -  a)*  +  (y  -  6)«  1  -  (y-6)  (r»-  a»-6«)]  ?ö^r JÖ 

ff 
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Da  endlich        und  ^jr  die  zweite  Potenz  von  (.T—«)2+(y-6)2  zum 
gemeinschaftlichen  Nenner  haben,  so  wird: 
(  du  r2~a2  — 62 

(13)  } 

{  da:~     ((*_w)2  +  <y-6)2|yW- 

Wird  auch  hier  wieder  die  Bemerkung  am  Eingänge  de« 
§.  3.  berücksichtiget,  so  erhält  man : 


du'  r2-  a'2— 6'* 


(14) 


rf*  """Kar— a')»  +  (y  - 6')*ly 


J.  5- 

Wenn  wir  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 

(15)    Ä=l(x-a)2  +  (y-6)2jy'    A'  =  ((* -«')■+ fr 

setzen,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Bemerkung  des  §.3.  in  Bezug 

r  ,.    ....  du'    dv'        du  do 

aut  die  Ableitung  von  ^  »  ^  aus  ^  >  ^-  '• 

rf»<     .      dt>        .       du'     ...     dt>'  ... 
(16)    a;=*e,  ^=-A»,  ^=AV,  3^  =  -*'«'; 

und  diese  Werthe  «ollen  wir  nun  in  die  Gleichungen  (9)  Substi- 
tuten. Weil 


ferner 


so  wird  der  Zähler  von  x  gleich 

—  (h— h')  uu'  (n  —  «')  —  (r -  r')  (Am'p  -  A  W) . 
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oder  wenn  man  die  Glieder  mit  Am'  und  die  Glieder  mit  A'm,  je 
für  sich,  zusammenfasset  und  dabei  bedenkt,  dass  M24r2  —  w'2-fr'J=r* 
ist,  auch  gleich 

-(Am'  +  A'm)  (p2-mm'-pp'). 

Der  Nenner  von  x  hingegen  wird  gleich 

—  (Am  -  A'm')  (m  -  «0  -  (äp  -  *  V)  (r-  »0  > 

oder,  wenn  man  die  Glieder  mit  dem  Factor  A  und  jene  mit  dem 
Factor  A',  je  für  »ich,  zusammenfasst  und  wieder  mittelst  der 
Relation  m2  ■+  r2  =  M/2-f  r'2=r2  reducirt,  auch  gleich 

—  (A  +  A')  (r2  —  mm'—  rc'); 

mithin  wird 

Wird  dieser  Werth  bei  der  zweiten  der  Gleichungen  (11)  berück- 
sichtiget, so  gibt  dieselbe: 

_  (Am'  +  A'm)  (p  -  r')  +  (A  +  A')  (ui4  —  m'p) . 
y~"  (Ä  +  A'Hm— m')  '  * 

der  Zähler  dieses  Bruches  kann  jedoch  leicht,  wenn  mau  die 
Glieder  mit  m  und  n4  je  für  sich  zusammenfasst,  auf  die  Form 

(Ap'  f  A'p)(m— m') 

gebracht  »erden,  so  dass 

Ap'  +  A'r 

(18)  y-"- 
wird. 


§.  0. 

Um  aus  den  Gleichungen  (1?)  und  (18),  welche  nunmehr  an 
die  Stelle  der  Gleichungen  (Ü)  treten,  die  Werthe  von  x  und  y 
als  Functionen  von  x  und  y  zu  erhalten,  ist  nur  nfithig,  für  u  und 
p  die  Werthe  aus  (10),  für  u4  und  p'  die  Werthe  aus  (11),  für  A 
und  /*'  die  Werthe  aus  (15)  zu  setzen.  Nehmen  wir  zu  besserer 
Uebersicht 

(19)    t*=(x-a)*-i  (y-A)2,    /'2  =  (.r-«')H(y--A')2, 
so  wird: 
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hu'  +  h'u  =   ^  

Ar  IAp-   ^  ^  

r»-q'»-6'« (y-6)  (r«-g»-6«) 

_  o7'*(r*-  a*-6«)+ cWr*-«*-^»)-  (r«-o*-6»)  (r»-a»-6»)C2y-^»') 

ytH* 

und 

»  .  <*(r*-a*-6*)  +  /»(r»-«« -  6«) . 

h  +  h  =  ^2  , 

folglich  ist  : 
(20)  x  = 

* 

**(r*— «'*  -  6'*)  +  *'a(r*— «»— 6*) 

y  = 

6^(r2--Q/a~6/a)+6/</2(ra--fia-^g)-(r»-<fa-62)(r<-q/a-&^)(2y--6-6/). 

in  welchen  Ausdrücken  man  «ich  för  **,  tn  die  Werthe  au«  (19) 
zu  denken  hat. 

§.  7. 

Wenn  man  in  den  zweiten  Tbeilen  der  Gleichungen  (19)  ent- 
wickelt und  alsdann  berücksichtiget,  dass  x*  +  y*  =  r2  ist,  so  wird: 

(21) 

P  =  r*  +  a*+6*-2/i*- 26y,   I'«  =  r9  +  «'»+6/a-2a'*-26'y, 

und  wenu  man  sich  diese  Werthe  för  Ü1  und  tf*  in  die  Gleichun- 
gen (20)  eingeführt  denkt,  so  wird  einleuchtend,  dass  diese  Glei- 
chungen in  Bezug  auf  x  und  y  vom  ersten  Grade  sind.  Indem 
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wir  beabsichtigen,  Zähler  und  Neoner  in  den  xw«ilea  Theilen  die- 
ser Gleichungen  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x  ufld  y  zu  ord- 
nen, machen  wir  folgende,  zur  Vereinfachung  der  Transformation 
dienliche  Vorbereitung.   Es  ist  identisch : 

(n2+A*)  (r*-  n'*-!jiT)=-(r*—a*-b*)  Cr»-  n'2-  h*)  +  r2(r2-a»2-©'2), 
(a'Hb*)<S*—a*-b*)=--(T'l--a*-b,*)(r*-a'*-b'*)  -f  r»(r2-n2—  6«) ; 

wird  die  erste  Gleichung  mit  a,  die  zweite  mit«'  inultiplicirt,  und 
werden  alsdann  beide  Gleichungen  addirt,  wird  ferner  dasselbe 
Manöver  mittelst  der  Muftiptiratoren  b  und  h4  ausgeführt,  so  er- 
hält man: 

(22) 

a  (o2  +  o2)(r2-a'2- A'2)  -f  «'(«^  +  A'2)  (r2— «2— 6«) 
==~(«>«0(r*-«2-62)(r^/2--^4)+;«(r2-rt'2-6«)+a'(r^a«--6*)|, 

Ä(a2  +  ft2)(r2-a'2--A'2)  +  A'fa'HA'2)  (r2— o2~A2) 
=-(6+6')(r*— C2-A2)(r2— «'«-o^il^r^-r/^-Ä'^+o'Cr«-«»— //«)J: 

hiermit  wird  der  Zähler  von  x 

» 

=    r*{  a(r*— tf*2— A«)  +  «'(r2— o2— A*)t  f  ö(<r2  +  62)  (r2-«*-/,'*) 

+  rt'<o/a  +  A'2)  (r2— «2— A2) 

-  2«  (ax  +  by)  (r2—  a'2  —  A'2)  —  2«'       +  6'^)  (r2— a2— A2) 
_  (r*_  ««— 62)  (r2- -  A'2)<2* r  - «  -  «fO 

=  ^2{a(r2-a'2-A'2)-M'(r2-a2-A2)} 

-  2*  ( /i2(r2— a'2— A'2)  +  n/2(r2-  «2- A2)  +  (r2-  «*•-  A2)  (r2— -  A*2.' 
— 2^{aA(r2— «'2— A'2)  -f  «'A^r2— «2— A2)J 

=    2r2  { a  (r2 — «'2 — b4*)  +  a '  (r2  -  «2 — A2) } 
— 2ar{(r2  — A2)(r«— a'2-6'2)  -f  a'2(r2  —  rt2— 69)i 

-  2y  |  ab  (r2-  a'2-  A'2)  -f  n'A'  (r2 -  <i2  -  A2) ! , 

und  der  Zähler  von  y 

-     r2|A(r2 — o'2)  +  A' (r2 - «2 - A2) }  +  6 (a2  -f  A2)  (r2  -  g'2  - A'2) 

+  6'(a'2  +  o'2)(r2-a2-Ä2) 
— 2A  (aar  +  6,y)  (r2-  a*2— A*2)  —26'  (a'ar  -f-  A'y)  (r2— «2  -  A2) 

-  (r2-a2  —  A2)  (r2  —  «/2— A'2)  (2^ —6  -  A') 
=    2r2{ A(r2— a'2 -  A'2)  f  A'(r2—  «2— A2) ! 

— 2y  ( A2  (r2-a/2~ bn)  +  A^r2— n2-A2)  4  (r2-«2  -  A2)  (r2  -«'2-A'2) j 
-2*{  a0(r2^a'2- 6«)  +  a'A' (r2  -  a2  -  A2) ! 
=    2r2  \  b  (r2  -  a'2  -  A'2)  +  6'  (r2  -«i2-  A2)  J 

-  %, !  (r2  -  a2)  (r2  -     -  A'2)  +  A'2<r2  -  «2-  A2) } 

-  ix  \  ab  (r2  -  «'2  -  A")  +  a'A'  (r2  -  «2-  A2). 
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Der  x  und  y  gemeinschaftliche  Nenner  wird 

=    (r2  —  a*—  A'2)  (r2-f  a2+A2— 2a*  — 2Ay) 
-f  (r2— a2— A2)  (r2+a'2+A/2-2a':r— 2A'y) 
=    { (r2-  a'2  -  6'*)  (r2  +  a2  +  6»)  +  (r2— a2  -  A2)  (r2-f  «'*  +  6*)l 
~2x|a(r2-a'2- A'2)  +  a'  (r2—  a2-  6«) } 
-2y|A(r2-«'2--A'2)  +  A'(r2--a2-- A2)) 
=    2{r4— (a2  +  A2)(a/2  +  A'2)| 

-  2x  | « (r* — a'2 — A'2)  +  a'  (r2  -  a2 — A2) } 
_2y{A(r2-  a"— A*2)  +  A'(r2— a2-A2)  j, 

und  man  hat  daher  endlich: 

(23) 

/         r2 1  o  (r2  -  a'2  -  A'2)  +  a'  (r2—  a2  -  A2)  | 
|  -  { (r2  -  A2)  (r2 -  a'2  -  6«)  +  a«(r2 -  a2- A2)  | * 
 —  { fl  A  (r2 — n'2  -  A*)  4-  a'b'  (r2 -  a2—  A2)  > y  

/  —  1 6     — — 6'«)  +  A'(r2— a2-A2)}y 

|        r2 1 A  (r2  -  a'2  -  A")  +  A'  (r2  -  a2 — A2)  \ 
\  —  {(r2— «2)(r2-a*— A'2)  +  A'2(r2— a2-A2)!y 

_   '      —  i  ab  (r2 — a'2  -  A*)  +  a'A'  (r2  -  q2  -  A2)  U  

y  ™  "j  {i^-(a2+A2)(o'2+A^J~{a(r2-a^A'2)+a/(r2-a2-A2)iar  / 

}  ~{A(r2-a'2- A'2)-f  A'(r2— a2—A2)|y  ' 

§.  8. 

Diese  Gleichungen  ('23)  treten  an  die  Stelle  der  Gleichuo- 
gen  (20)  oder  schliesslich  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (9),  uod 
es  ist  daher,  um  zur  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve 
zu  gelangen,  jetzt  notbwendig,  aus  diesen  in  Verbindung  mit  der 
Gleichung 

(1)  x*  +  y*  =  r* 

die  laufenden  Coordiuaten  x,  y  zu  eliminiren.  Diese  Elimination 
soll  im  Folgenden  einfach  dadurch  bewerkstelliget  werden,  da«» 
wir  x  und  y  aus  den  Gleichungen  (23)  bestimmen  und  die  gefun- 
denen Werthe  in  die  Gleichung  (1)  substituiren.    Die  resultirende 
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Gleichung  wird  ausser  den  Coordinaten  x  und  y  nur  noch  die 
Constanten  r,  a,  b,  o',  b4  enthalten  und  als  die  verlangte  Glei- 
chung der  einhüllenden  Kurve  alle  Aufschlösse  über  die  Natur, 
die  Lage  und  die  Dimensionen  dieser  Kurve  geben.  —  Werden 
die  Gleichungen  (23)  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x,  y  geordnet, 
so  erhalten  dieselben,  wie  ohne  Weiteres  einleuchtet,  die  Form: 

(A0  +  Bö*)  -f  (Ax  +  Bxx)x  +  (A2  +  B2x)y  =0, 

(24)  I  W^B^nW-^B^x^iA^^B^y^ 

und  zwar  isl : 

,  A0  =-r«|ö(r*-a'»-6«)  +  «'(r*-a»-6«)», 
B0=    r*-(a*  +  ^)(a«  +  6'*), 
Ax  -    (r*— 6*)(r*— a**—  b*)  +  a*(r*— a*-6*), 
Ä4  =_ |<i(r*— a'*— 6'a)  +  a'(r»—  a*-o*)}, 
^4  =    «6(r*-ö's— o^  +  a'Ä'fr».-  a*— 6«), 
Z?i  =  —  { 6  (ra— a'*  —  o/s)  +  b*  (r*—  a* — 6*) } , 

*o'=    r*-(a«  +  *,H«'t  +  *'t)» 
il,'  =    «6(r*-  a*— 6'*)  +  a'o'fr*— a»— 6«), 

' = - 1  a  (r*  —  a* — 6'«)  +  a'  (r»  -  a* — 6*) } , 

AJ  =    (r9 — a«)  (r*— a'*-  6'2)  +  6'«  (r*—  a*—  6«) , 

Bi'=—\b  (r*  -  a"- 6«)  +  6'(r*—  a«-  6«) } ; 

woraus  man  die  Relationen  entnimmt: 

IAo  =1*^=1*8^ .  B0  =  B6<, 
A2=AX\  Bl=ßi'f 
AJ^+Bt^+BJ,  Äa=#2' 

Multiplicirt  man,  in  der  Absicht  y  zu  eliminireu,  die  erste  der 
Gleichungen  (24)  mit  AJ  +  B^y,  die  zweite  mit  At  +  B2x  und 
subtrahirt  die  Producte,  multiplicirt  man  ferner,  in  der  Absicht 
x  zu  eliminireu,  die  erste  Gleichung  in  (24)  mit  Ax*  +  Bx'y  t  die 
zweite  mit  Ax  -f  Bxx  und  subtrahirt  die  Producte  ebenfalls,  so 
ergeben  sich  sofort  zur  Bestimmung  von  x  und  y  folgende  zwei 
Gleichungen : 

{ (A0  -f  /?0x)  (/V  +  B2*y)  -  (AS  +  BJy)  (A2  +  Ä4x) ! 

+  I  (Ax  +  Ä  a  x)  GV  +  £a'y)  -  (^ '  +  Ä4  'y)  (A2  +  £ax)  |  * = 0, 

+  { 0*a  +  Z?ax)  ( J»'  +  fij'y)- W  +  B2'y)  (Ax  -f  »lX)|y  =  0 ; 
Th.U  XXXIV.  28 
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welche,  wenn  man  die  in  den  Klammern  enthaltenen  Ausdrücke 
entwickelt,  in  Bezug  auf  x  und  y  ordnet  und  dabei  berucksich 
tiget,  das«  vermöge  der  Relationen  (26) 

BoBJ-BJH^Q,   BoBt'-ßo'Bt=0,  BXB*'-BX'B^, 

B2Bx'-B2'Bx=0 

ist,  in  die  beiden  folgenden  übergeben: 

\(A0A2'-  AJAJ  +  iBoAi'-BiAj)*  +  (AUB2*  -  A^B^y I 

\\{AiAJ^A%Al^\{BlA%'^B%Al^HAiB%'-Ä%Bx^\^ 

t  ( A0AX 4  -  Ax  A0')  +  (B0AX '  -  Bx  AJ)  x  +  (A0 Bx ' -  ^,   „')  y  i 

und  setzt  man  endlich  zur  Abkürzung: 

(27) 

*  =  /j0,V-/Mo',  fl'  =  'W-'Mo',  ü^^V-^i- 

X  =  B0A%'-B%A0',  *'=VW-tf,/V.  XX=BXA%' -BtAx\ 
<£=A0B2'-AZB0\   ff'  =  4«»i'-4Äo'.  <f,=4/V-iW; 
s*o  geben  die  vorhergehenden  Gleichungen: 

und  man  hat  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichoo« 

(I)  j*  +  3,«  =  f* 

als  Gleichung  i\or  gesuchten  einhüllenden  Kurve: 

oder 

(28)  (4  f»x  +  tfy)2  +  (Ü'f »lx+tf<y)*=r2(Jl1+»lx+tfiy)t. 

Da  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x  und  y  rom 
zweiten  Grade  ist,  so  schliesst  man  daraus  zunächst,  das«  die 
gesuchte  einhüllende  Kurve  ein  Kegelschnitt  ist.  Co 
weiter  über  die  besondere  Natur  dieses  Kegelschnitts,  über  die 
Richtung  und  Grösse  seiner  Hauptaxen  entscheiden  zu  können,  ist 
die  Berechnung  der  mit  4,  £,  <£,  Ä',  o.  s.  w.  bezeichneten  Grös- 
sen nittelst  der  Gleichungen  (27)  und  (25)  nothwendig. 
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§.  9. 

Durch  Anwendung  der  Relationen  (26)  auf  die  Gleichungen  (2?) 
überzeugt  man  sieb  mit  Leichtigkeit,  dass 

(29)        *  =       u'  =  - ,  = 

ist;  man  hat  daher  von  den  neun  Grössen  ü,  <£,  Ü',  B',  <£',  Mg,  B|a  <£i 
tiur  die  sechs  15,  <£ ,  Üt ,  33t ,  <£i  zu  rechnen,  um  sodann  die 
übrigen  drei  unmittelbar  hinschreiben  zu  können. 

Die  Werthe  aus  (25)  in  dem  Ausdruck  fär  2  in  (27)  substi- 
tuirt  geben  unmittelbar: 

B  =  -r2|A  (r»-a«  -  6*)  -f  6'(r*-  a*— 6») |* 

+ 1  (r«-a»)(r»-a«-6«)  +  6«(ra-«2-^)|(r*-(a«4A*)(«'2  f  6'2)l 
=  —  266V»  (r»  -  ««-  6»)  (r*— a«  -  6«) 

_  (P*_  0«_6»)  [r*6'*  (rÄ— a* — 6«)  -  6«  { r* — (a»+6*)  («'* + 6**) :  ] 

oder  weil 

,  ^«(r»-a«-6«)-6'*  { r4-  (a»+ 6*)(«'*  i  6«) }  =- o'»(aH&*)(r»-«'2- 
r26*  (rs    an  _  ^  _  (r*  _  a«)  j  ^  _  (fl*  +  02)  (a/2  ^ 

-  (ra  -  a*  -  6«)  |  a«  (a/»  +  ^2)  _  r4  j 

ist, 

»=(r*-a*- ^)(ra-a'«-6«)(-266'r*+  6*(aH  «-«VM-*'*)  -I  >  ^ 
oder,  wie  man  nun  leicht  findet: 

» = (r*_  a*—  6«)  (r*-  a'»  -  6'*)  (r*  -  aV  -66')  (r*+  aa'—bb1) 

Ebenso  wird: 

=    r* S  a(r*-a'*-6'«) + a'(r«-a*-6«)  J 1 6(r»-o/»-6l*)+ 6'(r*- 6*)  j 
-  { a6  (r*  -  a*  -  6«)  +  a'6'  (r*  -  a* — Ä«) )  { r*-  (o»+Ä*)(«« + 6'2)  | 

=    r*(r»— a* — 6»)  (r*—  a«— 6'*)  (a6'  +  a'b) 

+  (r2  -a«- 6»)  a'6'  [r*  (r*  -  a»  -  6«)  -  { r«  -  (a*  +  6»)  (a*  +  b'*) }] 
+  (r2  _  a*  _  6*)  aÄ     (r2_a/2-6'«)  -  { r*  -  (a*  +6*)  («'M  6'«)  i  J , 

oder  weil 
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ist, 

$=(,2-«*— 6*)(r*-a'*— 6*)|r»(«6'+«i'6)-  n'6'(«t+6s)-  «tf^'H^ 
oder  auch : 

<£  =  (r2—  a*_  6«)  (r* -  o«  -  6")  (r*  -  «o*  -  66')  («6'  +  a'b). 
Ferner  findet  man  : 

tf'=r    r*\a{r*-a*-b«)  +  a'{r*--a*~b*)\ 

_ }  (rt_6»Xr«-a*-*«)+ a'*(r«-a*-6*)}!r*-(«*  +  i>*)(W 
=    2ao'r«  (r*  —  o*  -  6«)  (r*  -     —  bn) 

+  (r«_a*_^)  [a'VCr»-«*— 6«)  -  a'*lr*-(<iH**)  (fl^+^ll 
+  (r»-a'*-6")  [aV^rW2-^  -  (r«-6»)|iM«H*,)<«'*+*W 

oder  weil  • 

a^V2-«2-*2)-«'2!^«2*^ 

0sr«  (ri — fl'*  — A'*)  — (r2  — 6*){r*— (a»  +  6»)  (a«  +  6«)  I 

ist,  so  wird 

tf <  _  (r-2_a2_^)  (r*_  a«_ 6«)  { 2aa'r«-o«(a»+6f)+ 6*(a'»+6'*Hr4 

oder  auch ,  wie  man  sich  alsbald  überzeugt : 

=  —  (r*  -  aa— 62)(r*—  o'*-6/2)(r»— aa'-bb')(r*—  aa'+66i) 

Wir  gehen  nun  über  zur  Berechnung  der  Constanten  Ä, ,  <i 
Zunächst  erhält  man: 

—  { a6  (r*  -     — 6«)  +  a'6'  (r*  -  a*  —  6«)  {« 

+  (ra_„«_^(rt_a/»_6*)|(r«_fc2)6<*  +  (r^-o^«-^ 
also  auch 

Jl==  r»(r1-a«-.6»)(r«-a«-6/«)* 
oder 

Ht  =  (r>  -  o»  -  6*)(r» - a'»- 6")  { r«  -  (au'  +  66')  *}. 
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Ebeoso  ist 

*J=-  { fl(r2-a'2-A'2)  +  a'(r2-a2- A2) }  { (r2-«!2)  (r2-.a'2-A'2) 

f  { A(r2-a'2-  A'2)+A'(r2-a2-A2) !  { </A(r2-a'2-A'2) +a'A'(r2-a2-A2)! 
=    (ra  -Ä*-A'2)2|-a(r2-a2)  +  nA2! 

— (r2— a2— A2)(r2— a*2— A^lcrA^ a'(r2— a2) — n'AA'— -«  AA'} 
__(r«_a*_  £i)  (r*_     _  ^/«)  { a  (r2— a*2 —  A'2)  -f  abn 

+  a'(r2  -  ii2)  —  «'AA'  -  aAA'j, 

und,  wie  man  mit  Leichtigkeit  findet: 

= — (r2—  a2  —  A2)  (r2  —  a/2  -  A'2)  (r2  —  «a'  —  AA')  (a  +  a'). 
Endlich  ist 

(f ,  =  -  { A  (r*  -     -  A«)  +  A'  (r2  -  a2  -  A2) }  { (r2  -  A2)  (r2  -  a*  -  A'2) 

+  a'2(r2-a2  — A2)} 

+  la^-a^-O+ii^-^-A^jlaACr^fl^A^+ii'A'Cr^^-A2)} 
=    (r*_-öi*_-  6'2)!-A(r2  —  A2)  +  a2A} 

— (r«_a»_.6«)  (r2— n'2- A'2)  |  a'A2+ A'(r2-A2)— aa'A-an'Aj 
=  _  (r2_a*_A«)  (r2-a'2-A'2)  { A  (r2— a'2— A'2)  +  a«A  +  A'(r2-A2) 

—  ua'b1  —  a  a4b  \ , 

oder,  wie  man  eich  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  überzeugt: 
^  =  — (r2— «2—A2)(r2-a/2— A'2)  (r2— «a'-AA')  (A+A'). 

Hiermit  sind  die  sechs  Constanten  *.  ff,  ff',  *!,  *i,  ff(  be- 
rechnet und  wir  haben  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  (29),  indem 
wir  zu  besserer  Uebersicht 

ff—  (r2 — a2— A2)  (r2  -  a'2— bn)  (r2— ««'  -  AA') 
netzen,  folgende  Zusammenstellung: 


-tfr2(a  +  a'), 

»  = 

#(r2  f  aa'  -  AA') , 

#(aA'-f  a'A), 

"r2(A  +  A'), 

-#(aA'  +  a'A), 

j  ff'  = 

—  #(r2  — aa'+AA'), 

#(r2  f  an'  1  AA') , 

-#(«  +  «'). 

«1  = 

-ff(A  +  A'). 
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welche  zwei  Gleichungen  durch  schlichtes  Transportiren  der  Glie- 
der unmittelbar  in  die  zu  ben  eisenden  übergehen.  —  Kraft  dieser 
Gleichungen  (35)  wird: 

äß  +  Üf* — r2Ü,*  =  r*|(a  —  a*)264 — (r*  —  n1  —  6*)  (r*  -  a  *  -  62) ) , 
r%»  =     («_-  „')*  r«  -f  (r*-  a*  -  6*)  (r»-  a"  -  6*). 

Ferner  ist: 

»4 =r»!-(«  -f  «')(r* + «a'-66') +  («  + «9(^+0«*+«*) 

— (6  +  60  (a6'  + 
= r*  { (a  +  a')  266'  +  (6  +  6')  (a6'  +  a'o) )  =  0 , 

ütf  -f     ■  -  r«Äi  tf,  =  -6r*(a+a')*-26r V2-«aW+26i^rH«a'+A*) 

=— 6r*(  («  +  a')*-4«ia' }  =  -6r*(a  -  a')» 

§.  11. 

Die  Gleichung  (32)  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve  hat 
also  die  Form:  -* 

(37)  -  MI  +  »x*  +  2J>y  +  Äy*  =  0 , 

wobei  die  Constariten  1X1,  W,  P,  &  folgende  Werthe  haben: 

Hl  =    r*  |  (r* — rt*  -  6»)  (r*  -  n* — 6«)  -  (a  -  «9*  6* } , 
H  =    (ra-a*— 6«)(r*-a'»-6*), 
P=— 6r*(a-a')«, 

Ä  =    (i*-a'-6*)(i*-«<»--6»)  +  (a-a91r* 


(38) 


oder 


(39) 


JH=    (r»_a»-6*)  (r2-, 


»1=    r*W-(a— a')*6«), 

«*-6*), 

P  =—6r2(a-«')2, 
<Ä=    B  +  (a  — a')*r* 


Die  Gleichung  (37)  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve  kann 
endlich  noch  durch  die  Annahmen 


(40) 


r=0, 

P 
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(41) 

R,_Pa 

auf  die  einfachste  Form : 

(42)  X*  +  — ß2  "  =  1 

gebracht  werden,  und  unser  letztes  Recbnungsgeschäft  wird  nun 
darin  bestehen,  die  Grossen  n,  A*,  Ba  unmittelbar  durch  die  Con- 
stanten des  Problems,  nämlich  r,  a,  a',  6  auszudrücken,  um  als- 
dann unverzüglich  zu  den  aus  unseren  Gleichungen  ableitbarer 
geometrischen  Folgerungen  überzugehen. 

Aus  den  Gleichungen  (39)  erhält  man: 

»MSI  =  r* {**  f  (r» -  b*)  (« - «)* W  -  (a  -  a')4 6*r* ! . 
mitbin  ist 

P« — m<Sl  =  r«M  { »  +  (a  —  aO*  (r8  —  6«)  i , 

oder,  da  aus  der  Gleichung  (36)  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung 
der  Grosse  W 

(r*  -  cra' — 6«)*  +  4aa'(r*—  6«)  +  6*(a  +  aO*— r*(a  +  a*)* =», 
(r*  _  aa'— 660»  +  6*  (a  -  «0*— r*  (a  -  a*)2  =  * , 
X  +  (a — aO*  (i* — 6*)  =  (r*— aa' — 6*)» 

folgt, 

P»  -  JKÄ  =  r2»  (r*  -  aa' — 6»)*. 

Ferner  ist 

<a=H  +  (a-  a')2r*=  (r*- aa'-  6*)*  +  (a  - a')26«, 
und  in  Folge  dessen : 
/jr=0, 

<43)  J  or^a-ap»  

'        (r«-aa'-6*)*  +  (a— a0*6«' 

(44) 

,.     .  (r«-q«'-6«)* 

*  ~r  (r*-aa'-A«)»  +  (<»-<»')4*,, 
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§.  12. 


Da  die  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve  vom  zwei- 
ten Grade  ist,  so  ist  dieselbe  ein  Kegelschnitt,  wie  wir  bereits 
in  §.  8.  bemerkt  haben.  Die  Form  der  Gleichung  (42)  deutet  auf 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  das  Product 


welches  in  (44)  in  dem  Ausdruck  für  B2  erscheint,  das  Vorzei- 
chen -f  oder  —  hat,  oder  je  nachdem  die  beideu  Factoren 
r2  —  a2 — o*,  r2  —  a'2  —  o2  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 
Der  Punkt  (r»)  ist  der  Mittelpunkt' und  A,  B  sind  die  Halbaxen 
des  einhüllenden  Kegelschnittes.  —  Ist  gleichzeitig  r,>a4  +  64, 
r2  >  +  b2t  oder  ist  gleichzeitig  r2  <  a2  +  62,  r2  <  a/2  +  62,  so 
haben  die  beiden  Factoren  in  (46)  gleiche  Vorzeichen.  In  diesem 
Falle  liegen  aber  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  beide  zu- 
gleich innerhalb  oder  beide  zugleich  ausserhalb  des  gegebenen 
Kreises.  Ist  hingegen  r2  a2  -f-  62  und  r2  >  a*2  +  62.  oder  umge- 
kehrt, so  haben  die  Factoren  in  (45)  ungleiche  Vorzeichen,  und 
einer  der  beiden  Punkte  A  und  B  liegt  innerhalb,  der  andere 
ausserhalb  des  gegebenen  Kreises.  Wir  können  daher  sagen: 
Liegen  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  beide  zu- 
gleich innerhalb  oder  beide  zugleich  ausserhalb  des 
gegebenen  Kreises,  so  ist  die  gesuchte  einhüllende 
Kurve  eine  Ellipse;  liegt  einer  dieser  Punkte  inner- 
halb, der  andere  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises, 
so  ist  die  gesuchte  einhüllende  Kurve  eine  Hyperbel. 
Aus  der  Form  der  Gleichung  (42)  erhellet  ferner,  dass  die  Rich- 
tung der  ersten  *)  Hauptaxe  A  der  gesuchten  einhüllenden  Ellipse 
oder  Hyperbel  stets  mit  der  Richtung  der  Are  der  x  oder,  was 
dasselbe  ist,  mit  der  Verbindungslinie  AB  der  beiden  festen 
Punkte  parallel  ist.  Der  Mittelpunkt  der  einhüllenden  Ellipse  oder 
Hyperbel  liegt  stet»  in  der  Senkrechten,  «reiche  man  vom  Mit- 
telpunkte des  gegebenen  Kreises  auf  die  Richtung  der  Verbin- 
dungslinie AB  der  zwei  festen  Punkte  fallen  kann,  weil,  wie  man 
aus  (43)  ersieht,  n  stets  mit  6  dasselbe  Vorzeichen  hat. 


•)  Denn  A  i«t  iiuinrr  reell,  und  für  den  lall,  dass  such  B  reell  ist 
ist  wegen 


(43) 


(r*_ „*_ (ji)  (ra—a*— £2), 


(/?  —  a')*r7 


(r«  _  a%  -  &*)  (>«  -  ö'a  -  6*) 


stets  A  ^  B. 
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Bezeichnen  wir  für  den  Fall  der  Hyperbel  den  spitzen  Win- 
kel, welchen  eine  der  beiden  Asymptoten  derselben  mit  der  Axe 
der  x  einschliefst,  mit  «,  so  ist: 

H*        A         \T(7*-w'  -  6*)*  +  (a -  tf  )*6*  ' 

Wir  wollen  nun  über  die  Lage  der  zwei  festen  Punkte  A 
und  B  verschiedene  specielle  Annahmen  machen  und  untersuchen, 
von  welcher  besonderen.  Art  die  entsprechende  einhüllende  Ellipse 
oder  Hyperbel  ist. 


§  13. 

Sind  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  gleichweit  vom  Mit- 
telpunkte des  gegebenen  Kreises  entfernt,  so  hat  man  a'=  —  a 
zu  setzen,  die  einhüllende  Kurve  ist  wegen  der  positiven  Beschaf- 
fenheit des  Productes  (45),  welches  sich  alsdann  in  ein  vollstän- 
diges Quadrat  verwandelt,  stets  eine  Ellipse,  die  beiden  Punkte 
A  und  B  mögen  innerhalb  oder  ausserhalb  des  gegebenen  Krei- 
ses liegen  und  die  Gleichungen  (43)  und  (44)  geben  alsdann: 

,*=0, 

<47)  1  4a«6r»  _ 


(r*  +  a»— 6*)»  + 4«*62' 

/  P»-r«  l(r*-6*)»-cr»}» 

\  ö         { (r»  +  ö»  -  6*)*  +  4a*6*|* ' 


Ist  in  diesem  Falle  uberdiess  6=0,  d.  h.  liegen  die  beiden  festen 
Punkte  A  und  B  gleichweit  vom  Mittelpunkte  des  gegebenen  Krei- 
ses, und  gebt  die  Verbindungslinie  AB  durch  diesen  Punkt,  so 
wird  jr  =  0,  »  =  0,#es  fallt  also  der  Mittelpunkt  der  einhüllenden 
Ellipse  mit  dem  letzteren  zusammen,  und  man  hat  ferner: 

r*  —  o* 

(49)  A  =  r,  B=rr^T-a, 

woraus  man  sieht,  dass  die  grosse  Halbaxe  dem  Kadius  des  ge- 
gebenen Kreises  gleich  ist. 

Setzt  man  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (43)  und  (44) 
6  =  0,  wodurch  man  voraussetzt,  dass  die  Verbindungslinie  AB 
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der  beiden  festen  Punkte  A  und  B  durch  den  Mittelpunkt  de« 
gegebenen  Kreises  geht,  während  sonst  ihre  Lage  willkürlich  ist, 
so  ergibt  sieb: 

ijr  =  0, 
(  »  =  0; 

A  =  r, 


(51) 


so  dass  also  auch  in  diesem  Falle  der  Mittelpunkt  der  einhüllen- 
den Ellipse  oder  Hyperbel  mit  dem  Mittelpunkte  des  gegebenen 
Kreises  zusammenfallt  und  die  erste  Hauptaxe  dem  Radius  die- 
ses Kreises  gleich  ist.  Die  Kurve  ist  eine  Ellipse,  wenn  gleich- 
zeitig i^^fl*,  ra>  a**  oder  gleichzeitig  ra<«*,  r*<a**  ist,  d.  h. 
wenn  A  und  B  beide  gleichzeitig  innerhalb  oder  gleichzeitig  aus- 
serhalb des  gegebenen  Kreises  liegen.  Ist  hingegen  r2^  au  und 
ra<«'a  oder  umgekehrt,  so  ist  die  einhüllende  Kurve  eine  Hyper- 
bel. Diese  letztere  kann  sogar  in  ein  System  zweier  paralleler 
Geraden  übergehen,  wenn  a  und  a'  gleiche  Vorzeichen  haben 
(d.  h.  wenn  A  und  B  beide  auf  derselben  Seite  des  Kreismittel- 
punktes liegen)  und  r*=aa'  ist.  In  der  Tbat  gibt  hierfür  die 
Gleichung  (42)  zur  Bezeichnung  der  einhüllenden  Kurve: 

(51*)  x«  =  r2  oder  x  =  dbr. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (50)  und  (51)  a'=oo,  womit  man 
voraussetzt,  dass  von  den  zwei  festen  Punkten  A  und  B,  welche 
beide  auf  der  Richtung  eines  Durchmessers  des  gegebenen  Krei- 
ses liegen,  der  eine  in  der  Unendlichkeit  liegt,  so  wird: 

(W)  I  ,  =  0; 

i  A2  =  r2, 

die  Kurve  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  r*  <  a2 
oder  r*>  a2,  d.  h.  je  nachdem  der  Punkt  A  ausserhalb  oder  inner- 
halb des  gegebenen  Kreises  liegt. 


beide  Punkte  A  und  B  in  unendlicher  Entfernung, 
aber  in  gegebenen  Richtungen,  so  hat  man  a  =  oc,  a'=<x,  6  =  oc, 


i 

i 
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j|  =  <,  ~i  =  ?  zu  setzen,  wo  t  und  /'  die  trigonometrischen  Tan- 
genten der  Winkel  bezeichnen,  welche  die  gegebenen  festen 
Riebtungen  mit  der  Axe  der  x  einschliessen.  Da  unter  dieser 
Voraussetzung 

(«-a')«A«  (t-t)*      ,,  ...       (a-a')*b  n 

(r»— an'  -  6*)*  -  ( l  +  «')*  •   I0,gUCD  (r»—  aa'  -  6*)*  ~  U 

wird,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  Zähler  und 
Nenner  in  den  ersten  Tbeilen  dieser  Gleichungen  durch  6*  divi- 
dirt,  so  wird  n  =  0  und 

(54)  A*  =  r*-  1 


+  (l  +  ^)a 


welche  Resultate  man  erhält,  wenn  man  in  den  Ausdrucken  für 
n  und  A*  Zähler  und  Nenner  vorher  durch  (r2— aa'  —  b2)*  dividirt. 
Ferner  geben  die  allgemeinen  Gleichungen  (44): 

A*      (r*—  aa'— b*)*  +  (a-a')*b* 
B»  -  (r»-a*-6*)(r«-«'*-o*)  5 

geht  man  hiermit  auf  den  vorliegenden  Fall  über,  indem  man  vor- 
her Zähler  und  Nenner  durch  64  dividirt,  berücksichtigend,  dass 

a      1     a!      1  .  _  . 

g  =  - ,    -g-  =  p  ist,  so  findet  man  : 


A»  _  (l  +  tt')«  +  (<-Q»__ . 
B*  ""r  (1 +  <*)(!  + f«)  -~J; 


die  einhüllende  Kurve  ist  also  ein  mit  dem  gegebenen  concentri- 
scher  Kreis,  dessen  Radius  durch  die  Gleichung  (54)  bestimmt 
wird.  Bezeichnen  a  und  o'  die  Winkel,  welche  die  gegebenen 
Richtungen  der  Lage  der  beiden  festen  Punkte  A  und  B  mit 
der  x-Axe  einschliessen,  so  ist  nach  dem  oben  Bemerkten  tg«={, 
tgo/s/',  und  wenn  co  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  gege- 
benen Richtungen  unter  sich  einschliessen,  so  ist  w  =  cr— a'  und 

t  —  i' 

tgw  =  tg(a—  a')  =  fqp7p»  Wich: 

Aa  =  r*T-J-—  =  r«Cos«o» 

oder 

(55)  A  =  rCosa, 
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der  Radius  A  des  einhüllenden  Kreises  ist  also  gleich  der  Pro» 
jection  des  Radius  r  des  gegebenen  Kreises  unter  dem  Winkel  o, 
welchen  die  gegebenen  Richtungen  der  Lage  der  zwei  festen 
Punkte  A  und  B  mit  einander  einschließen. 

Anmerkung.  Hiermit  ist  das  in  §.  1.  aufgestellte  Problem 
nach  der  Methode  der  analytischen  Geometrie  gelost,  und  die 
hierbei  gewonnenen  Resultate  gehen  auch  die  Mittel  an  die  Hand, 
den  einer  gegebenen  Lage  der  zwei  festen  Punkte  A  und  B 
entsprechenden  Kegelschnitt  zu  construiren ;  wir  werden  in  einem 
späteren  Aufsatze  diese  Constructionen,  so  wie  eine  Anwendung 
derselben  zur  Losung  der  Aufgabe  mittheilen :  In  einen  Kreis 
ein  Dreieck  einzuschreiben,  dessen  drei  Seiten  durch  drei  gege- 
bene Punkte  gehen,  eine  Aufgabe,  welche  durch  die  bedeutenden 
Männer  (Pappus,  Castillon,    Lagrange,   Euler,  Fuss, 

L  exe  II  ),  die  sich  mit  ihrer  Losung  beschäftigten,  so  wie 

nicht  minder  durch  die  einfache  Erledigung,  welche  sie  von  dem 
jungen  Neapolitaner  Ottaiano  gefunden  bat,  eine  gewisse  Be- 
rühmtheit erlangte.  Nach  unserer  Methode  ergeben  sich  im  All- 
gemeinen zwei  Dreiecke,  welche  den  gegebenen  Bedingungen 
genügen.  —  Auch  das  Problem  des  Albazen,  die  Glanzpunkte 
des  Kreises  betreffend,  kann  mittelst  dieser,  ein  Sehnensystem 
des  Kreises  einhüllenden  Kegelschnitte  gelöst  werden. 

Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  wir  die  Lösung  des  analogen 
Problems  von  der  Kugel,  welches  folgendermaassen  lautet: 

Es  sind  im  Räume  drei  festePunkte  A,  B,  C  und 
eine  Kugel  gegeben.  Verbindet  mau  diese  drei 
Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte  M  der  Kugel, 
so  werden  diese  Verbindungslinien,  nötigen- 
falls verlängert,  die  K  ugeloberflnche  noch  in  drei 
anderen  Punkten  Alt  BXt  Ct  schneiden  und  die 
Lage  der  durch  diese  Punkte  Alt  Bl ,  C\  geleg- 
ten Ebene  ist  für  jeden  Punkt  M  der  Kugel  eine 
bestimmte.  Man  soll  die  krumme  Oberfläche 
ermitteln,  welche  diese  Ebene  beschreibt,  wäh- 
rend der  Punkt  M  die  Kugeloberfläche  be- 
schreibt, 

• 

zur  Veröffentlichung  in  dieser  Zeitschrift  vorbereiten.  Beide  Pro- 
bleme sind  noch  einer  bedeutenden  Verallgemeinerung  insofern 
fähig,  als  man  an  die  Stelle  von  Kreis  und  Kugel  eine  beliebige 
Linie  oder  Fläche  der  zweiten  Ordnung  treten  lässt. 
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XXX. 

Die  logarithmische  Linie  als  Curve  der  rückwirkenden 
Festigkeit,  nachgewiesen  im  Anlauf  des  Pfeilers,  der 
Säule  und  des  Pyramidalkörpers  mit  quadratischem 

Querschnitt.  *) 

Von  dem 

Königlichen  Sections- Ingenieur  Herrn  v.  Stokar 

za  Lichtenfels  in  Ober -Franken,  Bayern. 


Der  Pfeileranlaof. 

Von  einem  Prisma,  dessen  Querschnitt  und  Ansicht  von  oben 
in  Fig.  1.  ersichtlich,  seien  folgende  Eigenschaften  bekannt: 

1)  die  Ober-  und  Unterfläche  desselben  seien  horizontal; 

2)  nach  der  rechtseitigen  Längenrichtung  sei  dasselbe  von 
einer  senkrechten  Wand  begrenzt; 

3)  die  Länge  desselben  betrage  1.00/  Einen  Fuss,  eben  »so 
viel  seine  obere  Breite,  und  sei  zugleich  Ein  Fuss  für  die 
Längeneinheit  angenommen ; 

4)  das  Eigengewicht  der  Prismenmasse  für  Einen  Cubikfuss 
sei  mit  p,  die  reciproke  Festigkeit  derselben  für  Einen 
Quadratfuss  mit  w  bezeichnet. 

Welches  wird  die  nach  links  den  Querschnitt  des  Prismas  be- 
grenzende Curve  sein,  wenn  In  jedem  seiner  Horizontalschnitte 
genau  den  Ansprüchen  der  reciproken  Festigkeit  bezüglich  des 
aberlagernden  Prismentheiles  genügt  werden  soll,  das  heisst:  der 
jeweilige  Gesammtzu wachs  an  Breite,  durch  die  Krümmung  der 
Curve  erzeugt,  und  mit  der  Länge  1.00'  eine  Fläche  bildend, 
mittelst  der  letzteren  hinreichend  sein  soll,  eben  diesen  Prismen- 
tbeil  zu  tragen. 


•)  Die  so  diesem  Aufintz  gehörende  Figtirentafel  a.  auf  Taf.  IV. 
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Diese  Bedingung  bezeichnet  sich  analytisch,  wenn  der  Coor- 
dinatennullpiinkt  bei  A  liegt,  längs  AB  die  Abscissen  und  auf 
ihnen  senkrecht  die  Ordinalen  gemessen  werden,  in  der  Glei- 
chung : 

wdy  =  pydx, 

&  =  £dx, 
y  *> 

woraus  durch  Integration: 
und 

p.s 
y—  e  w 

entsteht,  wobei  e  die  liasis  des  natürlichen  Logarithmen  Systems 
bezeichnet. 

p.  o 


Für  x  =  0.W  i*t.y=e  •  =1.00', 

fSr  y  =0.00'  ist  x  =  ^  Log.  nat.  0  =  —  oo. 

Mit  Beröcksichtigung  der  oben  verlangten  Eigenschaft  der 
Curve  und  des  gefundenen  Resultates,  dass  ihre  Ordinate  am 
Coordinatennullpunkt  =1.00'  sein  muss,  kennzeichnet  sieb  die- 
selbe nun  in  der  Gleichung: 

f°  yfo 

,iun  aber  ist 


PJL 

VI  e» 
e  w  dx  =  ? 

Log.  nat. 


weil  Log.  nat.  e  =  1.00  ist,  so  ist  auch: 

I 

J^yBx  ist  aber  ^  /»  8*— C=  |  -C,  woselbst  C  dem  Wertbe 


10 


des  Flachenintegrals  für  x  =  0  gleich  ist. 
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Wird  ferner  betrachtet,  das«  schon  die  Fläche,  entstanden 
durch  die  Multiplication  der  Ordinate  am  Coordtnatennullpunkt 
mit  der  Länge  des  Prismas  1.00',  ein  über  diesem  ruhendes  Recht- 
eck von  der  Breite  =1.00\  der  Höhe  der  Lftnge  =1.00' 
und  dem  Gewicht  von  p  fOr  Einen  Cahikfuss  tragen  kann,  so  ist 
C=r»  daher  nun: 


/     yBx    p  p 

x  tO  W 

 i— =  r-  =  -, 

y-1         y-1  P 

was  zu  beweisen  war. 

Die  Fig.  1.  giebt  den  graphischen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
der  vorhergehenden  Sätze,  und  ist  für  dieses  Beispiel  w  =  100 
Zentner,  p—l  Zentner  angenommen  worden. 

Die  nachstehende  Tabelle  bedarf  keiner  Erläuterung,  uod  er- 
leichtert die  allenfalls  wünschenswerte  Bekräftigung  der  gelüsten 
Aufgabe  mittelst  eines  Zahlehbeispiels. 


Jeweiliger 

Geaammlzu- 

Abscisaon. 

Ordinalen. 

Ordinatensu- 

wach«  der 

1 

wach«. 

Ordinalen. 

0.000 

1.000 

10.000 

1.105 

0.105 

0.105 

'20.000 

1.221 

0.116 

0.221 

30.000 

1.350 

0.129 

0.360 

40.000 

1.492 

0.142 

0.492 

50.000 

1.649 

0.157 

0.649 

60.000 

1.825 

0.176 

0.825 

70.000 

2.014 

0.189 

1.014 

80.000 

2.226 

0.212 

1.226 

90.000 

2.459 

0.233 

1.459 

100.000 

2.718 

0.259 

1.718 

110.000 

3.004 

0.286 

2.004 

120.000 

3.320 

0.316 

2.320 

130.000 

3.669 

0.349 

2.669 

140.000 

4.056 

0.387 

3.056 

150.000 

4.482 

0.426 

3.482 

160.000 

4.953 

0.471 

3.953 

170.000 

5.473 

0.520 

4.473 

180.000 

6.050 

0.577 

5.050 

190.000 

6.686 

0.636 

5.686 

7.390 

0.704 

&390 
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jEs  sei  wff=<MH>6'»  und  soll  beispielsweise  diese  DimensioD 
zugleich  die  obere  halbe  Breite  eines  Pfeifers  bezeichnen ,  so 

w 

wird  sich  aus  der  Gleichung  Log.  not.  y  und  aus  der  vor- 

stehenden Tabelle        140.00'  ergehen.    Ferner  wird: 


j 


>0  >v3.r  =  (y- 1)^  =  3.056'.  100  =  305.60*' 


sein;  der  Vorsprung  bei  jt  =  140,00'  ist  aber  auch  y —  1  =4.066', 
—  1.000',  =3.056',  und  kann  daher  die  Fläche,  welche  3.056 
zur  Breite  und  1.000'.  zur  Länge  hat,  den  Pristnentheil,  dessen 
Länge  ebenfalls  1.00'  und  dessen  Schnittfläche  305.60*'  ist,  tra 
gen,  wenn,  wie  schon  angenommen,  /*=1  Zentner,  tc=  100  Zent- 
ner gesetzt  wird. 

Soll  bei  gegebener  oberer  halber  Pfeilerbreite  und  ebenfall« 
bestimmter  Pfeilerhohe  die  untere  halbe  Breite  gesucht  werden, 
so  geschieht  diess  nach  obigem  Verfahren: 

Ks  sei  beispielsweise  zur  oberen  halben  Breite  =4.056'  die 
Pfeilerhöhe  =  10.000'  gegeben. 

Aus  x  =  l40:00/  wird  nun  x  =  140.00'  + 10.00'  =  150.00',  und 

bestimmt  sich  y  aus  der  Gleichung  y=e"  mit  4.482'. 

Die  Fläche  mit  der  Differenz  4.482'  —  4.056'  =0.426'  zur  Breite 
und  1 .00'  zur  Länge  Teicht  gerade  hin,  um  den  10  00'  hohen 
Halbpfeiler  zu  tragen,  so  dass  die  in  der  Flache  4.056?'  ruhende  rück- 
wirkende Festigkeit  hierzu  gar  nicht  in  Anspruch  genommen  wird. 


Der  Säulenanlauf. 

Es  werde  die  Curve  gesucht,  welche  so  beschaffen  ist,  dass. 
wenn  in  Fig.  2.  der  Halbmesser  einer  Säule  am  Coordinateo- 
millputikt  A  =  1.00'  int,  und  bezüglich  der  Messung  der  Ordi- 
nalen sowohl,  als  der  Abseissen,  so  wie  hinsichtlich  der 
Grossen  e,  p  und  w  ,die  beim  Pfeileranlauf  gemachten  Voraus- 
setzungen Geltung  behalten,  bei  der  Drehung  der  von  der  Curve 
begrenzten  Fläche  um  die  Achse  AB,  das  heisst:  dem  hierdurch 
erzeugten  Rotationskörper,  stets  der  jeweilige  ringförmige  Zuwachs 
die  ihn  uberlagernde  Scheibe,  deren  Hohe  =&r  ist,  tragen  kann, 
so  wie  dann  auch  selbstverständlich  der  den  vom  Coordinaten- 
nullpunkt  aus.  beginnenden  Gesanimtzuwach*  bezeichnende  Rine 
auch' dem  ganzen  zwischen  ihm  und  diesem  Punkte  befindlichen 
Drehungskörper  Widerstand  zu  leisten  fähig  ist. 


Digitized  by  Go 


■ 


Curve  der  rückwirkenden  Festigkeit.  435 
Diess  bezeichnet  sich  analytisc  he  folgt: 

2wnydy  ==  py*nBx , 
Iwndy  z=pyndx, 
Vwndy 

~äi 

dureh  Integration  resultirt  hieraus: 


oder 


2to. 

xz±  — -  Log.  nat.  y 
tp 


Für  x  =  0  ist  y  =  l.W,  für  y=0  ist 

Wird  nun  das  Resultat,  das»  beim  Coordinatennulipunkt  y=1.00' 
ist,  mit  der  in  Vorhergehendem  von  der  Curve  geforderten  Eigen» 
schaft  verbunden,  so  drückt  sich  das  in  der  Gleichung: 


o 

y*Zx 


jr(y*— 1)  p 

aus,  welcher  Bedingung  al^er  auch  ^urch  die  gefundene  Curve 
Genüge  geleistet  wird,,  wenn  in  Betrachtung  kummt,  das»  die 
Scheibe  am  Coordinatennulipunkt  schon  einen  Cylinder  von  1.00' 

Halbmesser,  ~  Hohe  und,;?  Eigengewicht  für  Einen  Cubikfuss 
tragen  kann. 

■ 

Es  ist  nämlich  jetzt : 

»/>*=«/  .®fa=r^.  =  vj- 

w 

Ferner  ergiebt  sich  alsdann: 

ny*-  -rc.1,00«.-    (^-l) - 


29* 


Digitized  by  Google 


■ 


436 


t>  Stokar:   Die  logar Mimische  Utile 


Es  kann  auch  ftir  diese  Curve  schon  aas  der  graphischen 
Darstellung  die  Richtigkeit  der  betätigten  Analyse  eotoommen 
werden,  so  wie  tiberdiess,  damit  ein  Beispiel  in  Zahlen  den  Be- 
weis liefern  kann,  die  nachfolgende  Tabelle  ans  den  Ergebnissen 
der  entwickelten  Formel  construirt  ist. 


Ordinnten. 


Jeweiliger 
Ordinateoiu- 


Gt-4Rmmt- 


0,000 


40,000 
60,000 
80,000 
100,000 
120,000 
140,000 
160,000 
180,000 
200,000 
220,000 
240,000 
260,000 
280,000 
300,000 
320,000 
340,000 
360,000 
380,000 
400,000 
420,000 
440,000 
460,000 
480,000 
500,000 


Futte. 

1.000 
1.105 
1.221 
1.350 
1.492 
1.649 
1.825 
2.014 
2.226 
2.459 
2.718 
3.004 
3.320 
3.669 
4.056 
4.482 
4.953 
5.470 
6.050 
6.686 
7.390 
8.160 
9.025 
9.970 
11.050 
12.180 


0.105 
0.116 

0.129 
0.142 
0.157 
0.176 
0.189 
0.212 
0.233 
0.259 
0.286 
0.316 
0.349 
0.387 
0.426 
0.471 
0.517 
0.580 
0.636 
0.704 
0.770 
0.865 
0.945 
1.080 
1.130 


0.105 
0.221 
0.350 
0.492 
0.649 
0.825 
1.014 
1.226 
1.459 
1.718 
2.004 
2.320 
2.669 
3.056 
3.482 
3.953 
4.470 
5.050 
5.686 
6.390 
7.160 
8.025 
8.970 
10.050 
11.180 


Es  sei  s.  B.  y=  1.649',  so  wird  sich  *  aus  der  Gleicbuog 
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p—  '2to 
y=e2w  oder  ar=  —  Log.  nat.  y 

P 

fioden,  und  zwar  mit  dem  Werthe  von  100.00'. 

Der  Rotationskörper  ohne  den  Ober  dem  Coordinatenullpuftkt 

befindlichen  Cylinder  wird  den  Cubus  von  1)«  =  540,17'2</ 

P 

ausweisen,  welcher  cu bische  Inhalt  durch  Zerlegung  des  Körpers 
in  Scheiben  von  20,00'  Hohe  und  mit  Zuhüfnahine  obiger  Tabelle 
annähernd  gefunden  wird. 

Wie  zum  gegebenen  oberen  Säulendurchmesser,  wenn  die 
Säulenhöhe  bestimmt  ist,  sich  der  untere  Durchmesser  berechnet, 
kann  wohl  fibergangen  werden,  da  ganz  dasselbe  Verfahren,  wie 
beim  Pfeileranlaufe,  befolgt  werden  darf,  und  der  Beweis  für  die 
Richtigkeit  desselben  schon  im  Vorhergehenden  enthalten  ist,  da 
ja  bei  einer  Säule  von  1.00'  oberem  Halbmesser  und  100,00'  Höhe 
sich  die  Stärke  des  unteren  Halbmessers  mit  1.649'  auswies. 


Der  Anlauf  des  Pyramidalkörpers  mit  quadratischem 

Querschnitt. 

Wie  in  der  vorhergehenden  Untersuchung  der  Anlauf  der 
Säule  gefunden  worden  ist,  so  werde  jetzt  der  Anlauf  des  Kör- 
pers behandelt,  welcher  zum  Horizontalschnitt  in  jeder  beliebigen 
Höhe  nicht  den  Kreis,  sondern  ein  halbes  Quadrat  bat,  und  sei 
die  jeweilige  Länge  dieses  Quadrates  mit  2y,  dessen  Brette  mit  y 
bezeichnet. 

Die.  übrigen  Bezeichnungen  und  Werthe  seien  dieselben  wie 
in  den  beiden  vorhergehenden  Problemen,  und  ist  es  selbstver- 
ständlich, dass  von  dem  Körper,  dessen  Querschnitt  ein  halbes 
Quadrat,  auf  denjenigen  geschlossen  werden  darf,  dessen  Schnitt 
das  Doppelte,  das  ganze  Quadrat  ist,  so  dass  der  für  das  halbe 
Quadrat,  das  heisst:  für  drei  Seiten  desselben  entzifferte  Anlauf, 
alsdann  das  ganze  nach  allen  vier  Seiten  umgiebt. 

In  der  Figur  3.  ist  dieses  halbe  Quadrat  sowohl,  als  das 
ganze  ersichtlich.  Die  Bedingnissgleichung  wird  mit  Berücksich- 
tigung der  für  den  Säulenanlauf  gefundenen  Resultate  sein : 


w 
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oder  mit  Worten: 

Es  wird  stete  der  Zuwachs  des  ani  Coordinatennullpunkt  vor- 
handenen halben  2.W  langen  und  1.00'  breiten  Quadrats  den  gan- 
zen Pyramidalkörper  von  dem  Coordinatennullpunkt  abwärts  tra- 
gen müssen. 

Obige  Gleichung' differenzirt  giebt: 


iwydy  =  1pdy J*  °  ydar, 


4toy  =  2jsr  j*  °  ydx; 

nochmals  differenzirt: 

iwdy  =  2pydx, 

nun  integrirt: 

Log.  nat.  y=x  -   oder  y  =  e2w- 
V 

Also  ist  die  Anlaufscurve  dieselbe  wie  für  die  Säule. 

Es  treten  auch  ganz  analoge  Verhältnisse  bezüglich  der  Inte- 
gration zwischen  den  Grenzen  0  und  x  ein,  indem  hier  statt  d« 

(Zylinders  ein  Reckteckkörper  mit  —  Hohe  und  ±00*'  BasU  as 

Coordinatennullpunkt  als  von  dem  halben  Quadrat  getragener  Kfir 
per  erscheint 

Dass  aber  die  Einführung  dieses  Verhältnisses  und  der  Cm 
vengleichung  in  die  Bedingnissgleichung  diese  letztere  erfftftt 
geht  aus  Folgendem  hervor: 

*fhf  yöar  =  2 J dy J\&fa=z2 f fy.  ^  =  2 J* de*** 

2to  w  «c 

Wird  aber  zwischen  den  Grenzen  0  und  .r  integrirt,  so  ist: 
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y  ^      ydx=-~  —  — ■  =  ■  *     ■■  < 

Resultat,  eingeführt  in  die  Bedingnissgleichiing 

r  x    tC 

ergiebt: 

2(^-1) 


to  tt? 


was  zu  beweisen  war. 

Es  werde  bei  einer  Hohe  des  Pyramidalkürpers  von  100.00' 
dje  Probe  gemacht: 

Nach  der  Formel  ist  der  Cubus  desselben  vom  Coordinaten- 
nullpunkt  abwärts  — 1 

P  o      /*  o  iw 
=  y         y     yBx=~(y*-\)  =  343,80»' , 

wenn  y  =  1.649',  was  aus  der  Gleichung  y  =  eiv  resultirt,  und 
wird  mittelst  der  berechneten,  auch  hier  gütigen  Stichmaa»se  für 
den  Säulenanlauf  der  in  je  nur  20.00*  Hube  gezogenen  Ordinaten 
derselbe  Cubus  entziffert. 

Für  den  Fall,  dass  för  die  Längeneinheit  nicht  Ein  Fuss, 
sondern  eine  beliebige"  kleinere  Länge  angenömlnen  wird,  ändert 
sich  die  Curve  sowohl  für  den  Pfeiler,  als  dje  beiden  anderen 
Körper  abwärts  von  der  Ordinate  LOCK  nicht  ab,  wohl  aber  auf- 
wärts von  derselben,  indem  dieselbe  Fläche,  welche1  vorher  durcl) 

ein  Rechteck  von  1.00'  Breite  und  —  =  100'  Höhe  ausgedrückt 

V 

wurde,  nunmehr,  wenn  etwa  beim  Pfeileranlauf  für  dje  Längen 
etnheit  £in  halber  Fuss  genommen  werden  will,  durch  ein  ande- 
res Rechteck  von  100.00'  Hohe  und  0.5'  Breite,  also  mit  50.00«' 
Fläche  und  einen  50.009'  grossen  Flächenabschnitt  Zwischen  den 
Ordiuaten  0.5'  und  1.00'  und  den  Abscissen  0.0'  und  69.31'  aus- 

gedrückt  wird,  welcher  letztere  Werth  aus  der  Formel  x=   Log.  nat.  y 

durch  Einsetzung  von  y  =  zwei  halben  Fussen  =  zwei  Längen- 
einheiten resultirt. 
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Durch  dieses  Ergebniss  ist  auch  erwiesen,  dass  y  nie  Null 
werden  kann,  weit  doch  immer  eine  positive  Grösse  als  Längen- 
einheit genommen  werden  muss,  daher  auch  der  Werth  von 
jr=  — ar,  fflr  #  =  0  durchaus  begründet  erscheint. 


Coefficienten  and  independente  Formeln  zur  Berech- 
nung der  combinatorischen  Producte. 

Von 

Herrn  Carl  Wasmund 
im  Black-Earth.   Wisconsin.   Dane-County.   (North  America.) 


Bezeichnet  man  die  Summe  der  combinatorischen  Producte 
der  rten  Klasse  aus  den  Elementen  1,  2,  3.... m  für  die  Combi- 
nationen  mit  Wiederholungen  durch  Km  und  filr  die  Combinationen 

ohne  Wiederholungen  durch  £>,  so  lassen  sich,  wie  ich  in  einem 

früheren  kleinen  Aufsätze  *)  gezeigt  habe,  aus  den  bekannten 
Relationen : 


•)  Archiv.  Thl.  XXI.  Nr.  XVIII.  S.  «28.  Der  Herr 
▼erweist  in  diesem  Aufsatze  auf  S.232.  auch  anf  die  Abhandlungen  de* 
Herrn  Schläfli  in  Thl.  X.  S.  886.,  Tbl.  XII.  S.  53.  In  .einem  an  mich 
gerichteten  Briefe  aus  Black-Earth  vom  20.  November  1859  bedauert 
er  sehr,  dass  er  die  Schlaf  Ii '«eben  Abhandlungen  jetzt  nicht  noch 
einmal  habe  einsehen  können,  welches  hier  zu  bemerken  ich  mich  sU 
Herausgeber  für  verpflichtet  halte.  Ehen  so  sehr  halte  ich  mich  n 
bemerken  verpflichtet,  dass  Herr  Wasmund  mir  schreibt:  „Alle* 
was  ich  von  mathematischen  Büchern  cur  Hand  habe,  i*t 
die  von  Ihnen  herausgegebene  (ebene,  sphärische  und  spbs- 
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K™  =  mK?  x  +  K»-i  und  C?  =  m£>_-*  +  C?~* 

durch  Sumroirung  arithmetischer  Reihen  leicht  folgende  Auadrücke 
.  ableiten: 

s 

*r=(m-f  l)a, 
Ä'-=(»«  +  2),+3(mt2)4, 
«• = (m  -I-  3)4  + 1 0  (« + 3)4  +  1 5  (m  +  3)6 , 

-  =  B[  (m  f  r)r+i  + 1%  (m  +  r)r+a  +  ....+  Bj  (in  +  r)2r 

> 

und 

Cf=2(«  +  I),+3(«f 

C,-=6(m  + 1)4  +  20(m  +  I)s  + 15  (m  +  I)fl , 


C?=A[  (m  +        +  A^m  +  J)r+.  + +A;(m  +  lfe» 

Diese  bloss  von  r  abhängenden,  mit  Z?  und  ^  bezeichneten 
Coefficienten  lassen  sich  berechnen  nach  den  Formeln: 

ßr  =  Ä3_(r+3)l^  +  (r  +  3)tÄl, 

Br  =  tfj  -  (r  +  0»       +  (r + t),       -....  +  (- 1  )'->  (r  -f  0W  ÄJ 

roidieche)  Trigonometrie  nnd  der  2.  Thell  von  F.  Wolff's 
theoretisch-praktischer  Za Itlenleh  re.  Diese  beiden  Bücher 
sind  mir  deshalb  an  viel  werth,  weil  sie  in  einem  kleinen  Räume  so  viel 
enthalten.  Mein  Hauptschatz  ist  aber  eine  Sammlung;  von  Bemerkun- 
gen nnd  Formeln ,  die  ich  mir  gelegentlich  bei'ni  Leaen  mathematischer 
Schriften  aufgezeichnet  habe.**  Unter  allen  Bedingungen  habe  ich  den 
■na  ao  weiter  Ferne  mir  zugesandten  Aufsatz  eines  von  mir  in  allen 
Beziehungen  sehr  hochgeschätzten  Mannes  und  Freundes,  dem  ich  die 
herzlichsten  Glückwünsche  über  den  Ocean  hinüber  zusende,  mit  beson- 
derer Freude  hier  abdrucken  lauten.  G. 
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und 

^3=  C;+*-  (r  +  3),       >  (r  +  3),C;, 

=  C;+->  -  (r+Oi  (r+t%Cr*H-Ä-....+(-  I^Hr+O.-iC;: 

oder  noch  bequemer  nach  den  Relationen: 

ÄJ+»  =  iÄJ  +  (r+i)ßr_1  und  ^f+1  =  (r+0(^;+^I). 

nach  welchen  die  beigefügten  beiden  Tafeln  I.  und  1^  ffir  die 
ersten  10  Combinationsklassen  berechnet  sind. 


Nachdem  ich  diese  beiden  Tafeln  berechnet  hatte,  habe  ich 
noch  gefunden,  dass,  sich  beide  Combinationsarten  nach  irgend 
einer  derselben  berechnen  langen.  Setzt  man  nämlich  in  d« 
Relation  fttr  die  Combinationen  mit  Wiederholungen  — m  flir  m. 
so  kommt: 

aus  der  Relation  für  die  Combinationen  ohne  Wiederholungen  folgt 

Cm—  Cm~l 

r  r 

m  =  — /s^-i — » 
1  r-l 

die  Vergleichung  dieser  beiden  Werthe  «fr  m  leitete  mich  »f 
folgenden  Satz: 

Es  ist 

£-("»+»>  =  <>  oder  »>. 
Ich  will  bloss  zeigen,  dass 

d.  h. 

(-m  +  2)4  +  10(-«i  +  2)ft  +  15(-m  +  2)« 

oder 

sei.    Nun  ist 
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» 

(m  =  ntftiHnpt*r+\  + . etej* (Arcbibr. Ii  p? 482  ), 

also,  wenn  man  m-f  1  för  m,  4  für  r,  1  und  2  fiir  n  setzt: 

(/«.+(I)4=(m  +  ])4, 

-  10(m  +  2)6=-  10(m  +  1)4  -  10(w<  + 1)5, 

+  lt>  («  +  3)ö^±:  +  15  (m  +  1)4  +  30  («i  -f 1)4  +  15<hi  -f 1)„ ; 

woraus  sich,  wenn  man  addirt,  die  Richtigkeit  der  obigen  Bej 
hauptung  ergiebt 

Man  ertönt  htertus  schon,  das*  sich  den  a%enieine<  Beweis 
auf  dieselbe  Weise  fuhren  läset  T Hut  man  die»,  so  ergebe» «ieh 
dabei  unter  anderen  die  folgenden  Relationen  zwischen  den  nii. 
B  und  A  bezeichneten  CoefucieotCn : 

ßr  =  ±  (i  -  !),_,  Ar  ?  (»V,  Ar+l  ±  (i  +  ^  ? ....  +  (r-l)i-i  ^, 

^  =  +  («*-  T        Bl+i  ±  («' + i  +  ....  +  (r- 1  J?;; 

wo  die  oberen  Zeichen  zu  nehmen  sind,  wenn  r-f-t  gerade,  die 
unteren,  wenn  r-f-t  ungerade  ist. 

\  =  ±AftA*£Atf ...  + 
1.2.3....Ä  =  J:^TÄJi:ÄJ:F...  + 
Äj + £Pj4     -f . . .  +  Br  =  ±  A\t  2^;±  2M;  T  2M  J± . . .  +  2^^, 

Ar  +  ^  +  ^  +  . . . .  +  Ar  ^  ±ßri  ^  2ÄJi  frßr^ 2»J5j  ±  . . . .  +  2""*  ff  J; 

wo  die  oberen  Zeichen  gelten,  wenn  r-f-1  gerade,  die  unteren, 
wenn  *  -M  ungerade  ist. 

Nach  Obigem  hat  man  also: 
K~  =  B[  (m  +  r)r+i  +  B^m  -f  r)r+t  +    J(m  +  r)r+s  + . .. .  -f  ^(w+v)* 

=  ^j(-m)r+l  +^J(-  m)r+a  +  Ar(—  «l)r+,+....  +  /<;(— W)«r 

und 

f>  =    ;(-m-l+  r)f+i  +  ÄJ(-#i^  l+r)r+*-f-  ffJ(-m-l+r)r+8  +    . . 
=  4(m-H),^  -f  ^(m+l)^,  +  ^;(m+l)r+»+  ...  +  ^r(ro+l)*r. 
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t 

Die  independenten  Formeln  habe  ich  auf  folgende  Art 
erhalten : . 

Bezeichnet  man  die  ersten  Glieder  der  Isten,  2ten,  3ten,  etc. 
Differenzreihe  für  die  Reihe  Oy,  U,  2f,  3y,....  mit  rffc,  /POs. 
4*0$,  etc.,  so  ist  bekanntlich 

^Oy=xoar»  —  xl(x~  \)y  +  xt(x— 2)»-  3)*  +  .... 

Es  ist 

1 

jsfa  =  x(J*&-1  f  J*-1  Oy-1). 

Setzt  man  für  die  beiden  Differenzen  innerhalb  der  Klammern  die 
entsprechenden  Reiben,  so  kommt: 


l  XoX*-1 —xx  (x-        +  x2 (x — 2)y~l  ~x3(x~ 3)»-1  + . 


/         +  (*-l)0(*-l)v-»-(*-l),  (*-2)*-* +(*-  iy*-3)»- 

= x  |  Xo*»-1  — (ar-1)!       )y-» +(*- 1  )a(or-2)v-i  -(*_l)3(a:-3)y-i 

=  a:0a:y-  ar£ (x—  I)»  -f  2)sr  -  3)*  +  ....  etc., 

wie  behauptet  wurde. 
Es  ist 


^      1 .2.3 ....  nt 

Aus  der  so  eben  bewiesenen  Gleichung  folgt,  wenn  man  m  für 
x,  m  +  r  fär  y  setzt  und  dann  durch  1.2.3....  m  dividirt: 

1.2.3....m  =  mVl.2.3....OT/  +  1.2.3..M(m-^I)' 

Der  obige  Ausdruck  genögt  also  der  Relation  (ör  die  Combina 
tionen  mit  Wiederholungen  und  stimmt  überdies  für  m  =  l  and  2 
damit  überein,  womit  also  der  Satz  erwiesen  ist.   Ich  habe  eine 
Tafel  III.  der  Differenzen  fflr  y=l,  2,  3  bis  10  berechnet  and 
beigefügt. 

Man  hat  also  jetzt  die  independente  Formel: 


f     1 . 2.3 ....  iw 

m0mw,+r— mt (m— l)"*+r -f  mt(m—2)mir—  m>(m+3)'w+>'-f.....  etc. 

1 . 2 . 3 ....  tn 

Der  Analogie  nach  mfisste  nun  C™  =  sein  dem  vorigen  Aus 

drucke,  wenn  man  darin  —  (ro+1)  für  m  setzt.  Zu  ermitteln,  ob 
dies  richtig  ist,  würde  noch  eine  weitere  Untersuchung  erfordern. 
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Man  bedarf  aber  dessen  nicht,  da  die  Coeflicienten  B  durch  die 
IC  gegeben  sind ,  und  die  Coeföcienten  A  sich  durch  die  B  aus- 
drücken lassen.  Ich  habe  auf  diesem  Wege  auch  eine  indepen- 
dente  Formel  för  O  abgeleitet.  Die  Sache  hat  weiter  Iceine 
Schwierigkeit  und  will  ich  desshalb  blas  noch  die  Resultate  an- 
geben.  Es  war: 

ßr=  ÄT'-Cr+t)»  +(r+  ^^»-(r+i),^-»  f  ...+(-l)'-1(r+0f-»^1r- 
Hieraus  ündet  man: 

Jf=s(-I)r-»/    [M2r+l)r-*(r  +  !>-i]^  j 
L  [1o(2r+l)r-i(r+0,-i-  liffr  |-2),_r(r+i+l),-i]  Äjj 

|+[20(2r+l)r-<(r+0.-i-21(2r+2)r-,(r+*+l);-i  | 

+  2, (2r  +  3)r-<  (r  + 1  +  2),_,]  *J>  • 


-f[(r-  0«(2r+l)r-f(H  0f-i-(r-l)i(2r+2)r-;(r+t+])'-M 
+....+(-ir-Kr-l)r-i(2r+r)r-l(2r+i-l)£-.i]^ 

Den  independenten  Ausdruck  für  CJ"  erhält  man  jedoch  am  leich- 
testen, wenn  mau  K™  durch  die  Coefficienten  B  ausdrückt,  dann 
nach  K  ordnet  und  endlich  die  in  Krf,  ff;-1  etc.  multiplicirten  Glieder 
summirt  *).   So  erhält  man : 

•)  Diese  Stiminirungen  Inwcn  «ich  Icirlit  bewerkstelligen  nach  den 
folgenden  Formeln: 

rr(a  +  r)a  +  (rf  l)r(«+r+  Da + (r + 2)r(a+r+2)B +....+  (r+p)r(a+r+p). 

—  (a  +  r)r(a  +  r+p  +  i 

and 

r> (a  +  r).+»-i  +  (r  +  l)r(«  +  r  +  1)«  f  .-i  -f  (r +2)r(a+r+2)«+s-i 
..»+(r+p)r(fl+r+^+»-i=(I- l)0(fl+r+z-l)r(a+r+p+zW+, 
—  (z  - 1),  (a  +  r  +  z  -  2),  (a  +  r  +  p + z— l).+r+s-i 
+  (z-l),(a+r+i~3)r(a+r+p+z-2)a+r+,^ 
—  (z— 1>3  (a  +  r  +  z-4>  (o+r+p  +  i— 3)«+r+«-,  + ....  etc., 
die  ich  mir  iu  diesem  Zwecke  abgeleitet  habe. 
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wo  die  oberen  Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  wenn  r  ungerade,  die 
unteren/  wenn  r  gerade  ist. 

Schliesslich  will  ich  nnr  noch  etwas  anführen,  was  ich  hei 
Gelegenheit  bemerkt  habe.  Bezeichnet  man  die  Unionen,  Binio- 
nen,  Ternionen  etc.  för  die  Combinationen  ohne' Wiederholungen  mit 
A,  B,C,  D,  £)  et<\ ,  för  die  Combinationen  mit  Wiederholungen  mit 
u,  6,  c,  d,  et  etc.,  unddie  Summe  der  lsten,  2ten,  3ten,  4ten....  Poten- 
zen der  Elemente  mit  Slf  Sa,  S9t  S4,  etc.,  wobei  die  Elemente 
ganz  beliebige  sein  können,  so  hat  man  für  die  Combinationen 
ohne  Wiederholungen  die  bekannten  Relationen : 

A=St  oder  A=St, 

<iB=  /<«,-«,  Ä=-l-j--  . 

etc.  etc. 

Für  die  Combinationen  mit  Wiederholungen  bestehen  ganz  ahn* 
liehe  Relationen,  nÄmlich: 

o=S|  oder  a  =  Sl9 

die  sich  von  den  vorigen  nur  dadurch  unterscheiden  ,  dass  sämmt- 
liehe  Vorzeichen  positiv  sind :  aus  beiden  ergeben  sich  noch  Rela- 
tionen zwischen  den  Combinationen  mit  und  ohne  Wiederholungen, 
nämlich : 

A  —  a=0, 
B  —  Aa  +  b=0, 
C—  Ba  +  Ab-c=:0, 
.  D-Ca  +  Bb  —  Ac  +  d  =  0, 

« 

etc. 
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wo  die  oberen  Vorzeichen  gelten,  wenn  r  ungerade,  die  unteren, 
wenn  r  gerade  ist,  und  wo 

4*0*  =  XqZV  —  xx(x—  l)y  +  ^(ar— 2)»  —        — 3)f  +  ar4(a-—4).v 

—  ar6(.r  —  5)»+ ....  etc. 

ist. 
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Kubatur  des  Fusspunktenkorpers  eines  EJlipsoides  *). 

Von 

Herrn  Dr.  Alhert  Magener, 
Lehrer  der  Mathematik  ond  Physik  an  der  Realschule  sn  l*o«en. 


Wenn  man  von  einem  beliebigen  Testen  Punkte,  dem  Pole, 
auf  eämmtliche  Tangenttalebenen  einer  gegebenen  Fläche,  ^er 
Basis,  Senkrechte  fällt,  so  bilden  die  FussptHtkte  derselben 
wiederum  eine  Flache,  die  Fuss  punkten  fläche  zu  der  gege- 
benen Basis.  Wir  wollen  den  von  einer  solchen  Fläche  begräm- 
ten  Korper  den  Fusspunkten  korper  der  Basis  in  Bezug  auf 
einen  gegebenen  Pol  nennen,  und  im  Folgenden  erstens  -das 
Volumen  desjenigen*  Fusspunktenkorpers  bestimmen,  dessen 
Basis  die  Oberfläche  eines  dreiaxigen  Ellipsoide«  tst,  and 
zweitens  den  geometrischen  Ort  gleicher  Fusspunkten- 
k  Cr  per  eines  Ellipsoides  aufsuchen. 


1. 

Es  liege  der  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systeros  im  Mittelpunkte  eines  Eltipsoides  mit  den  fflalbaxen 
o,  6,  c,  wo  n>6>c  sei,  so  ist  die  Gleichung  des  ERipsoides: 

«•2  «  «  -  a 

0)  £  +  $r+^  =  l. 

also  die  Gleichung  seiner  Tangentialebene: 

*i)  +  yi  & +  h*s~H)-*j 


•)  Dieser  An  fast»  enthalt  eine  «im  Theil  neue  Kntwickelung  uns* 
Fortsetsung  des  im  Programm  der  Realschule  su  Posen  Ostern  Ifttf 
behandelten  Themas. 


Digitized  by  Google 


eines  Ellipsoides.  451 
mithin  in  Folge  der  Gleichung  (I): 

(i)  a*    +  b*  +  c2  ~  l' 

Ferner  sind  die  Gleichungen  eines  von  einem  beliebigen  Punkte 
P(«iß>Y)  auf  die  Tangentialebene  gefällten  Perpendikels: 


(3) 


o'frr-q)  _  Pjy—ß)  __  c*(z- •  y) 


Um  nun  eine  Beziehung  der  Fusspunkte  aller  dieser  Perpendi- 
kel und  somit  die  Gleichung  der  Fusspunktenfläche  zu  erhalten, 
eliminire  man  aus  den  Gleichungen  des  Ellipsoides,  der  Tangen- 
tialebene und  des  Perpendikels  die  Grossen  xlf  ylt  zx,  indem 
man  die  Gleichung  (2)  erst  mit  a(x — er),  dann  mit  b(y — ß),  end- 
lich mit  c(z  —  y)  multiplizirt.  Man  erhalt  dann  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (3)  folgende  Gleichungen: 

^  I X  Cr-«)  +  y  (y-ß)  +  i  (z-y)  \  =  a(x-a) , 

(4)      {  f  1  *(*-«)  +  x(r-y)}=%-0), 

{*(*-«)  +  #(y— ß)  +  z(z-y)}  =  c(z-y) ; 
erhebt  man  diese  ins  Quadrat  und  addirt,  so  erhält  man: 

(*>     j    +    +  ~l  I  i  *  (*  -  «) + y  ( ^  -  » + *  <*  -  y)  > 2 

=  <,»(*-  «)»  +  62  (.*-»«  +  c*(z  -  y)* ; 

folglich  als  Gleichung  der  gesuchten  Fusspunktenfläche  die 
Gleichung  vierten  Grades: 

(6) 

|  * {X  -  «)  +  y  {y  -  ß)  +  z (2-7)  !*  =  ff« (*-«)»  +  6«<y-/J)»  -f  C* (j-y)«. 
Fuhrt  man  vermittelst  der  Gleichungen 

a  (a?— «)  =  rco8#,         —  /J)  =  rsiri#cosif/,    c(z— y)  =  rsinOsint|; 

Polarcoordinaten  *)  ein,  so  erhält  man  folgende  Polargleichung  der 
Fusspunktenfläche : 


*)  Im  eigentlichen  Sinne  sind  natürlich  hier  y>,  r  keine 
PnlMrcoerrfintfteB ,  wai  man  auch  n»r.h  bei  einigen  im  Nachfolgenden 
gebrauchten  Ausdrücken  su  beachten  haben  durfte.  ,  G. 

30» 
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„|  cos^d-    sin^frcos^tl;  .  sin  2&  sin  hb  ~| 
r=l,1.T  +  6*  +  ?  J 

[g  cos  fr      ff  sin  fr  cos  t{>    '  ysinff  sint^'l  s 
«      +         b  +        c    ~ J} 

oder : 

(7) 

o*6*ca — aab2c*  cos  fr  —  ßa2bc2  si n    cos —  yaa6acsinfrsiii  ^ 
r""~         6acacosa#  +  aa6asina#cos>  +  «a6asina#sin  > 


2. 

Wir  gehen  nun  zur  Bestimmung  des  Volumens  des  von 
ser  Fläche  eingeschlossenen  Fusspunktenkorpcrs  über  und  be- 
zeichnen das  zum  Pole  P(a,  ß,  y)  gehörige  Volumen  desselben 
mit  P(cr,  ß,  y).  Bekanntlich  verwandelt  sich  das  dreifache  Inte- 
gral fffdxilydz  durch  Einführung  der  Polarcoordinaten 

.r  =  Jrcos(r,   ^  =:  £?r  sind  cos  t{/,         CV  sind  sin  tj; 

in  das  Integral  ABCJj(fr28\n9d&dil>dr;  mithin  erhalten  wir  da« 
Volumen  des  Fusspunktenkörpers : 

»,      /)  =  ^  /    7  j  *****<1t 

oo*ö 

oder 

1       P  7t  P  2n 

wenn  man  die  Integration  nach  r  ausfuhrt. 

Entwickelt  man  den  Werth  von  r8,  so  wird  V(a,  ßt  y)  gleich 
einer  Summe  von  zwanzig  Integralen,  die  nach  d  zwischen  den 
firtinzen  0  und  it  und  nach  rf;  zwischen  0  und  2it  zu  nehmen  sind 
und  alle  einen  gemeinsamen  Nenner  haben.  Alle  diese  Integrale 
verschwinden  aber  bis  auf  vier.    Es  ist  nämlich  das  Integral 

sina'"*,tf/cosBt//ffy'  =  U;  denn  die  Elemente  des  ersten  Qu*- 

<» 

dranten  werden  von  denen  des  vierten  und  die  des  zweiten  Qua- 
dranten von  denen  des  dritten  aufgehoben,  weil  in  ihnen  der 
Faktor  sin^+'t^  stets  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  der  Fak- 
tor cos»i/;  aber  dem  Vorzeichen  und  der  Grosse  nach  stets  gleich 

/In 
oosamf  lilr*\nntydilf  =  0,  weil  die  EJe- 
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m ent <3  des  ersten  und  vierten  Quadranten  von  den  entsprechen- 
den Elementen  des  zweiten  und  dritten  aufgehoben  werden;  end- 
lich ist  auch    /     cos *w+l# sin        =0,  weil  die  Elemente  des 


o 

ersten  und  zweiten  Quadranten  des  Faktors  cos*™*^  wegen  gleiche, 
aber  entgegengesetzte  Werthe  haben. 

Nun  haben  alle  jene  Doppelintegrale,  mit  Ausnahme  von  vie- 
ren, in  ihrem  Zähler  einen  verschwindenden  Faktor  von  einer  der 
erwähnten  drei  Formen,  die  Werthe.  des  Nenners  sind  aber  in 
deo  einander  entsprechenden  Elementen  der  verschiedenen  Qua- 
dranten dem  Vorzeichen  und  der  Grösse  nach  gleich,  weil  sie  aus 
einer  Summe  von  Quadraten  bestehen;  mithin  verschwinden  alle 
jeue  Integrale,  wenn  man  in  passender  Weise  entweder  erst  nach 
und  dann  nach  #,  oder  erst  nach  0  und  dann  nach  i//  zwischen 
den  angegebenen  Gränzen  integrirt. 

Man  erhält  somit: 

F(«,/J,r>= 

1      nn  p*n  jl«66öc°f3a»«*6«c«cos*0+3/J«oö64c«siii«0co8»^j 

SäbcJ    J      \  +  3y»a°ftgc*sin*fr  sin  V  { sin  &d*dty  \ 

*«'      «        |6V»cos^  +  a*casin^cos2^  M262sin^sin*ti;}s  ' 

oder,  wenn  wir  die  vier  Integrale,  aus  welchen  V(at  ß,  y)  be- 
steht, mit  V0,  Va,  Vß,  Vy  bezeichnen  und 


cos*#    sin2frcos*iJ>  sintysinty 


setzen: 


(0) 


*«-SabcJ  J 


/•'3 


> 

n  n 


„  ,   8«*     p*  p*  co**öa\n &d&dy 


F(«,/5,y)  = 


n  n 


Hß*    p*  p*  sin^cos^f/^ 
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Die  vier  Integrale   F0.  F«.  Vß,  Fy  lassen  sich  vermittelet 
einer  einzigen  Integration  darstellen.    Differentiirt man  n5m- 
] 

lieh        partiell  nach  a,  b,  c,  so  erhält  man: 

„TT-  =  -T  •  >      Slll~#  COfc*ll>  —  —  ?T7—  , 


<aA.2(      c»  KW 


Berücksichtigt  man  dies,  so  erhält  man: 

o  o 


"0. 


Fuhrt  man  die  auf  a,  6,  c  bezuglichen  partiellen  Differentiationen 
erst  nach  vollzogener  Integration  aus,  so  kommt  es  nur  darauf 
an,  den  Werth  des  Integrals 

n  n 

s'm&d&drp 


-ff ,J 


o 

zu  ermitteln.   Daraus  ergiebt  sich  dann  auch  der  Werth  fär  F0,  da 

cos90  +  sin «#cos >  -f  si  n     sin  > «  I 
ist,  durch  blosse  Addition: 

und  somit  wird: 

(12) 
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Aus  diesem  Werthe  für  V(a,ß,y)  und  der  Formel  (9)  lassen 
sieb  die  meisteo  der  später  (in  No.  4. ,  5.  und  6.)  aufgestellten 
Sätze  herleiten. 


Bevor  wir  jedoch  zu  diesen  Sätzen  übergehen,  wolleu  wir  den 
Werth  von  F(o,  ß,  y)  entwickeln.    Das  Integral 


TT 


o  n 


ist  dasselbe,  auf  welches  C.  G.  J.  Jacobi  *)  die  Oberfläche  eines 
Ellipsoides  mit  den  Halbaxen  ~>  J/  \   zuröckgeföhrt  hat. 

* 

Zur  Transformation  desselben  setze  man  nach  Jacobi: 


v 


Cifs^ft     sin2^)      cos  ö 


^  |c08*fr  j  w**)  _ VH—  ^2sina<5> 


1  ~6  ~~b~ ' 

a%  —  b% 

wo  A*=  ^5ZS~c*  i3t*  <*apn  wird: 

atund  ,  acosddd 

cos  #  =  — j-,»     1   ■  • »    sid  6Vr#  =  —  ■  -  — - — ~  ; 
V^c»  V  „*-  c* 

mithin : 

sinftrffrcfy   aft4c4  cos  idödty  ^ 

~     >fä*  -  en^oos^sin     +  c*^(d)  cös  V]*' 

Da  nun  für  #=0  cos<5=r^  und  tör  0  =  ^  cos<3=l    und   d  =  0 

wird,  so  ist  in  Bezug  auf  <5  zwischen  arecos-  und  0  zu  ititegri- 
ren,  und  man  erhält: 

*  - 

4/ aa— ca  i/    */     1 6*  cos  *<5  si n  V  +  c* cos  V  |*' 


*)  Jacobi,  De  tran»for  matione  ei  detorin in ntioiic  intugra- 
liom  dupliciam.    Crelle'«  Journal  Bd.  X. 
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Führt  man  die  Integration  nach  ^  zwischen  0  und  ^  aus,  so  er- 
hält man,  da 

P*   ni   1    ^    1  i 

J      lm«cos> +n«sin*^}«"'4  lmn*  +  nm*S 


ist, 


Dieser  Ausdruck  lässt  sich  auf  elliptische  Integrale  reduciren  and 
erhält  dann  folgenden  Werth: 

C=z  n^  |  sin  *8E{k,  d)  +  cos  *oF(*,  o) }  -f  f  6»c* 

oder 

(13)      C  =^~}{a*--c*)E{ky  6)+<*F{k,S)\+lb*<*t 
oder  auch : 

wenn  ^(~»  die  Oberfläche  eines  EUipsoides  mit  den  Halb- 

axen  -»  \*  -  bedeutet. 
a    b  c 

Differentiirt  man  nun  C  partiell  nach  <*,  b  und  c  und  berück- 
sichtigt, dass  die  elliptischen  Integrale  F\kt  d)  und  E(k,ä).  die 
wir  der  Kurze  wegen  mit  F  und  E  bezeichnen  wollen,  als  Funk- 
tionen von  k  und  d,  die  Grossen  a,  6,  c  implicite  enthalten,  so 
erhalten  wir,  wenn  wir  Jfc*  +  #*  =  1  setzen: 

a*— v*j(Sj  * 

dk  q(6»— c*)  

a*   6_  

56  ~~"(a*— 6*)i(a*~c*)*' 
dk  _  (q*— 6»)ic 
ac  -  (a»-c*)J  * 
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mitbin : 

dEdk         a(6*— c«) 


dk  da~  (a*-b*)(a*-c*) 


8F8Ä       aE  a(b*-c*)F  c 

dk  8*-a»-6*"~(a*-69)(a*-c*)  "~6(«*-**)r 

BEdk_       bE  bF 
dk'db  —  "-a»-6«  +  rt*-6a' 

8F8*_       (a«-c»)6E  6F  (a*-c2)Je 

8*  56  ~~    (o*— 6«)  (6*-c*)  +  a*-6*  +  (b%—  <*)<* 9 

dE  dk       cE  cF 


dkdc~a*—<?  a2-c2' 

8F  dk  cE_     _cF  (a*— 6*)c* 

dk  Bc  —  b*-c*~a*-c*  a6(62-c*)(a*-c*)i' 

Ferner  ist: 

dE  dö  _  jö_  bc 

dö  da-4* da" aVa«-«^' 

8F8d    _8ä_  c 

8<5  da-JBa—  6(a*-c*)r 

8£  8d    .    8F8tf    Ä        dS    A  . 
8T  86=°'  85  53=°'  da  86=°  ,8t' 

8£8<J„  6 

8<J  8c~"~ö(a2— c2)* ' 

8F8d_   a  

dö  de  ~    6(a2  — c2)*' 

Setzen  wir  diese  Wert  he  ein,  so  erhalten  wir  die  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten von  C  nach  at  6,  c  wie  folgt: 

(14) 

8C_*6c\6c    r  -  d*    1      £  «262  ,     F  l 

8T-  t  ) « +  tfl -c  +o^T«Jv=p!r^+ tc -^6"J  V^?»! ' 

86  ~  4   )  o  11  +  6*-c*J  +La     ^    (aÄ-c«)(6»-c«)J  v"*^"^2 


a262  n       F  / 
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dC   BC  8C 

Substituten  wir  nun  die  für       '  gefundenen  Wertbe  in 

Formel  (12),  so  ergiebt  sieb  das  Volumen  des  Fusspunktenkürpers: 


(15)  F(«,  ß,  y) 

+ 1 1  (a*  +  6«  +  c*)  cH  c*  -  a*6*  j 

I    c%irt6c  *     «Li    n     a*P*  L_i 

.  ,  jS«*  >a6cri  ,     4»    1lfl     „        (a*-c»)6*   £ 


4. 

Die  in  Formel  (9)  aufgestellten  Ausdrucke  für  F«,  Vß,  V* 
bleiben  stets  positiv,  da  die  Elemente  der  in  ihnen  vorkommen 

deu  Doppelintegrale  innerhalb  der  gegebenen  Gränzeo  0  and  5 

för  alle  Werthe  von  9  und  9  einen  positiven  Werth  behalte». 
Daraus  ergiebt  sich  erstens,  dass  der  Fusspunktenkftrper  V(a,ß,f 
ein  Minimum  wird,  wenn  Ftt,  Vß*  Fy  verschwioden ,  und  «wei- 
tens,  dass  die  in  F0,  Vß>  Fy  enthaltenen  Faktoren  von  <**,  0*,  f, 
wie  sie  in  den  Formeln  (12)  und  (15)  vorkommen,  ebenfalls  stet« 
positiv  bleiben  müssen.  Bezeichnen  wir  diese  positiveo  Fakto- 
ren mit  Ißt  Afa,  A*  und  mit  ü*  eine  beliebige  positive  ConstaoU, 
und  setzen: 


(16)  <  oder 

•^  +  ^+1^=1. 

so  behalt 
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F(a,  ß,  y)  =  F0  +  a*L*  +  0*J!f  »  +  yW» 

«eioen  Werth,  so  lanue  die  Gleichungen  (16)  erfüllt  werden,  und 
wir  erhalten  folgende  Sätze: 

1.  Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  P(a,ß,y) 
aul  alle  Tangentialebenen  eines  dreiazigen  Ellipsoi- 
des  Senkrechte,  so  ist  das  Volumen  F(a,  ß,  y)  des  von 
der  erzeugten  Fläche  eingeschlossenen  Fusspunkten- 
korpers  gleich  der  Summe  von  vier  Korpern  F0  +  F« 
+  F£+Fy,  deren  Inhalt  nach  Formel  (15)  durch  ellip- 
tische Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  ausge- 
drückt werden  kann. 

2.  Liegt  der  Pol  P(a,ß,y)  im  Mittelpunkte  des  El- 
lipsoides,  so  ist  der  zugehörige  Fusspunktenkörper 
Fu  ein  Minimum*). 

3.  Liegen  die  Pole  P(a,ß,y)  auf  der  Oberfläche 
eines  dreiaxigen,  dem  gegebenen  Eilipsoide  concen- 
frischen  Ellipsoides,  welches  durch  die  Gleichung 

ausgedruckt  wird,  so  sind  die  zugehörigen  Fusspunk- 
tenkörper V(a,ß,y)  einander  gleich. 

Ist  ferner  die  Gleichung  eines  beliebigen  zweiten  Ortsei - 
lipsoides  m 


L2        M*  iV2 


so  xer halt  sich 


♦)  Den  in  Formel  (15)  für  V0  entwickelten  Werth  hat  Tortolini 
in  Crelle's  Journal  Bd.  31.  in  der  Abhandlung  :  \uove  applicationi 
del  Calcolo  Integrale  relative  all»  Quadratura  delle  super- 
fieie  curve  e  cd  ha  iura  de  Holiili  gegeben.  Die  durch  die  Glei- 
chung (^*^-^f,-|-s»)a=fl9^a-r>AV*^-«2s•  ausgedrückte  Fläche  ist  be- 
kanntlich die  Fläche  der  optischen  Elnsticität,  welche  Fresnel 
in  seinen  Untersuchungen  über  doppelte  Strahlenbrechung  der  Conatruc- 
tion  der  ebenen  Wellen  zu  Grunde  gelegt  hat.  Man  kann  dieselbe  auch, 
wie  Flacker  (Discussion  de  lu  forme  generale  des  ondes  lu- 
mineuse*.  Creile's  Journal.  Bd.  19.)  nachgewiesen  hat,  aus  dem 
Ellipsoide,  dessen  Axen  die  reeiproken  Werthe  der  gleichgerich- 
teten Axen  des  hier  zu  Grunde  gelegten  Ellipsoides  sind  ,  entstehen  lassen. 
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DD%D_  A.A.A. 
L  M  '79  "T 

folglich  sind  die  Hauptaxen  je  zweier  Ortsellipsoide  pro- 
portionirt  und  wir  erhalten  den  Satz: 

4.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  gleicher 
Fuss pu nk ten korper  sind  einander  ähnliche,  concen- 
triscbe  Ellipsoide. 

Dass  das  Ortscllipsoid  dem  gegebenen  Ellipsoide  im  Allge- 
meinen nicht  ähnlich  ist,  ergiebt  sich  leicht  aus  Formel  (15). 

Setzt  man  a=z±na,  ß  =  ±nbt  y  =  ±nc,  so  erhält  man  nach 
Formel  (12)  : 

(17) 

F(fio,n6.wc)=  F0-f  3«»P0.  also  V(at  6,  c)=4  V0  u.  s.  w. 
Daraus  folgen  die  Sätze: 

5.  Liegen  die  Pole  der  FusspunktenkOrper  in  den 
vier  Geraden,  deren  Gleichungen  a=  +  na,  ß=±nb, 
/=Jt»c  sind,  so  sind  die  Volumina  V(na,nb,nc)  gleich 
dem  (3n2  +  l)facben  Volumen  des  Minimumkur pers  V0. 

Da  die  ganze  Schaar  der  Ortsellipsoide  alle  Punkte 
dieser  vier  Geraden  durchschneidet,  so  ist  jeder  Fuss- 
punktenkOrper V(a,  ß,  y)  gleich  (3n*  +  l)F0,  wo  n  sich 
aus  der  Gleichung  (16)  des  Ortsellipsoide*  bestim- 
men lässt 

Der  Werth  V{atßty)  erscheint  unter  einfacherer  Form, 
wenn  man  a  —  ß  =  y  setzt.  Da  nämlich  Ceine  homogene  Funk- 
tion vierten  Grades  ist  *) ,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Satze :  „Wenn 


_  _ 
Da.  Integral  t  =J  j 

*>      °       f    a*   +       6*     ~  c*  \ 

ist  in  Bezug  auf  tf,  C  symmetrisch,  denn  es  behält  seinen  Werth, 
wenn  man  darin  a,  6,  c  oder,  was  dasselbe  Resultat  giebt,  die  Gros» 
sen  coad-,  aind-cosy,  stnd-ainy  mit  einander  vertauscht.    Setit  man 

6  C 

nämlich  nach  Jacobi  I.  c.  -tg#  oder  -tg#  für  tg*  ein,  «o  erhält  man. 

während  sowohl  die  Gränzen  de«  Integrals,  als  auch  aein  Werth  unver- 
ändert bleiben,  dieaelbcn  Transformationen,  als  wenn  man  6  oder  c  mit 
a  «erlauscht. 
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man  die  partiellen  abgeleiteten  Funktionen  nten  Grades  durch  die 
Veränderliche,  worauf  sie  sich  bezieben,  multiplizirt,  so  ist  die 
Summe  dieser  Producte  gleich  der  »fachen  Funktion"  die  Glei- 
chung: 

(18)  +  %  +cäc~-4(>=  2  • 

welche  man  auch  direkt  aus  Formel  (U)  hätte  herleiten  können. 
Mithin  erhalten  wir  nach  Formel  (12): 

(19)  F(«,  «,  «)  =  V0  +  A6c.s(i ,  J .  i). 

Die  vier  durch  die  Gleichungen  +a  =  Jr/5=dby  ausgedrückten 
Geraden  kann  man  als  die  vier  Diagonalen  des  Würfels  an- 
sehen, welcher  mit  dem  gegebenen  EHipsoide  denselben  Mit- 
telpunkt hat  und  dessen  Kanten  den  Haupfaxen  desselben  paral- 
lel sind.  Wir  wollen  sie  die  Diagonalen  des  dem  gegebenen 
EHipsoide  concentrischen  Würfels  nennen.  Dann  ergiebt 
sich  aus  der  letzten  Formel  folgender  Satz : 

Liegt  der  Pol  P(a,a,a)  eines  Fusspunktenkürpers 
V(a,a,a)  in  einer  der  Diagonalen  des  concentrischen 
Würfels,  so  ist  derselbe  gleich  dem  Minimumkorper 
V0  plus  dem  Körper,  welcher  entsteht,  wenn  man  die 
Oberfläche  des  Ellipsoides  mit  den  reciproken  Axen 
mit  cPabc  multiplizirt.  Die  Zuwachse  dieser  Fusspunk- 
tenkörper  stehen  im  Verhältnis«  von  «*,  oder  auch  im 
Verhältniss  der  Quadrate  der  Entfernungen  des  Pols 
vom  Mittelpunkte  des  gegebenen  Ellipsoides. 

In  dem  besonderen  Falle  nun,  in  welchem  die  Halbaxen  des 
gegebenen  Ellipsoides  der  Gleichung  nc  =  62  genügen,  wird  nach 
Formel  (13): 

(20) 

«, «)  =  V9  +  \- 1  c* + [ («»  -  c»)  £( k ,  i)  +  c»F(A,  8)  ] , 

•der 

V(af  o,  «)  =  F0  +  j  S(a,  \fäct  c)  *)  , 

•)  Hieraus  ergit-bt  sich  nach  Forrot  I  (19)  zwiirhcn  den  Oberflächen 

S(a,  ^ÖC,  C)  nnd  s(\.   -^=,  1  )  die  Relation : 

\0     y  qc  CJ 

S{a ,  V  äc ,  r)  =  ««t-»Ä  ( l  ,  r ) . 

x«    V ac  ' 
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da  die  Oberfläche  eine«  dreiaxigen  Ellipsoides  S(a,  6,  c)  nach 
Legendre  durch 

•  r,  a*(b9  c3) 

sich  ausdrücken  lässt,  wenn  d  =  arceosjj  ist  und  ^ia=gi^«zrc«) 

gesetzt  wird,  nnd  somit  für  <ie  =  o*  der  Modulus  wird. 
Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Wenn  in  einem  dreiazigen  Eilipsoide,  dessen  eine 

Axe  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  beiden 

anderen  ist,  der  Pol  in  einer  der  Diagonalen  des  con- 

centrischen  Wurfeis  liegt,  so  ist  der  Fusspunkteo- 

korper  gleich  dem  Minimumkörper  V0  plus  dem  Korper, 

welcher  entsteht,  wenn  man  die  Oberfläche  des  gege- 

at 

benen  Ellipsoides  durch  multiplizirt. 

Bestimmt  man  för  einen  beliebigen  Pol  P(a,  0,  y)  vermittelst 
der  Gleichung  des  Ortseilipsoides 

Iß       M*  N* 

die  Länge  der  Halbaxen  des  Ortseilipsoides  ylt 
also  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  dieses  Ellipsoides  mit  den 
Coordinatenaxen,  und  A,  die  Länge  der  Diagonale  des  con- 
centrischen  Wurfeis  vom  Mittelpunkte  bis  zur  Ober- 
fläche  des  Ortseilipsoides,  so  lässtsich  das  Volumen  eines 
Fusspimktenkorpers  aoch  auf  folgende  Weise  ausdrucken: 

(21) 

V(a,  ß.  y)  =  F„+  Fo,=  F0+  Fft  =  F„+  Vy,  =  P„+^s(? ,  \,  !). 

Wir  schliessen  diesen  Abschnitt  mit  der  Bemerkung,  dass, 
wahrend  der  geometrische  Ort  der  ebenen  Fusspunktenkurven 
gleichen  Inhalts  für  eine  geschlossene  und  uberall  konvexe 
Curve  nach  Steiner  (Von  dem  KrOmm ungs- Schwerpunkte 
ebener  Curven.  Crelle's  Journal.  Bd.  21.)  ein  um  ihren 
Krfimmungsmittelpunkt  beschriebener  Kreis  ist,  das  Ortsellip- 
soid  fflr  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  als  Basis  immer  ungleich- 
axig  sein  muss.  Da  nämlich  die  Funktion  C  eine  homogene, 
symmetrische  Funktion  der  Halbaxen  a,  6,  c  ist,  wo  o>o>c 
ist,  so  müsste,  wenn  zwei  Halbaxen  des  Ortseilipsoides,  etwa 
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die  beiden  grösseren,  gleieh  sein  sollten,  in  Folge  der  Formel 

(12)  auch  a3^  =  ^g£  sein,   woraus  nach  Note  3.: 

dC    .9C  dC 
adä=b$b=cB^ 

also  die  Gleichheit  aller  drei  Halbaxen  des  Ortsellipsoides,  und 
somit  C=zJc.(abc)l  folgen  würde.  Biese  Form  kann  aber  die 
Funktion  C  nicht  annehmen,  da  sie  nur  durch  elliptische  Inte- 
grale, nicht  aber  als  algebraische  Funktion  von  er,  b,  c  ausge- 
drückt werden  kann.  Das  Urtsellipsoid  wird  jedoch  ein  Rota» 
tionselllpsoid  oder  eine  Kugel,  wenn  die  Basis  selbst  ein 
Rotationsellipsoid  oder  eine  Kugel  ist.  Es  lassen  sich  dann  die 
nur  filr  eine  symmetrische  Funktion  von  verschiedenen  Varia- 
bein geltenden  Schlüsse  mit  Hülfe  von  C  nicht  mehr  machen; 

es  wird  vielmehr  für  o  =  6  auch  «^=6^  und  für  a  =  b  —  c 

auch  o|~  =  bM=ZC^ *  Um*  68  er^lä't  ^r  ^e  Kugel  die  Funk- 
tion  C  wirkHch  obige  algebraische  Form,  es  wird  nämlich  Cr=^  (abc)i. 


5. 

Wir  wenden  uns  nsn  zur  Untersuchung  der  speziellen  Fälle, 
in  welchen  die  Basis  eins  der  beiden  Rotationsellipsoide  oder  eine 
Kugel  ist. 

Ist  erstens  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellip- 
soid mit  der  IJmdrehongsaxe  2a,  so  geht  für  b  —  c  die  Gleichung 
der  Fusspunktenfläche  aus  Formel  (6)  über  in: 

I  *{*-«)  +  I* =*a(*-«)2  +  6*1  <y~0)H  (z-y)*  I. 

Dann  wird 

*v/  »s     PS  dd       w  «+^o^6* 

o 

E(lc,  *)=J**  cosdrfd  =  sind. 
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Bezeichnen  wir  hier  das  zum  Pol  P(«,  ß,  y)  geborige  Volumen 
mit  Va     ,  so  wird: 

F«      =  F«+FÄ+F«. 

(a,j9,y)        •        ß  y 
Die  Werthe  Fa  und  Va  ergeben  sieb  aus  Formel  (15)  für  6=c: 

o  a 

F«=5  Via9  |  3oo*  +  — t  r_..=  , 


Daraus  folgt: 

C-Y 

na*  ,  \2/  0/ 
(22)  Fa  =  -ö-  +  ^f-S(a>  «•  6)> 


da  die  Oberfläche  eines  abgeplatteten  Rotationsellipsoides  mit 
den  Halbaxen  a  >  6 

ist. 

Um  F«  zu  finden,  muss  man,  da  Formel  (14),  des  verschwin- 

denden  Nenners  h1  —  c2  wegen,  nicht  angewandt  werden  kann, 
zum  Werthe  von  C  in  Formel  (13)  zurückgehen.  Bezeichnen  wir 
nun  mit  Cb=c  den  Werth  von  C,  den  es  ftir  b  =  c  annimmt,  und 

fo-J       den  partiellen  Differentialquotienten  von  C  nach  6, 

wenn  in  ihm  nach  vollzogener  Differentiation  b  =  c  gesetzt  wird, 
so  ergiebt  sich: 

folglich : 

ac»=,   *    ab     . ,  ,  .,.*»*»* -3**,  i±^El!| 


Da  nun  C  in  Bezug  auf  6  und  c  symmetrisch  ist,  so  ist  nach 
Note  2. : 

folglich  s 
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oder 

mithin,  da  F«=F«  ist: 

*  y 

(33) 

6  2V^a*-6*  fl-Vfl*-6' 

F«      ={  +  77-5—75;  4a8— 2«6*- -7^==/.— 2-~f— =-^i 

Formel  (22)  giebt  den  Sats: 

Der  Fusspunktenkorper  F«,  dessen  Pol  im  Mittel- 
punkte eines  verlängerten  Rotations-Ellipsoides  mit 
den  Halbaxen  <z>6  liegt,  ist  gleich  dem  vierten  Theile 
einer  Kugel  mit  der  grossen  Halbaxe  des  Ellipsoides 
als  Radius  plus  dem  Korper,  welcher  durch  Multiplt- 

ffi'  . 

cation  von     q     mit  der  Oberfläche  eines  abgeplatte- 
ten Rotationsellipsoides  mit  denselben  Axen  entsteht. 
Nach  der  Formel  (17)  ergiebt  sich  aus  Formel  (22): 

(24)  FÄ      =  4F«=^  +  £s(«,«.d). 

Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind  in  einem  verlängerten  Rotationsellipsoide  als 
Basis  die  Coordinaten  des  Pols  gleich  den  Halbaxen 
der  Basis,  so  ist  der  Fusspunktenkorper  gleich  einer 
Kugel,  deren  Radius  gleich  der  grossen  Halbaxe  der 
Basis  ist,  plus  dem  Korper,  der  durch  Mul tiplication 

vou  —  mit  der  Oberfläche  eines  abgeplatteten  Rota* 
tionscllipsoides  mit  denselben  Axen  entsteht. 

Thcil  XXXIV.  31 
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Die  den  Werthen  L,  Mf  N,  D  entsprechenden  Grossen 
L«,  M*,  TV*,  D*  sind  auch  filr  das  Rotationsellipsoid  als  Basis 

a       a        a  o 

stets  positiv,  und  da  hier  Ma  ==  N*  ist  und  Va      seinen  Werth 

so  lange  behält,  als  die  Gleichung  o«L*  +  (ß*  +' y*) M*  =  0*  erföllt 

wird,       ergiebt  sich  der  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fuss- 
punkten  korper  ein  verlängertes,  con  centrisches  Rota- 
tionsellipsoid, dessen  Axen  sich  durch  die  Formel 
(23)  bestimmen  lassen. 

Setzt  man  ß*  +  y*  =  p*,  so  behalt  F°       seinen  Werth,  so 

lauge  p*  unverändert  bleibt.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Liegen  für  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid  als 
Basis  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  Cylinders. 
dessen  Axe  mit  der  Axe  der  Basis  zusammenfällt.  m> 
stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkorper  im  Ver 
hältniss  von  ©*;  mithin  sind  die  Fusspunkten  kürper, 
deren  Pole  auf  derselben  CylinderoberfUche  liegen  und 
gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  haben,  einander 
gleich.  Bleibt  cc  unverändert,  während  p  sich  ändert, 
so  stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkorper  im 
Ver  hältniss  von  p2. 

Verlegt  man  ferner  den  Pol  P(ct,  ß,  y)  in  den  Brennpunkt 
der  grossen  Axe,  setzt  also  «*  =  «*  —  b*  und  jff  =  y=0,  so  wird 
das  zugehörige  Volumen: 

*=<   U4V 

*  V«1-*«    a-VV-6*  J 

Hieraus  ergiebt  sich  der  bekannte  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  Fusspunktenkorper,  dessen  Pol  im  Brenn- 
punkte der  grossen  Axe  desselben  liegt,  gleich  einer 
Kugel  mit  der  grossen  Halbaxe  als  Radius. 

■ 

Setzt  man  endlich  a  =  ß=y,  so  folgt: 
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„12«  +  3«4  +i^p==t.a_v___| 


also 


(26)  V     «F-  +  =-S(a,af6n 


\.     =^  +  !!l&)_S(a,a,6). 

(a,  a.  aj        O  « 

Mitbin  erhalten  wir  den  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  Fusspunktenkörper,  dessen  Pol  in  einer  der 
Diagonalen  des  coticen  trischen  Würfels  liegt,  gleich 
dem  MinimumkOrper  plus  dem  Körper,  welcher  ent- 
steht,  wenn  man  die  Oberfläche  des  abgeplatteten 

Rotationsellip8oides  mit  denselben  Axen  durch  —  mul 
r  a 

tiplicirt;  oder  gleich  dem  vierten  Theile  einer  Kugel 

mit  der  grossen  Halbaxe  der  Basis  als  Radius  plus 

dem  Körper,  der.  durch  M ultiplication  von  — —Z—  mit 

der  Oberflfiche  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoi- 
de s  mit  denselben  Axen  entsteht. 


0. 

Wählt  man  zur  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
mit  den  Axen  2a<2c,  so  erhalten  wir  den  vorigen  analoge  Sätze. 
Die  Gleichung  der  Fusspunktenfläche  geht  ftir  einen  Pol  P(u,  ß,  /)» 
wenn  a  —  b  gesetzt  wird ,  über  in : 

l*(*-o)  +yty-ß)  +«(s-y)l,  =  a,l(*-«)a  +  (y-ft*^ +  €»(1-7)*, 


*)  Hieran«  folgt  nach  Formel  (19)  die  Relation  zwischen  den  Ober- 
flachen  der  Rotationsellipsoide : 

31* 
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ferner  wird 

I 

/* (f  V  a*  —  r2 

F(*f    =        i)  =  /      c/i=d=arctg^-^-— . 

o 

Bezeichnen  wir  das  zum  Pol  P(a,  ß,  y)  zugehörige  Volumen  mit 
Vc       und  überhaupt  alle  auf  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid 

bezuglichen  Grossen  mit  dem  Index  c,  so  erhalten  wir  nach  For- 
mel {IS^t 

^'=äI  3a»c -f 2c»  -f  T7^==  arctg  J . 

o      °  V  a*  —  c* 


c 


oder 


nc*  V')/ 
o         tl  C 


<m        ■  -  3 

da  die  Oberfläche  eines  verlängerten  Rotationsellipsoide*  mit 
den  Halbaxen  a>c 

S  (et ,  c ,  c)  =  2«  ( c*  +  jt^—  arctg  ^""c>  { 

ist. 

Da  r£  in  Formel  (14}  den  verschwindenden  Nenner  ««-A* 
enthält,  so  müssen  wir,  um  Ve  zu  entwickeln,  den  Werth  von  C 

a 

aus  Formel  (13)  zu  Hfilfe  nehmen,  und  erhalten: 
folglich : 

nsr- =4io«- i*» v - 2cc4+  "v^?  arctg— ",; 

mithin,  da  nach  Note  %  ^  *  ^fa* 


einet  EUipsolde*. 
Also  ergiebt  sieh,  da  V*=  V9  ist: 

(27)   

^2c»-r3«»C  +  ^==arctg  —  } 

V 

Aus  Formel  (26)  erhalten  wir  deo  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
mit  den  Halbaxen  o>c,  so  ist  der  Fusspunk tenkörper 

P«,  dessen  Pol  im  Mittelpunkte  der  Basis  liegt,  gleich 

o 

dem  vierten  T heile  einer  Kugel  mit  der  kleineren  Halb- 
nxe  als  Radius  plus  dem  Korper,  welcher  durch  Mul- 

(ff 

tiplication  von  — —  mit  der  Oberfläche  eines  verlän- 
gerten Rotationsellipsoide«  mit  denselben  Axen  ent- 
steht 

Ferner  ist  nach  Formel  (17)  uod  (26*) : 
(28)  Vc     =4F.==^-  +  ^(fl>t.  C). 

(o,  o,  c)         i»  ö  C 

Mithin  erhalten  wir  den  Satz: 

Sind  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
als  Basis  die  Coordioaten  des  Pols  gleich  den  Halb- 
axen der  Basis,  so  ist  der  Fusspunktenkörper  gleich 
einer  Kugel,  deren  Radius  gleich  der  kleineren  Halb- 
axe  der  Basis  ist,  plus  dem  Kurper,  der  durch  Multi- 

plication  von  —  mit  der  Oberfläche  eines  verlänger- 

ten  Rotationsellipsoides  mit  denselben  Axen  entsteht. 

Auch  för  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  bleibeo  die 
aus  Formel  (27)  sich  ergebenden  Brossen  £a,  M*%  2V*,  D*  stets 

e        e       c  e 

positiv;  mithin  behält,  da  L*=M*  ist,  V9  seinen  Werth,  so 
lange  die  Gleichung  (o*  + 0*)  L*  +  y»iV»  =  A>*  erfüllt  wird. 
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Mithin  erhalten  wir  den  Sati: 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fuss- 
punkftenkörper  «in  abgeplattetes,  conce ntrisc b es  Ro- 
tationsellipsoid, dessen  Azen  durch  Formel  (27)  be- 
stimmt werden. 

Setzt  man  a2-f  0*=(>2,  so  behält  Ve      seinen  Werth,  so  lan« 

unverändert  bleibt,  und  wir  erhalten,  wie  bei  dem  verlänger- 
ten Rotationsellipsoide,  den  Satz: 

Liegen  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
als  Basis  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  Cy linder«, 
dessen  Axe  mit  der  Axe  der  Basis  zusammenfällt,  so 
stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkörper  im  V er- 
hält n  i  s  s  von  y9;  mithin  sind  die  Fusspunktenkurper, 
deren  Pole  auf  derselben  Cylin  der  Oberfläche  liegea 
und  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  haben,  einan- 
der gleich.  Bleibt  y  unverändert,  während  g  sich  än- 
dert, so  stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkurper 
im  Verhältniss  von  g2. 

Verlegt  man  den  Pol  P(a,ß,y)  in  den  Brennpunkt  der 
Rotationsaxe  2c,  setzt  also  y*=a*  —  c*  und  a=ß=0,  se 
wird  das  zugehörige  Volumen: 

(2-0  V°=  7i\a*c+  -__arctg  —  x-=2  V*  

Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Liegt  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
der  Pol  im  Brennpunkte  der  Rotationsaxe,  so  ist  der 
Fusspunktenkurper  gleich  dem  doppelten  Minimum- 
korper  minus  einer  Kugel  vom  Radius  der  halben  Axe. 

Setzt  man  endlich  auch  hier  a=j3=ry,  so  erhält  man: 

oder 


*)  Hieraa«  folgt  nach  Formel  (19)  die  Relation  zwischen  den  Ober- 
flächen tter  Rotation«-  Ellipsoide : 
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(a,  a,a)  C  ö 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  Fusspunktenkörper,  dessen  Pol  in  einer  der 
Diagonalen  des  concentrischen  Würfels  liegt,  gleich 
dem  Minimumkürper  plus  dem  Körper,  welcher  ent- 
steht, wenn  man  die  Oberfläche  des  verlängerten  Ro- 
tt9 

tationsellipsoides  mit  denselben  Axen  durch  —  mul- 

tiplicirt;  oder  gleich  dem  vierten  Theile  einer  Kugel 
mit  der  halben  Axe  der  Basis  als  Radius  plus  dem  Kör- 

"+(!)" 

per,  der  durch  Multipl i cation  von   mit  der 

Oberfläche  des  verlängerten  Ro tationsellipsoides  mit 
denselben  Axen  entsteht. 


7. 

Wenn  wir  zum  Schlüsse  die  Kugel  als  Basis  nehmen,  so 
erhalten  wir  für  a=6  =  c  für  einen  beliebigen  Pol  (a,ß,y)  als 
Gleichung  der  Fusspunk  tenfläche : 

l*(*-«)+y(y-»+*(«-y)r,=^l(*-«),+(3r-»H(«--y),|. 

Wir  wollen  die  auf  die  Kugel  bezüglichen  Grössen  mit  dem  Index 

i  bezeichnen,  dann  müssen  wir,  um  V*      zu  bestimmen,  zum 

(«.  ß»  y) 

ursprünglichen  Werthe  von  C, 

n  n 

C—J    J     /coe*#    sin*#cos*V/  ,  sin^sin^r/A»' 
o      o     ^"^5-+        p       +  ^  ) 

zurückgehen  und  erhalten  : 

TT  n 

Ca=*=c= J** j*%  o4sin^dt=  \  «*• 

O  0 

Da  nun  C  in  Bezug  auf  a,  b,  c  symmetrisch  ist,  so  ist: 
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< 


ferner 


mithin  nach  Formel  (II)  und  (18): 


oiler 


(3,)  c^-Tr+TW+r* 


Setzt  man  o*  -f  ß*  -f-  y*  s  r4,  so  wird  : 


Nimmt  man  hierin  r  =  o,  so  erhält  man: 


(33)  P«  =  2.^a* 


Hieraus  ergeben  «ich  folgende  Sätze: 

1)  Ist  die  Basis  eine  Kugeloberfläche  vom  Radios 
a  und  ist  r  die  Entfernung  des  Pols  vom  Mittelpunkte 
der  Kugel,  so  ist  der  Fusspunkteokurper  gleich  der 
Kugel  plus  einem  Rotationsellipsoide  mit  den  Halb- 
axen  a  und  r. 

2)  Liegt  der  Pol  im  Mittelpunkte  der  Kugel,  so  ist 
der  Fusspunktenkurper,  die  Kugel  selber,  ein  Mini- 
mum; liegt  er  aber  auf  der  Kugeloberflache,  so  ist 
derselbe  doppelt  so  gross  als  die  Kugel. 

3)  Ist  die  Basis  eine  Kugeloberfläche,  so  ist  der 
geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  FusspunktenkCr- 
per  eine  mit  der  Basis  concentrisch  e  Kugel  Oberfläche. 


1.  Die  partiellen  Diflerentialquotieiifeu  einer  symmetrischen 
Function  von  n  verschiedenen  Variabein  geben  in  einander 


Noten. 


Digitized  by  Google 


473 


über,  wenn  man  nach  vollzogener  Differentiation  irgend  zwei  der 
Variabein  mit  einander  vertauscht. 

%  Setzt  man  in  einer  symmetrischen  Function  von  u 
verschiedenen  Variabein  die  Variabein  einander  gleich,  so  ist 
der  totale  Differentialquotient  (d)  der  Function  nach  einer  der 
Variabein  gleich  dem  nfacben  partiellen  Differentialquotienten 
(3)  der  Function  nach  derselben  Variabelen,  wenn  darin  nach 
vollzogener  partieller  Differentiation  die  Variabein  einander  gleich 
gesetzt  werden.  Es  ist  also  für  eine  symmetrische  Function  von 
n  Variabein  f{a,  b,  c, ....): 

df{at  6,  c,....)a=»=c=....  _  fdfja,  6>  c  ... .) \ 

da  ~n\        da       /,=*=«,=  .. 

Der  Beweis  für  beide  Sätze  ist  leicht  zu  fähren. 

3.  Sind  in  einer  homogenen,  symmetrischen  Function 
mten  Grades  von  n  verschiedenen  Variabein  die  Producte  aas 
irgend  zwei  partiellen  abgeleiteten  Functionen,  multiplicirt  mit  der 
Variabein,  worauf  sie  sich  beziehen,  einander  gleich,  so  sind 
alle  so  gebildeten  Producte  einander  gleich,  und  es  ist  die 

Function  selbst  gleich  der  ~ien  Potenz  des  Products  der  Varia-^ 
beln,  multiplicirt  mit  einer  willkürlichen  Conetante. 

Beweis.  In  jeder  symmetrischen  Function  f{a,b,c....)  von 
n  verschiedenen  Variabein  ist  der  partielle  Differentialquotient  nach 
einer  der  Variabein,  etwa  nach  <r,  eine  symmetrische  Function 
der  übrigen  Variabein  b,  c,  </....;  denn  es  bleiben  in 

df(a,  6,  c....)  _  f(a  +  da,b,  c....)—f\a,  6,  c....) 
da        -  Ba 

beide  Posten  des  Zählers  rechts  symmetrische  Functionen  von 


ist,  auch  c  j£ — *-  in  Bezug  auf  b,  c,  d....  symmetrisch, 

folglich  ist: 


in  Bezug  auf  6,  c,  d....  symmetrisch 


df(a,  b,  c  ....)__  Jf{atb,c....)      df(a,  b,  c ....) 
~$a        -b  fö  =  c~  &  
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I>a  aber  für  jede  homogene  Function  FTa,6,c....)  arten  Grades 
BF   JF  ,    3F.  „  , 

ff   + 6    +  c   +  =  mF(* '  b> e 

ist,  so  erhalten  wir,  wenn  f{ntb,c....)  eine  homogene»  syra 
metrische  Function  mten  Grades  von  n  verschiedenen  Variabel n  ist 

df(atb....)      .df(atb....)       df{a,b....)  m 
«  gj—  =6— gj—  =«— gj—  =  -fla,b~~). 

also: 

1       d/X«,  6....)         m  rfa  1       df(a,b.~.)  w  </6 

7Xa7o"~)      ba~~  da~n  ä  '  /7o7a".~)       86  -^Te,ti 

folglich : 

 L_       { dflo,  *-)        8/(0, 6....)        Bf(a,  b ....)  , 

m  \da     db    de  I 
=  n  /  ^+  y+T  +  •( 

oder 

7(a,6,c....)  ~n  /  a  +  6  +  c  +•*"(• 

n 

l.f(a,b,c....)zz-  /(a6c)  +  Con«t.> 

m 

/"(o,  6,  c....)  =  /T.(aoc)«, 
wenn  AT  eine  willkührliche  Constante  bedeutet. 
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XXXIII. 

Andeutungen  über  astronomische  Beobachtungen  bei 
totalen  Sonnenfinsternissen  *). 

Von 

Herrn  Karl  von  Littrow, 
wirklichem  Mitgliede  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien. 

(Aus  dem  XXXIX.  Bande,  S.625.,  des  Jahrganges  1860  der  Sitzungs- 
berichte der  mathem.-naturw.  Classe  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  besonders  abgedruckt.) 

(Vorgelegt  io  der  Sitzung  ain  9.  Februar  1860.) 


Wir  besitzen  nachgerade  einige  sehr  lehrreiche  Instructionen 
über  die  Beobachtungen,  welche  bei  totalen  Sonnenfinsternissen 
anzustellen  sind;  ich  fähre  hier  nur  an:  Arago's  Aufsatz  im 
Annuaire  du  Bureau  des  longitudes  1842,  die  von  der  British 
Association  mit  Zuratheziehung  von  Otto  Struve  1851  herausge- 
gebenen „Suggestions  to  Astronomers*1 ,  dann  Carrington's  1858 
erschienene  „Information  and  Suggestions" ,  ferner  aus  der  neue- 
sten Zeit  Faye's  Vorträge  in  der  Pariser  Akademie  (Comptes 
rendus  1869,  October),  endlich  Airy's  Bemerkungen  in  den  Monthly 
Notice»  der  R.  Astr.  Soc.  Vo).  XX.,  Nr.  2.  So  sehr  ich  den  hohen 


*)  Diesen  mir  freundlichst  mitgetheilten  Aufsatz,  welcher,  den  Ge- 
genstand ,  um  den  es  sich  hier  handelt,  vorzugsweise  aus  richtigen  Ge- 
sichtspunkten auffassend,  in  vorzüglicher  Weise  geeignet  ist,  Beobachter 
totaler  Sonnenfinsternisse  auf  das  hinzuweisen,  worauf  sie  hauptsächlich 
ihre  Aufmerksamkeit  zu  richten  haben,  lasse  ich  so  schleunig,  als  es 
mir  irgend  möglich  ist,  in  dem  Archive  abdrucken. 

Der  Herausgeber. 
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Werth  dieser  Schriften  im  Allgemeinen  anerkenne,  rouss  ich  doch 
gestehen,  dass  ich  in  manchen  wesentlichen  Punkten  mit  densel- 
ben nicht  übereinstimme,  und  halte  mich  durch  den  glücklichen 
Zufall,  der  mich  die  seltene  Erscheinung  zweimal  so  vollständig 
als  möglich  sehen  Hess,  gleichsam  für  verpflichtet,  auch  mein 
Scherflein  über  das  Was  und  Wie  der  eigentlich  astronomischen 
Aufgabe  beizutragen. 

Vor  allem  muss  ich  nach  meiner  Erfahrung  dringend  empfeh- 
len ,  alles  an  sich  Unwesentliche  wegzulassen.  Die  Zeit  der  Tota- 
lität ist  auch  im  besten  Falle  eine  so  kurze,  der  Eindruck  des 
Pbänomenes  ein  so  unwiderstehlich  mächtiger,  dass  die  ganze 
Fassung  eines  geübten  Astronomen  dazu  gehurt,  um  auch  nur 
einiges  Wenige  mit  voller  Sicherheit  wirklich  zu  beobachten. 
Ich  rechne  aber  zu  solchen  unwesentlichen  Dingen:  Beleuchtung 
und  Farbe  von  Himmel  und  Erde,  Einwirkung  auf  Thier-  und 
Pflanzenwelt,  Ab-  und  Zunahme  von  Temperatur,  Feuchtigkeit 
und  Licht  etc.  Iii  letzterer  Beziehung  wird  ohnehin  die  unerläs- 
sige  Bedingung,  unter  welcher  allein  solche  Notirungen  Sinn  haben, 
nämlich:  völlig  reiner  Himmel,  hier  nur  sehr  selten  erfüllt,  da 
eine  mehr  oder  minder  bedeutende  Wolkenbildung  mit  zur  Cha- 
rakteristik der  Erscheinung  gehört. 

Da  in  den  meisten  Fällen  die  Beobachtungs- Stationen  nur  nach 
längeren  Reisen  zu  erreichen  sind,  an  dem  glücklichen  Trans- 
porte der  Instrumente  aber  alles  gelegen  ist,  so  sollte  man  diese 
auf  das  Allernothwendigste  beschränken.  Ein  gutes  Fernrohr  von 
wenigstens  3  Zoll  Oeffnung  und  eine  verlftssige,  Secunden  zeigende 
Taschenuhr  scheinen  mir  der  Hauptsache  nach  völlig  hinreichend. 
Damit  wird  allerdings  auf  Angabe  der  Orts-Zeiten  des  Anfanges 
lind  Endes,  ja  seihst  auf  genaue  Bestimmung  der  Dauer  und  oft 
auch  auf  bessere  Kenntniss  der  geographischen  Lage  des  Beob- 
achtungsortes verzichtet,  denn  dazu  bedarf  man  weiterer  Instrumente 
und  eines  eigentlichen  Chronometers.  Wozu  aber  sollen  hier  diese 
Erschwerungen  der  ohnehin  nicht  leichten  Aufgabe  des  reisenden 
Astronomen  dienen  ?  Zu  Längenbestimmungen  hat  die  heutige 
Wissenschaft  längst  weit  bessere  Mittel,  zur  Bestimmung  der 
Fehler  unserer  Tafeln  werden  die  Beobachtungen  aller  ständigen 
Sternwarten,  denen  die  Finsterniss,  wenn  auch  our  partiell,  sicht- 
bar ist,  ebenso  gutes  und  besseres  Material  sammeln,  die  genauen 
geographischen  Coordinuten  der  Stationen  endlich,  wenn  überhaupt 
in  besonderen  Fällen  nötbig,  mag  man  beliebig  später  und  auf 
andere  Weise  sich  verschaffen.  Unsere  Aufmerksamkeit  wird  wohl 
noch  für  eine  geraume  Zeit  auf  die  Erforschung  der  Stellung, 
Dimension  und  Beschaffenheit  überhaupt  von  Corona  und  Proto- 
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beranzen  sieb  beschranken  müssen,  und  es  wird  sieh  zunächst 
daran  handeln,  unseren  Instrumenten  die  hierin  geeigneten  Ein- 
richtungen zu  geben. 

In  dieser  Hinsicht  erlaube  ich  mir  auf  meine  bei  anderer  Ge- 
legenheit gemachten  Bemerkungen  (Sitzungsberichte  der  kaiser- 
lichen Akademie  der  Wissenschaften  mathem.-naturw.  Cl.  XVII.  Bd., 
S.4II.U.  ff.,  sowie  Ästron.  Nachr.  XXXII.  Bd.,  S.395.,  XXXIII.  Bd., 
S.  129.,  XXXIV.  Bd.,  S.27.  und  XLIL  Bd.,  S.209.  u.ff.)  zurückzu- 
kommen,  da  mir  durchaus  kein  Grund  bekannt  wurde,  meine  da- 
maligen Ansichten  irgend  wesentlich  zu  ändern.  Ich  verweise  in 
Bezug  auf  die  nähere  Begründung  von  manchen  meiner  Vorschläge 
auf  die  angeführten  Quellen  und  will  hier  nur  bei  denjenigen  Punk- 
ten länger  verweilen,  die  auch  Liebhabern  der  Wissenschaft  zu- 
gänglich sein  sollen. 

Corona  und  Protuberanzen  verlangen  ganz  verschiedene  Kraft 
des  Fernrohres.  Die  Eigentümlichkeiten  der  Corona  verwischen 
sich  immer  mehr,  je  stärker  die  angewendete  Vergrößerung  ist, 
und  für  diesen  Theil  der  Escheinung  wäre  ein  Ocular  am  zweck- 
massigsten,  welches,  wie  bei  Arago's  Versuchen  Ober  die  Fähig- 
keit des  freien  Auges  die  Jupitersatelliten  auszunehmen,  gar  nicht 
vergrosserte,  sondern  eben  nur  ein  scharfes  Bild  gäbe.  Ueberdies 
ist  bei  Untersuchung  der  Corona  sehr  zu  wünschen,  dass  man  die 
ganze  Mondscheibe  beständig  überblicken  künne.  An  den  Protu- 
beranzen hingegen  gibt  es  Detail  zu  prüfen,  das  sich  erst  bei  etwa 
öOmaliger  Vergrüssening  in  hinlänglicher  Deutlichkeit  zeigt.  Am 
besten  also  würde  jede  dieser  Aufgaben  einem  eigenen  Beobach- 
ter zufallen.  Wenn  aber  schon  ein  und  derselbe  Beobachter  bei- 
des bestreiten  soll,  so  müsste,  da  an  ein  zeitraubendes  Wechseln 
und  wiederholtes  Richten  etwa  zweier  Fernrohre  nicht  zu  denken 
ist,  das  Instrument  entweder,  was  gewiss  am  bequemsten,  nach 
Liais  mit  einem  Doppelfernrohre  oder  nach  meinem  Vorschlage 
mit  einem  Doppel -Oculare  versehen  werden,  das  in  Schieberform 
oder  durch  eine  excentrische  Scheibe  eine  schnelle  Aenderung  der 
Vergrosserung  zuliesse.  Dieses  Ocular  müsste  so  construirt  sein, 
dass  jeder  der  beiden  Einsätze  auf  das  Auge  des  Beobachters 
bereits  eingestellt  ist  und  so  bleibt,  wenn  es  in  Thätigkeit  gesetzt 
wird.  Mit  einem  solchen  Doppel -Oculare  vermag  auch  allenfalls 
der  einzelne  Beobachter  dem  Bedürfnisse  zu  entsprechen,  beliebig 
oft  entweder  den  ganzen  Umkreis  des  Mondes  zu  übersehen  oder 
irgend  hervorstechende  Gegenden  genau  zu  erforschen.  Immer 
aber  bleibt  dies  nur  ein  Nothbehelf,  und  eigentlich  stimme  ich, 
wie  gesagt,  für  Trennung  der  Aufgaben. 

Für  die  Messung  der  Lage  und  Grösse  aller  Erscheinungen 
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am  Rande  der  beiden  Himmelskörper  ist  der  hauptsächlichsten 
mechanischen  Einrichtung  nach  das  gewöhnliche  Positions- Mikro- 
meter entschieden  der  angemessenste  Apparat,  wenn  man  folgende 
Modiäcatiooen  in  Gebrauch  und  Constructien  eintreten  lässt: 

1.  Die  zur  Messung  des  Positionswinkels  dienende  Linie  kann 
zum  Bebufe  der  Messung  nicht  wie  sonst  in  den  Radius  gelegt, 
sondern  muss  an  der  betreffenden  Stelle  des  Mondrandes  mit  diesem 
in  Berührung  gebracht  werden.  Die  normale  Lage  dieser  Linie  ist 
parallel  zum  Aequator  und  mit  hier  völlig  hinreichender  Genauig- 
keit dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  kurz  vor  und  nach  der  Beob- 
achtung den  Sonnenrand  oder  einen  Sonnenfleck  bei  ruhig  stehendem 
Rohre  längs  der  Linie  hingehen  lässt  und  dieselbe  so  lang  dreht, 
bis  das  Object  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Gesichtsfeldes  die 
gleiche  Entfernung  von  der  Linie  behält.  Die  Lesung  am  Posi- 
tionskreise, welche  dieser  Stellung  der  Linie  entspricht,  wird 
nottrt,  und  damit  jeder  in  dem  gebräuchlichen  Sinne  von  Nord 
über  Ost  gezählte  Positionswinkel  unmittelbar  combinirt.  Durch 
Bemerkungen  in  einigen  der  vorerwähnten  Instructionen  veranlasst, 
hebe  ich  ausdrücklich  hervor,  dass  es  hierbei  keinen  wesentlichen 
Unterschied  macht,  ob  das  Fernrohr  äquatorial  montirt  ist  oder 
nicht;  das  Verfahren  ist  bei  parallaktischer  oder  ganz  einfacher 
horizontaler  Aufstellung  des  Teleskopes  gleich  anwendbar.  Faye, 
der  diesen  ursprünglich  von  Besse I  (Astr.  Nachr.  XVI.  Bd.,  S.  161.) 
för  ähnliche  Zwecke  gemachten  Vorschlag  adoptirt,  will  durch  eine 
Libelle  die  primitive  Lage  jener  Linie  auf  den  Horizont  bezogen 
wissen,  was  mir  keine  Verbesserung  der  Bess ersehen  Idee 
scheint,  da  es  das  Instrument  coroplicirt,  die  Operation  schwieri- 
ger und  wohl  auch  ungenauer  macht,  endlich  unnützerweise  den 
Winkel  zwischen  Declinations-  und  Verticalkreis  in's  Spiel  bringt. 

2.  Der  Positionskreis  soll  im  Inneren  des  Rohres  angebracht 
sein,  so  dass  man  den  Positionswiukel  ohne  Hilfe  einer  Lampe 
und  ohne  das  Auge  vom  Fernrohre  zu  entfernen,  ablesen  kann. 
Herr  Faye  hat  vollkommen  Recht,  sich  gegen  solchen  inneren 
Positionskreis  zu  erklären,  unter  der  Voraussetzung,  dass  raao, 
wie  bei  dieser  Einrichtung  bisher  immer  geschah,  die  Position*- 
winkel  unmittelbar  auf  den  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  bezo- 
gen denkt,  denn  damit  ist  auch  die  in  der  Praxis  so  gut  wie  unaus- 
führbare Annahme  gemacht,  dass  man  das  Centrum  der  Mondscheibe 
beständig  auf  jenem  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  erhalte;  er 
thut  aber  geiviss  nicht  gut  daran,  diese  Einrichtung  auch  dann  zu 
verwerfen ,  wenn  man  den  Positionswinkel  durch  Tangirung  der 
Peripherie  des  Mondes  misst,  wo  von  solchem  beständigen  Cen- 
triren  weiter  nicht  die  Rede  ist. 
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3.  Statt  Fäden  sollte  ein  dünoes,  wellenloses  ond  planparalleles 
Glas  im  Brennpunkte  eingesetzt  werden,  das  durch  zwei  auf  ein- 
ander senkrechte  Reiben  von  feinen  Linien  in  Quadrate  getheilt 
ist  D»  eine  Reihe  dieser  Linien  vertritt  den  in  seiner  normalen 
Stellung  zum  Aequator  parallelen  Faden,  die  andere  Reihe  den 
beweglichen  Faden  des  gewöhnlichen  Positions-Mikrometers,  und 
es  reicht,  nachdem  irgend  eine  Linie  der  ersten  Reihe  mit  dem 
betreffenden  Punkte  der  Mondscheibe  in  Berührung  gebracht  und 
der  Positionswinkel  so  bestimmt  ist,  ein  einziger  Blick  ohne  alle 
weitere  Manipulation  hin,  die  Dimensionen  der  fraglichen  Ob* 
jecte  nach  allen  Richtungen  festzustellen.  Ich  habe  mich  hei  der 
totalen  Sonnenfinsternis  im  Jahre  1851  auf  das  beste  fiberzeugt, 
<lass  eine  solche  Glasplatte  dem  deutlichen  Ausnehmen  auch  der 
zartesten  Objecte  nicht  den  geringsten  Eintrag  thut,  und  dass  man 
die  auf  das  Glas  geritzten  Linien,  wenn  auch  so  fein,  dass  man' 
sie  mit  freiem  Auge  kaum  bemerkt,  auf  dem  lichten  Hintergrunde 
der  Corona  völlig  bestimmt  sieht,  während  z.  B.  D' Abb  a  die  (/?.  A. 
S.  ftl.  N.  Vol.  XVIII.,  pag.  312.)  die  unangenehme  Erfahrung  machte, 
dass  ihm  die  Fäden  verschwanden.  Hauptsächlich  desshalb, 
dann  aber  auch  wegen  der  grösseren  Sicherheit  vor  zufalligen  Be- 
schädigungen und  weil  man  auf  Glas  beliebig  enge  und  genau 
äquidistante  Linien  gravi ren  kann,  ziehe  ich  hier  die  Glasplatte 
dem  Fadennetze  vor.  Der  in  2.  besprochene  innere  Positionskreis 
könnte  füglich  auf  dieser  Glasscheibe  angebracht  werden,  wo  dann 
der  Index  an  der  Fassung  fest  sein  mfisste,  wahrend,  wenn  der 
Positionskreis  am  Rande  des  Diaphragma  etwa  in  einer  Zähnung 
bestünde,  die  Glasplatte  den  Index  an  einem  beliebigen  Punkte 
ihres  Um  Tanges  zu  tragen  hätte.  Wenn  das  Ocular  die  oben  be- 
sprochene Einrichtung  eines  Doppeleinsatzes  erhält,  so  wird  man 
wohl  am  besten  jeden  Einsatz  mit  einem  besonderen  Positions- 
kreise versehen.  Die  Messung  der  Dimensionen  wird  um  so  ge- 
nauer sein  können,  je  enger  die  Linien  gezogen  werden.  Ich  fand 
bei  einem  Fernrohre  von  3  Zoll  Oe Urning  mit  GOmaliger  Vergrös- 
serung  eine  gegenseitige  Entfernung  der  Linien  von  07  Bogen ,  bei 
llmaliger  Vergrösserung  das  Zehnfache  dieser  Distanz  ganz  ent- 
sprechend, da  man  leicht  auf  das  Zehntel  solcher  Intervalle  schätzt 
und  damit  hinreichend  genaue  Resultate  erhält.  Man  wird  gut 
thun,  diejenige  Reihe  von  Linien,  welche  zur  Messung  des  Positions- 
winkels dienen,  etwa  durch  einseitige  Abbiendung  am  Rande  des 
Gesichtsfeldes  kenntlich  zu  machen,  um  bei  allenfalls  oöthigen 
grösseren  Drehungen  der  Glasscheibe  diese  Reihe  von  Linien  nicht 
mit  der  anderen  zu  verwechseln,  und  so  um  90°  falsche  Winkel 
zu  erhalten.  Vielleicht  findet  man  es  bequem,  die  Lamelle,  mit 
welcher  diese  Abbiendung  bewirkt  wird,  mit,,  Zähnen  zu  versehen, 
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die  als  Zähler  fär  die  Linien  des  Mikrometers  dienen.  Notwen- 
diger ist  solche  Zählung  filr  stärkere  Vergrößerungen  bei  der  ande- 
ren Reihe  von  Linien,  denen  dann  die  grosseren  Dimensionen  zu 
messen  infällt.  Somit  wäre  es  fär  solche  Vergrößerungen  am 
zweckmässigsten,  diese  zweite  Reihe  von  Strichen,  welche  ursprüng- 
lich auf  den  Aequator  senkrecht  gesteilt  wird,  abzublenden,  und 
die  erste,  zum  Aequator  parallele,  zum  Unterschiede  frei  zu 
lassen.  Die  Glasplatte  mnss,  wie  man  sieht,  von  aussen  drehbar 
sein,  kannte  also  hier  einen  zweiten,  äusseren  Positionskreis  haben, 
der  genauer  getheilt  wäre,  als  der  innere,  und  an  dem  man  durch 
Niederdrücken  eine»  abfärbenden  oder  sich  eindrückenden  Stiftes 
die  Lesungen  am  inneren  Positionskreise  ergänzen  und  controli* 
ren  würde.  Diesen  registrirenden  äusseren  Kreis  allein  und  ohne 
den  inneren  anzubringen,  wie  Faye  vorschlägt,  hielte  ich  wegeo 
möglicher  Verwechslungen  der  einzelnen  Messungen  fär  bedenklich. 

Um  die  Ubrzeiten,  deren  möglichst  häuGge  und  genaue  Noti- 
rung  hier  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  für  die  verschiedenen  Wahr- 
nehmungen zu  erhalten,  wird  man  sich  vielleicht  am  besten  eines 
kleinen  Chronographen  bedienen,  d.  h.  einer  Vorrichtung,  die  ein 
Rad  von  wenigen  Zollen  Durchmesser  während  einer  kurzen  Zeit 
gleichförmig  dreht,  auf  dessen  breiter  Felge  ein  Papierstreifeo  so 
befestigt  wird,  dass  ein  darüber  angebrachter  Stift  durch  Nieder- 
drücken Zeichen  darauf  macht.  Die  hiesige  Sternwarte  besitzt 
schon  seit  langem  einen  solchen  Apparat  als  Hilfsmittel  zur  Map- 
pirung  von  Sternen ,  und  Airy  macht  jetzt  einen  Ähnlichen  Vorschlag 
fär  den  hier  besprochenen  Zweck  (R.  A.  S.  Monthly  Holte  es  Vol.  XX, 
pag.  63).  Ich  halte  einen,  wenn  auch  nur  zur  Noth  erst  an  Ort 
und  Stelle  geschulten  Gehülfen  bei  der  Beobachtung  für  beinahe 
unentbehrlich,  und  diesem  würde  ich  das  Geschäft  zutheilen,  den 
Stift  des  Chronographen  in  Thätigkeit  zu  setzen,  so  oft  er  vom 
Beobachter  dazu  das  Signal  erhält;  die  Vergleicbung  des  Chro- 
nographen mit  der  Uhr  vor  und  nach  der  Beobachtung  gäbe  die 
entsprechenden  Momente  in  Uhrzeit.  Dieser  Gehülfe  hätte  auch 
schnell  zu  Papier  zu  bringen,  was  man  ihm  dictirt  und,  im  Falle 
kein  Chronograph  vorhanden,  an  der  Uhr  die  Secuuden  während 
des  Verlaufes  der  totalen  Finsterniss  beständig  laut  zu  zahlen. 

Mit  solcher  Vorbereitung  wäre,  glaube  ich,  allen  billigen  An- 
forderungen entsprochen  und  die  kurze  Dauer  des  Phänomene« 
in  streng  astronomischem  £inne  thunlichst  auszunutzen. 

Es  erübrigen  mir  nun  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen. 

Das  grosse  Princip  des  Thcilens  der  Arbeit  wird  hier  mehr 
als  irgendwo  in  Anwendung  zu  kommen  haben.  Wenn  die  An» 
zahl  der  Beobachter  auf  einer  Station  es  zulässt,  konnte  sehr  zum 
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Vortheile  der  Sache  jedem  derselben  ein  gewisser  Theil  der 
Peripherie  des  Moudes,  z.  B.  ein  bestimmter  Quadrant  zur  lieber- 
wachung  zugewiesen  werden.  Es  würde,  wie  auch  Carrington 
sehr  richtig  bemerkt,  ungleich  mehr  Nutzen,  bringen,  wenn  man 
eine  bestimmte,  an  sich  sehr  beschränkte  Gegend  des  Sonnenum- 
kreises mit  ungeteilter  Aufmerksamkeit  betrachtete,  als  wenn 
man  in  dem  Streben,  alles  bemerken  zu  wollen,  nur  vage  Wahr- 
nehmungen zu  Stande  brächte.  Jedenfalls  sollten  etwa  auf  Pola- 
risations- Versuche,  Anwendung  von  Actinometern  und  dergleichen 
sich  nur  solche  Beobachter  verlegen,  neben  denen  andere  jene 
Hauptaufgaben  bereits  vollständig  besorgen.  Insbesondere  wird, 
wenn  nicht  unerwartet  güustige  Verhaltnisse  behilflich  sind,  das 
Aufsuchen  von  neuen  Unteren  Planeten  eine  grosse  Anzahl  von 
Beobachtern  erfordern,  deren  jeder  einen  gewissen  ganz  kleinen 
Theil  des  Himmels  zu  durchforschen  hätte. 

Hinsichtlich  der  Corona  und  der  Protuberanzen  hat  mir  immer 
die  einfachste  Hypothese  die  beste  geschienen,  nämlieh:  dass  sie 
Medien  angehören,  welche  die  Photospbäre  der  Sonne  umhüllen, 
und  ich  glaube,  dass  jeder  Astronom  bei  dem  Anblicke  der  Er- 
scheinung sich  dieser  Ansicht  von  selbst  zuneigen  wird.  Dafür 
.«p riebt  mir  hauptsächlich  der  Umstand,  dass  die  Form  der  Pro- 
tuberanzen  sich  in  der  Corona  fortsetzt,  und  diese  an  denselben 
Stellen  ganz  ähnlieh  gestaltete  Hervorragungen  zeigt,  so  wie,  dass 
offenbar  die  Protuberanzen  nicht  immer  in  einer  Ebene  liegen, 
sondern  häutig  sich  auf  einander  projiciren.  Es  schiene  mir  fer- 
ner für  diese  Frage  so  ziemlich  entscheidend,  wenn  man  den 
niedrigeren  und  dafür  auf  einen  grösseren  Theil  der  Peripherie 
des  Mundrandes  sich  ausdehnenden  Protuberanzen  mehr  Aufmerk- 
samkeit schenkte,  als  dies  bisher  der  Fall  war.  Ich  bin  der  Meinung, 
dass  diese  niedrigen  Ketten  von  Protuberauzen  sich  uberall  dort 
am  ersten  zeigen  werden,  wo  grössere  Tbeile  der  Ränder  der 
Sonne  und  des  Mondes  in  geringer  gegenseitiger  Distanz  beisam- 
men verweilen,  also  bei  den  Punkten  der  inneren  Berührung,  so 
wie  eher  auf  den  Grenzen  der  Totalzone,  als  auf  der  Linie  der 
Centralität,  und  dass  man  durch  eine  gehörige  Verbindung  der 
Beobachtungen  von  verschiedenen  Oertlichkeiten  sich  von  der 
Continuität  dieses  rothen  Saumes  überzeugen  werde. 

Es  ist  übrigens  eine  merkwürdige,  von  mir  seihst  wiederholt 
beobachtete  Eigenschaft  dieser  Protnberanzen ,  dass  man  diesel- 
ben zwar  bleich  und  farblos,  aber  doch  ganz  in  den  Umrissen 
ihrer  völligen  Ausbildung  einige  Secunden  vor  Beginn  und  nach 
dem  linde  der  totalen  Finsternis*;  sieht.  Es  wird  schon  desshalb, 
so  wie  aus  anderen  nahe  liegenden  Gründen  gerathen  sein,  kurz 
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vor  dem  Verschwinden  der  Sonne  das  Blendglas  vom  Fernrohre 
abzunehmen  und  dasselbe  erst,  nachdem  von  der  Sonne  mehr 
wieder  erschienen  ist,  als  das  Auge  ertragen  kann,  wieder  vor- 
zustecken. Nur  so,  nämlich  ohne  Blendglas,  wird  man  auch  über 
Baily's  „beails"  entscheiden  können,  besonders  wenn  man  die 
Vorsicht  braucht,  diejenigen  Theile  des  Mondrandes,  welche  be- 
stimmt sind  für  die  betreffende  Station  die  letzte  und  erste  Phase 
vor  und  nach  der  totalen  Finsteruiss  zu  bilden,  genau  zu  betrach- 
ten und  etwa  zu  Papier  zu  bringen,  da  an  der  Lage  der  Mond- 
berge hier  alles  gelegen  ist. 

Eine  wesentliche  Vorbereitung,  der  leider  von  den  Vorausbe- 
rechnern beinahe  nie  entsprochen  wird,  ist  die  Kenntniss  des 
Punktes  der  Mondscheibe,  bei  welchem  die  zweite  innere  Berührung 
stattfindet.  Die  Corona  wird  in  der  ganzen  Gegend  des  Wieder- 
erscheinens der  Sonne  so  licht,  dass  den  Beobachter  besonders  bei 
stärkeren  Vergrüsserungen  unwillkürlich  die  Besorgniss  ergreif), 
er  habe  vielleicht  nicht  den  richtigen  Punkt  im  Auge.  Dass  aber 
solche  Unruhe  vom  Uebel  ist,  brauche  ich  nicht  erst  zu  sagen. 
Kennt  der  Beobachter  hingegen  den  Positionswinkel  des  Endes 
der  Totalität,  und  lässt  er  sich  etwa  30  Secunden  vor  diesem  Ende 
von  seinem  Gchülfen  avertiren,  so  ist  eine  einfache  Drehung  des 
Mikrometers  hinreichend,  um  mit  aller  Bestimmtheit  zu  erfahren, 
wo  man  den  ersten  Lichtblitz  wieder  zu  erwarten  hat. 

Was  den  vermutheten  Zusammenhang  der  Protuberanzen  mit 
den  Flecken  und  Fackeln  der  Sonne  betrifft,  so  sollten  die  rei- 
senden Astronomen  es  den  stabilen  Observatorien  uberlassen,  für 
die  Beantwortung  dieser  Frage  die  nöthigen  Daten  zu  sammeln. 
Das  Augenmerk  dieser  letzteren  wird  darauf  gerichtet  sein  müs- 
sen, möglichst  genaue  Kenntniss  von  der  Lage  der  Flecken  und 
Fackeln  zu  geben,  die  während  der  totalen  Finsterniss  am  Rande 
der  Sonne  stehen,  also  an  sich  unsichtbar  sind.  Thunlichst  zahl- 
reiche Beobachtungen  der  Sonnenflecken  mit  zweckmässig  einge- 
richteten Mikrometern  etwa  eine  Woche  vor,  und  ebenso  eine 
Woche  nach  der  Finsterniss  werden  die  Frage,  welche  Stellang 
die  in  Betracht  kommenden  Flecken  während  der  Finsterniss  ein- 
nahmen, ganz  besonders  dann  hinreichend  genau  beantworten, 
wenn  man  der  Reduction  für  jeden  einzelnen  Fleck  jene  Elemente 
der  Rotation  des  Sonnenkörpers  zu  Grunde  legt,  welche  aus  den 
Positionen  gerade  dieses  Fleckes  sich  ergaben.  Die  Reduction 
wäre  allenfalls  in  der  von  mir  befolgten  Art  (A.N.  Bd.XLII.,  S.20<J., 
Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  mathem.- 
naturw.  Cl.  XVII.  Bd.,  S.4JI.)  vorzunehmen.  Die  Sonnenfackeln, 
deren  unmittelbare  Beobachtung  schwer  halten  durfte,  konnten 
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auf  die  Flecken  bezogen  und  ihre  relative  Lage  gegen  diese  mög- 
lichst vollständig  angegeben  werden.  Während  der  vierzehn  Tage, 
in  deren  Mitte  die  Finsterniss  fiele,  sollte  nur  eben  die  Enthielte- 
lung  von  Flecken  uod  Fackeln  thunlichst  überwacht  werden. 

Unter  den  Beobachtungen,  die  mit  freiem  Auge  anzustellen 
gind,  empfehle  ich  wiederholt  (A.  N.  Bd.  XXXII.,  S.  395.)  die  Fest- 
stellung derjenigen  Orte,  wo  entweder  die  totale  Finsterniss  nur 
ein  paar  Secunden  gedauert  oder  ein  ganz  kleiner  Lichtfunke  der 
Sonne  übrig  blieb.  Wenn  man  dafür  Sorge  trägt,  die  Oertlich- 
keit  der  Station  genau  anzugeben,  werden  solche  Bemerkungen 
über  die  eigentliche  Lage  der  nördlichen  und  südlichen  Grenzlinie 
des  Totalitätsgürtels  von  grossem  Nutzen  und  vielleicht  den  zu 
ähnlichem  Zwecke  vorgeschlagenen  pbotographischen  Abbildungen 
des  Mondes  vorzuziehen  sein. 

Schliesslich  wünsche  ich,  dass  recht  viele  Astronomen  es  über 
«ich  gewinnen  mögen,  ihr  Auge  festgebannt  am  Fernrohre  zu  lassen, 
und  auf  den  Genuss  der  Schönheit  des  Phänomcnes  im  Ganzen 
zu  verzichten.  Nur  wer  dieses  Opfers  fähig  ist,  wird  wirklieb 
Erspriessliches  leisten. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Als  ich  eben  dieses  Heft  zu  schliessen  im  Begriff  bin,  erhalte  ich 
Nr.1244.  der  „Astronomischen  Nachrichten.  1860.  März  29.", 
worin  sich  ein  sehr  lesenswertber  Aufsatz:  „Ueber  die  Pola- 
risation des  Lichtes  der  Corona  bei  totalen  Sonnen- 
finsternissen" von  Herrn  E.  Edlund,  Professor  der  Physik 
an  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Stockholm,  befindet, 
in  welchem  derselbe  Nachricht  giebt  über  seine  bei  der  in  Schwe- 
den eingetroffenen  totalen  Sonnenfinsterniss  vom  28sten  Juli  185J 
zu  Wernamo,  einem  beinahe  auf  der  Linie  der  Centrailinie  der 
totalen  Finsterniss  liegenden  Orte  in  Schweden,  angestellten  Be- 
obachtungen. Aus  diesen  mit  grosser  Sorgfalt  angestellten  Beob- 
achtungen ergab  sich  ganz  unzweideutig,  dass  das  Licht  der 
Corona  polarisirt  war,  und  es  war  auch  möglich,  die  Rich- 
tung der  Polarisationsebene  zu  bestimmen.  Wenn  nun  Herr  Ed- 
lund am  Ende  seines  sehr  beachtenswertsten  Aufsatzes  sagt: 

„Die  Polarisation  und  die  Richtung  der  Polarisationsebene  im 
Lichte  der  Corona  sind  schwer  zu  erklären,  wenn  man  nicht 
annimmt,  dass  der  Sonnenkörper  von  einer  Atmosphäre  um- 
geben sei,  die  ohne  selbstleuchtend  zu  sein  das  Vermögen 
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besitzt,  die  Lichtstrahlen  zu  reflektiren.  Nimmt  man  die 
Existenz  einer  solchen  Atmosphäre  an,  so  werden  die  von 
mir  beobachteten  Erscheinungen  davon  eine  noth wendige  Folg« 
sein  und  können  vorausgesagt  werden.  Von  übrigen  Umstan- 
den, welche  für  das  Vorhandensein  einer  Sonnen-Atmnsphäre 
sprechen,  will  ich  bloss  die  erst  im  Jahre  1852  von  Herrn 
Secchi  gemachten  Wahrnehmungen  hier  erwähnen,  zufolge 
deren  die  Sonnenscheine  von  der  Mitte  mehr  Wärme  als 
von  Punkten  näher  an  der  Peripherie  ausstrahlt,  woraus  man 
die  Folgerung  schon  gezogen  hat,  dass  die  Photosphäre  von 
einer  wärmenden  absorbirenden  Atmosphäre  umgeben  seilt 
möge ; " 

so  stimmen  wir  ihm  darin  ganz  bei,  und  sind  der  Meinung,  dass 
auf  diese  Weise  ein  neuer  Beweis  geliefert  ist,  dass  die  bei  totalen 
Sonnenfinsternissen  vorkommenden  merkwürdigen  Erscheinungen 
lediglich  der  Sonne  und  nicht  dem  Monde  angeboren,  wenn 
man  auch  hiervon  nicht  schon  anderweitig  längst  überzeugt  wäre. 


M  i  s  c  e  1  I  e  n. 


Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kreise  zu  suchen. 

Von  Herrn  Dr.  W.  Stil  mm  er. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  seien 

(y-A')*  +  (ar-y)*  =  r'2,    (y  -  /<")*  +  (x-g»)*  =  r«*. 

Bezeichnen  wir  dann  mit  x\  y'  die  Berührungspunkte  des  ersten 
und  mit  x",  y"  die  des  zweiten  Kreises,  so  hat  man  noch  die 
beiden  Gleichungen: 

x'-x"-  y--Ä7~  y^T*' 
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Erhebt  man  die  letzte  Gleichung  in'»  Quadrat,  addirt  auf  beiden 
Seiten  1,  so  kommt: 

y'  —  h'         r'  _  x'  —  h' 

Dadurch  liefert  die  erste  der  beiden  letzten  Gleichungen: 

(y'-A'HA'-Ä")  +  &-j)W-g')  =  r'{-T'^T"). 

Da  diese  Gleichung  an  die  der  Polaren  erinnert,  multiplicire  man, 

r' 

um  in's  «weite  Glied  r'a  zu  erhalten ,  mit   ^        ;  das  gibt 

Jetzt  setze  man: 


daher 
und 


Die  gesuchten  Berührungspunkte  sind  also  die  Durchschnittspunkte 
des  Kreises  I  mit  der  Polaren  des  Punktes  ar8,  y3.  Da  nun  zwei 
solche  Punkte  ar3,  y8  ezistiren  (wegen  des  Zeichens  £),  so  gibt 
es  also  im  Allgemeinen  vier  Berührungspunkte,  mithin  auch  vier 
Tangenten.  Sollen  diese  Punkte  existiren,  so  muss  die  Polare 
den  Kreis  schneiden,  mithin  die  Punkte  x9,  y3  ausserhalb  oder 

auf  dem  Kreise  liegen,  also  (x8  —  0/)*+(#,-Ä,)a^V2,  woraus 

man  die  bekannten  Bedingungen  ableitet  —  Andererseits  zeigen 
die  Ausdrücke  för  x9i  y3,  dass  diese  Punkte  die  Centrale  im  Ver- 
hältnis* der  Halbmesser  theüen  und  mithin  mit  den  Mittelpunkten 
harmonische  Punkte  sind.  Nimmt  man  nun  einen  dritten  Kreis 
hinzu  und  nennt  die  neuen  beiden  Paare  Aebnlichkeitspunkte  x2,  y2 
und  Xi,  yi ,  so  hat  man : 


Daher 


y8— yt      A V  +  (A'r")  -I-        T  (A1"*"')  -  A  V  T  AV" 
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Die  Zeichen  der  eingeklammerten  Ausdrücke  rühren  von  y,,  x9 
her,  und  da  diese  von  xtf  y%  unabhängig  sind,  so  folgt,  dass  die 
eingeklammerten  Ausdrucke  unter  sich  und  ebenso  die  nicht 
eingeklammerten  unter  sich  zugleich  mit  dem  oberen  oder  dem 
unteren  genommen  werden  müssen,  dass  aber  die  Zeichen  der  ein- 
geklammerten von  den  anderen  nicht  abhängen.  Eben  dieselbe 
Bemerkung  gilt  für 

y,  —ys      -T  (*V )  —  h'r"  ±  h"rmA-  hV  ±  (hmr')  T  h'i" 
vt-**-*  <yV)- oV^oV^r'';*  (y"V)  T-9'r* ' 
Zur  Bildung  dieses  Ausdruckes  muss  man  erst  Zähler  und  Nen- 
ner von  ys,  x9  mit  ■£  1  multipliciren  \  so  dass 

±  AV  -f  A'r" 
y*~  ~+r'  +  r"  ' 

Beachtet  man  nun,  dass  die  eingeklammerten  Glieder  in  beiden 
Brüchen  zugleich  mit  dem  oberen  oder  unteren  Zeichen  genom- 
men werden  müssen,  weil  sie  sich  auf  denselben  Punkt  beziehen, 
und  dass  die  oberen  Zeichen  dem  inneren,  die  untern  dem  äus- 
seren Aehnlichkeitspunkte  entsprechen ,  und  dass  ferner  drei  von 

den  sechs  Punkten  in  einer  Geraden  liegen,  wenn  — — —   

x$—x%  xx—x% 

so  erhält  man  aus  der  Vergleichung  der  beiden  Brüche  für  die 
verschiedenen  Zeichen  sehr  leicht  den  bekannten  Satz  von  den 
vier  Aehnlichkeitslinien. 

Wenn  auch  dieser  Beweis  etwas  weitläufig  ist,  so  hat  er  doch 
den  Vortheil,  sehr  allgemein  zu  sein  und  nicht  (wie  der  von 
Plücker)  einen  anderen  Lehrsatz  vorauszusetzen. 


Aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Dr.  Zehfuss  in  Heidel- 
berg an  den  Herausgeber. 
.  Ich  habe  eine  unter  gewissen  Voraussetzungen  sehr  allge- 
meine Formel  gefunden,  welche  ein  bestimmtes  Integral  mit  den 
Grenzen  od  und  0  auf  ein  anderes  zwischen  denselben  Grenzen 
zurückführen  lehrt,  wobei  sich  hauGg  Bestimmungen  ergeben. 
Ueberdiess  erhalt  man  wegen  Einführung  des  Imaginären  allemal 
zwei  Formeln  auf  einmal.  Eine  Skizze  desjenigen  Theils  meiner 
Formel,  welcher  zur  Herleitung  des  einen  von  Herrn  Lector  Lind- 
man*)  erwähnten  Integrales  hinreicht,  lässt  sich  wie  folgt  geben. 

/» 
F\x)dx  zu  verwandeln,  denke  man  es  als  einen 

o 

speziellen  Fall  ^(0)  von 

*)  Heft  I.  diese«  TheiU.  S.  118. 
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1)  Unter  Voraussetzung  der  Differentiirbarkeit  die- 
ses Integrales  nach  jedem  positiven  Werthe  von  y 
(wozu  vor  allen  Dingen  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  von  F(x-\-yi) 
für  alle  Werthe  von  x  und  y  zwischen  0  und  00  gehurt)  ergibt  sich: 

1®  =  {f  "  F'{X +V       =  iF(CC  +  yi)  ~ 
0 

Es  sei  nun  v  so  bestimmt,  dass  für  «  =  oo 

Hm(n+yirF(n  +  yt)  =  I< 
werde,  wo  L  einen  constanten  Werth  vorstellt.   Nun  ist 


also 

2)  Wenn  nun  v>l,  so  fallt  rechter  Hand  das  erste  Glied 
weg,  und  indem  man  für  y  die  Grenzen  00  und  0  annimmt,  entsteht 

*(*> )-       =  ~  ijf*  * 

F(x  +  oci)dx  verschwindet, 
F(*)c&r  ist: 

u 

/CD  /»  QD 

F(x)dx  =  iJ  F(xi)dx. 

o  0 

In  dieser  Fundamentalformel  setze  man  nun 
alsdann  sind  die  Bedingungen  (1),  (2),  (3)  erfüllt,  also  ist 

0  0 

d.  h.  nach  Trennung  des  Realen  und  Imaginären : 

rT^^  =  cos(2/*-l)^     _  +  C0Sf4^  T^ä-d* 

und 


488  MitceUen. 

-8in(2/i— /      rr^=:Sm'tS!/        1— rf*' 

o  o 

aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich  durch  Auflösen: 

o  o 

Das  andere  von  Herrn  Lecror  L  in  dm  an  erwähnte  Integral  war 

sino.T  sinoj: 


o 

Man  hat 


Da  nun  nach  einer  bekannten  Formel 

—  cos  cx 


f 


dx  =  0 


x 

ist,  so  lässt  sich  der  vorige  Werth  auch  setzen: 


Nachsatz.   Um  den  Werth  des  bestimmten  Integrales 

sin^+'+ijrrfj: 


zu  ermitteln,  worin  n  und  k  gerade  positive  Zahlen  sind,  ver- 
tausche man  x  mit  ax;  dicss  gibt: 

QDsin«  +  *+,(rt^r) 


dx- 


Nun  sei 

sin  "*H1(fl^r)  =  yfjsinovr  +  sin  3ax  +  .«•=  .2 /Im  sin  mar, 
wo  i4, ,  /f3....  Binnmialcoeflßcienten  vorstellen.    Alsdann  ist 


.      _  .     /**  sin  mox  , 


Differentiirt  man  beiderseits  nmal  nach  a,  so  kommt: 

n\J  =  2Am.m"  .(-\)* J  --- — dx=2(—  l)*£m*Am. 
also  ist 

n 

J  =  ^M'^T'  n*'(»  +  *  +  >)Mi-^(«+*+l)tf±=J  +  --"r 
Heidelberg,  den  3.  Februar  1860. 
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Literarischer  Bericht 

CXXXIII. 


Joseph  Grallich, 

I'rofeMor  der  höheren  PhjsiL  an  der  Universität  zu  Wien, 
starb,  kaum  30  Jahre  alt,  in  Wien  an  der  Schwindsucht 

am  13.  September  1859. 

Der  Herausgeber  des  Archivs  ist  durch  die  Nachricht  von  dem 
Dahinscheiden  des  obigen  trefflieben  jungen  mathematischen  Phy- 
sikers wahrhaft  erschüttert  worden.  Er  hatte  im  Jähre  1856  das 
Glück,  denselben  persönlich  kennen  zu  lernen,  namentlich  einige 
ihm  ewig  unvergessliche  Stunden  in  dem  engeren  Familienkreise 
eines  von  ihm  wahrhaft  hochverehrten  Mannes  mit  dem  so  früh 
Dahingeschiedenen  zu  verleben,  und  glaubte  damals  in  demselben, 
im  höchsten  Grade  angezogen  durch  die  grosse  Liebenswürdig- 
keit und  Anspruchslosigkeit  seines  Wesens,  einen  jungen  Mann 
von  blühender  Gesundheit  zu  erkennen,  —  wenigstens  seiner  äus- 
seren Erscheinung  und  dem  ersten  dadurch  hervorgebrachten  Ein- 
druck nach,  worin  man  sich  ohne  nähere  Kenntniss  freilich  leider 
nur  zu  oft  täuschen  kann.  —  Desto  erschütternder  und  betrübender 
musste  natürlich  die  Nachricht  von  seinem  Tode  wirken.  Was  G  rai- 
lich  der  Wissenschaft  war,  zeigen  seine  Arbeiten,  und  Alle,  die  ihm 
näher  standen,  namentlich  seine  trefflichen  Lehrer,  wissen  es; 
mehr  über  seinen  Werth  zu  sagen,  ist  jetzt  hier  nicht  der  Ort; 
es  kann  nur  der  Wunsch  ausgesprochen  werden,  dass  derselbe 
recht  bald  in  einem  ausführlichen  Necrolog,  uro  dessen  Einsen- 
dung der  Herausgeber  des  Archivs  dringend  bittet,  vollständig 
gewürdigt  werden  möge.  G. 


Mechanik. 

Einleitung  in  die  Mechanik.  Zum  Selbstunterricht 
mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens 
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von  H.  B.  Lübsen.  IV.  Theil.  Fortsetzung  der  Dynamik 
fester  Körper.  V.  Hydrodynamik.  VI.  Aerodynamik. 
Mit  51  Figuren  im  T<ext.    Hamburg.   O.  Meissner. 

Wir  freuen  uns,  dass  unser  im  Lite  rar.  Ber.  Nr.  CXXIX.  S.2. 
ausgesprochener  Wunsch,  dass  noch  die  auf  dem  obigen  Titel 
angegebenen  Theile  der  Mechanik  als  Fortsetzung  der  früheren 
in  der  genannten  Nummer  des  Literarischen  Berichts  angezeigtes 
Theile  dieses  empfehlenswerthen  Buchs  erscheinen  möchten,  schon 
jetzt  in  Erfüllung  gegangen  ist.  Die  Fortsetzung  der  Dynamik 
enthält  die  Gesetze  der  Pendelschwingungen,  die  Lehre  vom 
Mittelpunkt  des  Schwunges  und  des  Stosses  und  die  Lehre  von 
der  Wirkung  oder  Arbeit  der  Kräfte,  wo  sich  auf  S.  119.  die  histo 
rische  Notiz  findet,  dass  das  Maass  der  Kräfte,  welches  man 
jetzt  eine  Pferdekraft  nennt,  daher  entstanden  sein  soll,  dass 
Watt  gegen  einen  Fabrikanten,  der  eine  Mühle  durch  acht  Pferde 
bewegen  Hess,  geäussert  haben  soll:  er  wolle  ihm  eine  Dampf- 
maschine liefern,  welche,  bei  geringeren  Kosten,  dasselbe  leiste, 
mit  derselben  Kraft  wirke,  wie  jene  acht  Pferde.  In  der  Hydro- 
dynamik und  Aerodynamik  hat  sich  der  Herr  Verfasser  nur  anf 
das  Allernoth wendigste,  in  der  gewohnlichen  Praxis  am  Häufig- 
sten Anwendbare  beschränkt,  nämlich  auf  die  Lehre  vom  Aus- 
tluss  des  Wassers  aus  Gefassen  bei  constanter  Druckhnhe,  die 
Lehre  vom  Ausfluss  de«  Wassers  aus  prismatischen  Gelassen  bei 
constanter  Druckhohe,  die  Lehre  vom  Stoss  des  Wassers  gegen 
feste  Korper  und  umgekehrt,  und  auf  die  Lehre  vom  Ausflüsse 
der  Luft  aus  Behältern.  Bei  Wissenschaften,  deren  Natur  noch 
so  sehr  eine  bloss  hypothetische  ist,  wie  die  der  Hydrodynamik 
und  Aerodynamik,  halten  wir  bei  einem  Buche  von  der  Tendenz 
des  vorliegenden  die  sehr  engen  Gränzen,  die  der  Herr  Verfasser 
sich  hier  gezogen  hat,  für  völlig  zweckentsprechend,  und  ver- 
weisen übrigens  rücksichtlich  unsers  allgemeinen  Urtheils  über 
dieses  Buch  auf  die  oben  angegebene  Nummer  des  Literar.  Ber. 


Physik. 

•  • 

Der  Redaction  des  Archivs  ist  der  nachstehende  Catalog 
akustischer  Apparate  zugesandt  worden,  welche  bei  Herrn  Ru- 
dolph Konig  in  Paris  (Place  du  Lycee  Louis -Le- Grand,  5.) 
verfertigt  werden.  Schwerlich  wird  mau  anderwärts  eine  so  voll- 
ständige Sammlung  schöner  und  neuer  in  das  Gebiet  der  Akustik 
einschlagender  Apparate  finden,  wie  hier,  wobei  wir  bemerken, 
dass  auch  die  Preise  uns  sehr  massig,  fiberall  dem  Wertire  der 
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Apparate  entsprechend,  angesetzt  zu  sein  scheinen.  Wir  halten 
vas  daher  (tir  verpflichtet,  unsere  Leser  auf  diesen  Catalog  auf-, 
merksam  zu  machen,  welcher  in  systematUcher  Ordnung  237 
Nummern  enthält  Die  Haupt  -  Rubriken  desselben  können  wir 
im  Folgenden  leider  nur  angeben: 

Catalogue  des  principaux  appareils  d'Acoustique, 
qui  se  fabriqueot  chez  Rudolph  Koenig  ä  Paris,  Place 
du  Lyce^e  Louis-Le-Grand,  5.  Paris,  Imprimerie  Bailly, 
Divry  et  C»,  Place  Sorbonne,  2.    1859.  8°. 

I.  Appareils  pour  la  production  du  son  dans  les  principaux 
cas  (N°.  1—30.).  —  II.  Etudes  sur  l'origine  et  la  nature  du  son 
(N°.  31—45.).  —  III.  Appareils  pour  tracer  et  pour  compter  les 
Vibration*  46— 55.).  —  IV.  Appareils  pour  determiner  la  vitesse 
de  la  propagation  du  son  (N°.  56—59.).  —  V.  Appareils  pour  Fe*tude 
des  mouvements  ondulatoires  et  ribratoires.  (iN°.  60—79.).  —  VI.  Vi- 
brations  de  l'air  (N°.  80—123.).  —  VII.  Vibration»  des  cordes 
(N°.  124—133.).  —  VIII.  Vibrations  des  membranes  (N°  134-143.). 
—  IX.  Vibrations  des  verges  et  lames  144 — 158.).  —  X.  Vi- 
brations des  plaques  (N°„  159 — 17*2.).  —  XI.  Commuuication  des 
vibrations  et  *ytsemes  vibrants  (N°.  173—190.).  —  Tableaux  pelnts 
ä  l'huile  de  1  metre  50  sur  1  metre,  servant  aux  demonstrations 
publique*  d'un  cours  d'Acoustique  (N°.  191 — 232.).  —  Quelques 
modeles  d'anatomie  eMastique  du  Dr.  Auzoux  (N°.  233—237.). 

Man  wird  hieraus  die  grosse  Vollständigkeit  dieser  Sammlung 
ersehen  und  die  besondere  Hinweisung  der  physikalischen  Kabi- 
nette aller  Lehranstalten  auf  dieselbe  gewiss  gerechtfertigt  finden. 
Besonders  interessant  ist  aber  noch  die  dem  vorliegenden  Catalog 
beigelegte  Anzeige  eines  von  Herrn  Edouard-Le'on  Scott  er- 
fundenen, von  Herrn  Rudolph  Koenig  construirten  Instruments, 
welches  unter  dem  Namen  ..Phonaotographe"  den  Zweck 
hat,  die  den  Schall  bedingenden  vibratorischen  Bewegungen  ge- 
wissermassen  niederzuschreiben  oder  bildlich  darzustellen.  Des 
Interesses  wegen,  welches  dieses  Instrument  nothwendig  erregen 
muss,  lassen  wir  das  Wesentliche  aus  der  uns  vorliegenden  An* 
zeige  nachstehend  abdrucken,  indem  wir  des  Weiteren  wegen  auf 
den  Catalog  selbst  verweisen : 

- 

L e  Phonautograpbe,  a p p a r e i I  pour  I a  f i x a t i « n  g r a - 
phiqtie  des  bruits,  des  soiim,  de  la  volx,  invcnte  pur 
M.  Edouard- L<*on  ScMt  et  co «Stroit  par  M.  Rudolph 
Koenig,  constructeur  d  instrumenta  d'nceusiiqu  e,  a 
Paris,  Place  de  Lycle  Louis-Le-Grand,  5.  ßrevets 
francais  (s.  g.  d.  g.)  et  e^ran^ers. 


Digitized  by  Google 


4 


Uterarischer  Bericht  CXXXIII. 


M.  Leon  Scott,  voüc  par  sa  professlon  ä  letode  artistique 
et  savante  de  la  typograpbie,  a  consacre  six  annees  defforts  et 
de  sacrifices  ä  la  recberche  dune  impression  naturelle  des  pbeno- 
menes  sonore« ;  plusieurs  societes  scientifiques  et  des  profeseeurs 
emioents  ont  recu,  ä  differentes  reprises,  commuiiication  des  epreu- 
ves  par  lui  obtenues  de  sons  de  Fair,  de  bruits,  do  chant  des 
instruments  de  musique  et  de  la  voix.  II  est  en  mesure  aujourd  bui 
de  fournir  aux  savants  et  aux  praticiens  un  Instrument  capable  de 
realiser  leg  expeViences  les  plus  curieuses  et  les  plus  variees. 

L'inventeur  a  du  lutter  longtemps  contre  les  obstacles  de  toute 
nature  qui  se  rencontrent  ä  la  naissance  des  decouvertes  impor- 
tantes,  dont  le  re*sultat  ne  s'adresse  pas  immediatement  ä  la  sa« 
tisfaction  des  besoins  materiels.  Heureusemen t,  un  auxiliaire  tat 
est  arrive*.  M.  Rudolph  Koenig  s'est  mis  a  sa  disposition  poor 
la  complete  roise  en  oeuvre  de  la  phonautographie.  M.  Scott 
doit  beaucoup  ä  ce  constructeur  habile  pour  l'execution  reguliere 
de  l'instrument,  la  disposition  de  ses  diverses  parties  dana  de 
bonties  conditions  acoustiques,  l'ingenieux  agencement  qui  doit 
perniettre  ä  l'appareil  de  figurer  honorablemcnt  dans  un  cabinet 
de  pbysique.  En  moins  de  six  mois,  la  collaboration  de  l'inven- 
teur et  du  constructeur  a  donne  naissance  au  Phonautographe.  eo 
ce  moment  soumis  a  l'appreciation  et  au  jugeraent  du  monde  de 
la  science  et  de  I'art. 

La  serie  des  experiences  deja  reussies  et  qui  est  indiquee 
plus  loio  montrera  l'etendue  des  Services  que  le  nouvel  instrument 
est  appele*  ä  rendre  ä  la  science  ainsi  qu'aux  arts  entre  les  mains 
des  phyaiciens,  des  physiologistes,  des  professeurs  de  conserva- 
toire,  des  linguistes,  des  faetcurs  d'instruments,  des  aniateurs 
curieox,  des  chercheurs  repandus  sur  la  surface  de  l'Europe  sa* 
vante.  II  suffira  de  dire  ici  qu'on  obtient  facilement,  des  aujoor- 
d'hui,  une  Impression  correcte  d'un  graud  nombre  de  mouvements 
rapides  et  specialement  des  mouvements  vibratoires  qui  s'aecora- 
plissent  dans  lair  et  qui  sont  produits  par  des  instruments  quel- 
conques,  soit  de  mecanique,  de  pbysique  ou  de  musique,  ou  memo 
des  voix  ou  d'autres  agents  physinlogiques,  et  qu'on  peut,  par 
extension,  en  Multiplier  les  epreuves  par  les  moyens  connus. 

,  Voici  une  serie  d'experiences  qu'on  peut  realiser  par  la  pho- 
nautographie : 

1°  Ecrire  le  mouvement  vihratoire  d'un  solide  quclconqoe  pour 
servir  de  terme  de  cnmparaison  avec  les  mouvements  d  un  fluide; 
compter,  au  moyen  du  chroiiometre  pointeur,  le  nombre  de  Vibra- 
tion* executees  par  ce  solide  dans  Turnte  de  temps; 
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2°  Ud  diapason  ayant  etü,  par  le  mnyen  de  l'expe>if»nce  prece- 
dente,  eialonne  ä  on  norabre  determine*  de  Vibration«  dans  l'uniW 
de  temps  (500  oü  1000  par  exemple),  compter,  en  le«  faisant 
eerire  simultanement,  le  nombre  de«  Vibration«  accomplies  par  un 
agent  apte  ä  vibrer  (solide  ou  fluide)  dans  un  espace  de  terap» 
aussi  court  que  Ton  voudra  (quelques  milliemes  de  seconde). 
Exemple:  compter  et  mesurer  le«  phase«  diverse«  d'un  bruit  et 
les  intervalles  de  temps  compri«  entre  des  phenomenes  sonores 
rapides  et  successifs;  eprouver  la  sooorite  relative  des  metaux, 
des  alliages,  des  bois,  etc.; 

3°  Ecrire  les  vibrations  produites  dans  une  membrane  par  an 
tuyau  ou  plusieur«  sonnant  simultanement,  en  compter  le  nombre, 
en  montrer  les  phases;  obtenir  la  ßgure,  ou  diagramme  acouatt- 
que,  de  chacun  des  accords  et  des  dissonnances ;  ecrire  de  meme 
le  chant  d'instrumcnts  ä  vent  quelconques,  montrer  le  timbre  propre 
de  ces  instrumenta;  ecrire  le  mouvement  compose*  rlsultant  de 
sons  de  deux  ou  de  plusieurs  instrumenta  jouant  simultanement; 

i 

4°  Ecrire  le  cbant  d'une  voix;  en  mesurer  l'etendue  par  le 
chrouometre  pointeur  ou  le  diapason  etalon  pointeur;  Ecrire  la 
gamme  d'un  chanteur,  en  mesurer  la  justesse  par  le  diapason 
pointeur,  en  montrer  la  purete  (ou  l'isochronisme  des  vibrations) 
ainsi  que  le  timbre;  ecrire  une  melodie  et  la  transcrire  a  l'aide 
du  diapason  pointeur;  ecrire  le  cbant  simultane  de  deux  voix  et 
en  montrer  l'accord  ou  le  desaccord ; 

5°  Etudier  acoustiquement  les  mouvements  physiologiques  ou 
pathologiques  de  l'appareil  vocal  et  de  ses  parties  pendant  les 
differentes  Emissions  de  son,  le  cri,  la  toux,  etc.;  marquer  le« 
accidents  de  timbre  propres  ä  une  voix  donnee; 

6°  Etudier  la  voix  articulee  et  la  dedamation ,  ainsi  que  le« 
diagramme«  syllabiques,  etc.; 

7°  Inscrire,  ä  l'äide  d'ajustements  accessoires,  les  mouvements 
du  pendule,  du  toton,  de  l'aiguilje  aimantee,  le  mode  de  locomo- 
tion  d'un  insecte,  etc. 

Prix  de  l'appareil  complet,  dont  le  chronometre  et  le 
diapason  etalonne,  roentionnes  1°  et  2°,  fönt  partie   .   .   500  fr. 

—  Le  memo,  avec  cylindre  et  porte-raerabrane  en  bois  .   400  „ 

■ 

Bien  que  l'appareil  soit  d'un  ntanTement  facile,  et  les  Mani- 
pulation« necessaires  a  1'obtention  et  ä  la  fixation  des  epreuve« 
aussi  simples  que  peu  nombrenses,  il  sera  donne  aux  personnes 
qui  se  procureront  un  appareil  nne  Instruction  detaillee  pour  son 
emploi. 


> 
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Sadreseer,  pour  lacquisition  des  appareit*,  ä  M.  Bodetph 
Koenig,  seid  constructeur,  ä  Paria,  place  du  Lycee  Louis -le- 
Graod,  n».  5; 

Et  pour  lea  cessions  de  brevets,  ä  M.  P.  Clou  v  et,  avocat, 
tu«  Saint -Jacques,  n°.  326. 

Anleitung  au  den  magnetischen  Beobachtungen. 
Von  Karl  Kreil,  Director  der  k.  k.  Cen tral- Anstalt  für 
Meteorologie  und  Erdmagnetismus  u.  s.  w.  Zweite  ver- 
mehrte Auflage.  (Als  Anhang  zum  XXXII.  Bande  der 
Sitzungsberichte  der  mathem.-naturw.  Classe  der  k.  k. 
Akademie  der  Wissenschaften.)   Wien.  1858.  8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  diese  neue  Auflage  einer  aus  ihrer 
früheren  Ausgabe  hinreichend  bekannten  trefflichen  Schrift  anzei- 
gen zu  können.  Jedenfalls  enthält  diese,  aus  der  Feder  eines 
mit  der  Anstellung  magnetischer  Beobachtungen  und  allen  dazu 
gehörenden  älteren  und  neueren  Apparaten  so  vollkommen  wie 
irgend  Jemand  vertrauten  Mannes  geflossene  Schrill  eine  der 
besten  Anleitungen  zu  solchen  Beobachtungen,  welche  es  giebt, 
und  muss  Allen,  die  sich  mit  solchen  Beobachtungen  beschäfti- 
gen wollen,  dringend  empfohlen  werden,  da  wir  sie  für  Jeden, 
der  sich  solchen  Arbeiten  zu  widmen  denkt,  geradezu  unentbehr- 
lich halten.  Auch  können  wir  namentlich  die  Versicherung  geben, 
dass  in  dieser  neuen  Ausgabe  alle  seit  dem  Erscheinen  der  ersten 
gemachten  neuen  Erfindungen,  sofern  sie  wirklich  wissenschaft- 
lichen und  praktischen  Werth  haben,  sorgfältige  BerficJcmchtigaag 
gefunden  haben,  und  dass  alle  Instrumente  und  Apparat«  durch 
sehr  saubere  Holzschnitte  erläutert  worden  sind.  Auch  sind  allen 
Methoden  vollständig  ausgerechnete  numerische  Beispiele  beige- 
fügt worden,  entnommen  aus  den  vielen  praktischen  Arbeiten, 
welche  Herr  Director  Kreil  auf  diesem  Felde  in  einer  langen 
Reihe  von  Jahren  in  allen  Theilen  des  österreichischen  Kaiser- 
staats ausgeführt  hat.  Zuerst  beschäftigt  sich  die  Schrill  mit  den 
Bestimmungsstücken  der  magnetischen  Erdkraft,  nämlich  L  der 
Declination,  II.  der  horizontalen  Intensität,  III.  der  Inclinatinn; 
hierauf  folgen  die  Variations-  Apparate  und  dann  die  astronomi- 
schen Beobachtungen,  die,  wie  sich  von  selbst  versteht,  mit  jeder 
magnetischen  Beobachtung  zu  verbinden  sind.  Den  Schluss  bil- 
det eine  Reihe  von  Tafeln,  welche  zur  wesentlichen  Erleichterung 
der  Rechnungen  sehr  geeignet  sind,  nämlich:  I.  Tafel  f«r  die 
Mittagsverbesserung.  II.  Tafel  für  die  Mitternachtsverbei^eruag. 
HL  Tafel  fär  die  mittlere  Refraclion.  IV.  V.  VI.  Tutel«  für  die 
Correctionen  wegen  des  Luftdrucks,  der  Temperatur  des  Queck- 
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«Über«  uod  der  Temperatur  der  äusseren  Luft  VII  HObenparal- 
laxe  der  Senne.    VIII.  Logarithmen  von  m  and  n.  Bemerkungen. 

Möge  der  Herr  Verfasser  durch  Beachtung  seiner  ausgezeich- 
neten Schrift  in  möglichst  weiten  Kreisen  fiir  seine  bei  der  ßer 
arbeitung  dieser  neuen  Auflage  gehabte  Muhe  reichlich  belohnt 
werden. 


Astronomie. 

Gewiss  ist  es  den  Lesern  des  Archivs  interessant,  zu  ver- 
nehmen, dass  die  Erben  Schumacher  «,  des  früheren  berühm- 
ten Directors  der  Sternwarte  in  Altona,  dessen  Briefwechsel  mit 
Gauss  und  O Ibers,  im  Ganzen  5  Bände  ä  28  Hofen,  heraus- 
zugeben beabsichtigen,  und  dass  die  Leitung  dieses  Unterneh- 
mens jedenfalls  keinen  besseren  Händen  anvertraut  werden  konnte, 
als  denen  seines  trefflichen  Nachfolgers,  des  gegenwärtigen  hoch- 
verdienten Directors  der  Altonaer  Sternwarte,  Herrn  Prof.  Dr. 
C.  A.  F.  Peters.  Je  mehr  der  Unterzeichnete  selbst  das  An- 
denken Schumachers  mit  aufricht^er  Pietät  in  seinem  Herzen 
bewahrt,  und  je  mehr  er  sich  durch  die  Freundschallt  des  treff- 
lichen Herausgebers  geehrt  und  beglückt  fühlt,  je  mehr  er  aber 
auch  —  was  natürlich  hier  die  Hauptsache  ist  —  von  der  sehr 
grossen  Wichtigkeit  Hie-es  Briefwechsels  in  wissenschaft- 
licher Rücksicht  überzeugt  ist:  desto  mehr  hält  er  sich  für 
verpflichtet,  die  Leser  seiner  Zeitschrift  auf  dieses  interessante 
und  wichtige  Unternehmen  aulmerksam  zu  machen  und  die  er- 
schienene desfallsige  Anzeige  nachstehend  vollständig  abdrucken 
tu  lassen.  Grunert 

Aufforderung  zur  Subscription  auf  Schumacher'»  wis- 
senschaftliche Correspondcnz. 

Die  Erben  meines  berühmten  Vorgängers  Schumacher  beab- 
sichtigen ,  die  nachgelassene  wissenschaftliche  Correspondenz  des- 
selben herauszugeben  und  haben  mir  die  Ordnung  und  Auswahl 
der  Briefe  übertragen.  Diese  Briefe  sind  wegen  der  Verbindung?, 
in  welcher  Schumacher,  beinahe  ein  halbes  Jahrhundert  hin- 
durch, nkht  allein  mit  den  Astronomen  und  den  Verfertigeru 
astronomischer  Instrumente,  sondern  auch  mit  vielen  hervorragen- 
den Gelehrten  der  verwandten  Wissenschaften  stand,  von  gros- 
ser Wichtigkeit  für  die  Geschichte  der  Fortschritte  der  exaeten 
Wissenschaften  und  enthalten  einen  reichen  Schatz  von  Ertfrte- 
rnngen,  die  sieh  auf  alle  T heile,  insbesondere  jedoch  auf  den 
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beobachtenden  Theil  der  Astronomie,  auf  Geodäsie,  Magnetismus, 
auf  VVägungeii  etc.  beziehen.  Ausserdem  enthalten  sie  viele  in- 
teressante Urtbeile  über  astronomische  Schriften  und  Arbeiten, 
über  Instrumente  etc.  Sie  werden  daher  ein  wichtiges  Geschenk 
für  Astronomen,  Mathematiker  und  Physiker  bilden  uod  ohne 
Zweifel  fördernd  und  anregend  auf  deren  Wissenschaften  einwirken. 

ZuvOrderst  wird  der  Briefwechsel  Schumacher'*  mit  O  Ibers 
und  Gauss  veröffentlicht  werden.  Durch  die  freundliche  Bereit* 
Willigkeit  des  Herrn  Senators  O Ibers  in  Bremen,  so  wie  de« 
Herrn  Ober- Bau  rat  hes  Gauss  in  Hannover  und  des  Vorstandes 
der  Universität  zu  Gottingen  sind  die  Briefe  von  Schumacher 
an  Olbers  und  Gauss  gleichfalls  zur  Verfugung  gestellt;  sodass 
also  beide  Correspondenzen  jetzt  vollständig  vorliegen. 

Um  die  Mittel  zur  Bestreitung  der  Druckkosten  zu  erlangen, 
haben  die  Schu m acher' sehen  Erben  den  Weg  der  Subscription 
gewählt.  Sobald  jene  Kosten  gedeckt  sind,  wird  der  Druck  sei- 
nen Anfang  nehmen  und  möglichst  schnell  gefördert  werden. 

Der  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Schumacher  wird 
3  Octavbände  von  ungefähr  28  Bogen  jeder,  und  der  zwischen 
Olbers  und  Schumacher  etwa  2  ähnliche  Bände  füllen.  Auf 
diese  beiden  Briefwechsel  kann  einzeln  subscribirt  werden  und  ist 
der  Preis  pro  Band  auf  3  Thaler  Preuss.  Cour,  oder  4  Thaler  R.-M. 
gesetzt,  die  bei  Ablieferung  jedes  einzelnen  Bandes  bezahlt  werden. 

Aufträge  bitte  ich  an  mich  adressiren  zu  wollen.  Es  wäre 
erfreulich,  wenn  die  Herren  Subscribenten  ihre  Aufträge  recht  bald 
einreichen  rauchten,  weil  der  Beginn  des  Drucks  davon  abhängt 

Altona  1858  März  IG.  Prof.  C.  A.  F.  Peters, 

Director  der  Altonaer  Sternwarte. 


Vermischte  Schriften. 

The  Atlantis:  a  Register  of  Literature  and  Science. 
Conducted  by  Members  of  the  Catholic  University  of 
lreland.   N°.  IV.  July  1859.  8». 

Die  drei  ersten  Nummern  dieses  auch  rucksichtlich  seines 
nicht -mathematischen  und  physikalischen  Inhalts  vieles  Inte  res 
»ante  enthüllenden  Journals  sind  iu  den  Literarischen  Berichten 
Kr.  CXXVI.  S.  8.  und  Nr.  CXXXI.  S.  10.  angezeigt  worden.  Die 
vorliegende  Nnmmer  enthält  die  folgenden,  in  den  Kreis  des 
Archivs  gehörenden  Aufsätze:  Scientific  Researches.  Artl. 
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On  the  ose  of  the  Sections  of  the  Cone  in  the  Solution  of  certain 
Geometrical  Problems.  By  Rev.  W.  G.  Penny,  M.  A.  (Aüf  die- 
sen zwar  elementaren,  aber  manches  Lehrreiche  und  Bemerkens- 
werthe  enthaltenden  Aufsatz  hoffen  wir  im  Archiv  später  noch 
besonders  zurückzukommen).  —  Art.  II.  Note  on  the  Thickness 
of  the  Earth's  Crust.  By  Henry  Hennessy.  F.  R.  S.  —  Ein  zwar 
nicht  unbedingt  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörender,  aber  doch 
im  Allgemeinen  sehr  interessanter,  mit  grossem  Fleiss  in  clima- 
tologischer,  meteorologischer  und  statistischer  Rucksicht  bearbei- 
teter Aufsatz  ist:  Art.  III.  Climatology  of  Lisbon  in  Relation 
to  the  Yellow  Fever  Epidemie  of  1857.  By  Robert  D.  Lyons, 
M.  D.  —  Auch  möge  in  chemischer  Rücksicht  noch  erwähnt  wer- 
den: Art.  IV.  On  the  change  of  Caseine  into  Albumen  with  some 
Observations  on  Lactic  Fermeutation.    By  William  K.  Sullivan. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIV. 
a  5.) 

Ueber  die  neue  sehr  zweckmässige  Einrichtung  dieser  so  viel- 
fach wichtigen  Sitzungsberichte  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIV. 
S.  8.  Nachricht  gegeben,  worauf  wir  also  des  Folgenden  wegen 
ein  für  alle  Mal  verweisen. 

Band  XXX.  1858. 

Nr.  16.  Vogel:  Ueber  die  Entmischung  des  Weingeistes 
in  Folge  spontaner  Verdunstung.  S.  261.  —  Löwy:  Elemente  der 
Bahn  des  von  Brünns  am  21.  Mai  1858  in  Berlin  entdeckten 
Cometen.    S.  .271. 

Nr.  17.  Handl  und  Weiss:  Untersuchungen  über  den  Zu- 
sammenhang in  den  Aenderungen  der  Dichten  und  Brechungs- 
Exponenten  in  Gemengen  von  Flüssigkeiten  und  Verbindungen  von 
Gasen.   S.  389. 

Band  XXXI.  1858. 

Nr.  18.  Starke:  Ueber  ein  kleines  Passage-  und  Höhen- 
mess- Instrument,  welches  in  der  Werkslätte  des  polytechnischen 
Institutes  verfertigt  worden  ist.  S.  3.  (Wir  bemerken ,  dass  dieses, 
wie  es  scheint  sehr  schöne  und  zweckmässig  eingerichtete  Instru- 
ment, dessen  Fernrohr  14  Zoll  Brennweite,  15  Linien  Oeffnung 
und  eine  28malige  Vergrösserung  hat;  bei  welchem  ferner  der 
Vertikalkreis  8  Zoll  Durchmesser  bat  und  durch  zwei  diametrale 
Nonien  10  Secunden  angiebt,  der  Horizontalkreis  dagegen  mittelst 
eines  Nonius  von  30  zu  30  Secunden  getheilt  ist.  nur  300  Fl. 
=  2Ö0Tblr.  kostet,    wogegen  der  Preis,   wenn  der  Horizon 
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talkreis  ebenfalls  durch  2  Nonien  von  10  so  10  Secwiden  geüieüt 
ist,  sich  auf  330  Fl.  =220  Thlr.  stellt.  Bei  der  grossen  Solidi- 
tät aller  aus  der  Werkstätte  des  polytechnischen  Instituts  in  Wien 
hervorgehenden  Arbeiten  i*t  dieser  Preis ,  wie  jeder  Kenner  sieht» 
ein  überaus  mässiger,  weshalb  Instrumente  dieser  Art  allen  Lehr- 
anstalten recht  sehr  empfohlen  zu  «erden  verdienen.)  —  Simerka: 
Dio  Perioden  der  quadratischen  Zubiformen  bei  negativen  Detern 
minanten.  S  .  33.  — -  Weiss:  Ueber  die  Bahn  der  Ariadoe.  S.  68. 
—  v.  Lang:  Untersuchungen  über  die  physikalischen  Verhält- 
nisse krystallisirter  Körper.    S.  85. 

Nr.  19^    Petzval:    CJeber  das  neue  Landschafts-  als  Fern- 
rohr Objectiv.    8.  213. 

Nr.  20.  Strauch:  Auszug  aus. der  Abhandlung:  Anwendung 
des  sogenannten  Variatinnscalculs  auf  zweifache  und  dreifache 
Integrale.  S.  310.  —  Kamtz:  Note  über  baro-  und  thermome- 
trische  Windrosen.  S.  332.  —  Haidinger:  Neueste  genaue  Län- 
gen- und  Rreitenbestiniiniingen  auf  St.  Paul,  durch  Herrn  k.  k. 
Schiffs  -  Fähnrich  Robert  Müller  von  Sr.  Majestät  Fregatte  No- 
vara  ausgeführt.  S.  351.  —  Oeltzen:  Argelander's  Zonen-Be- 
obachtungen (Fortsetzung).  Sechste  Ahtheilung  von  19*  bis  23*. 
S.  357. 

Hand  XXXII.  1858. 

i 

Nr.  21.  Ludwig  und  Stefan:  Ueber  den  Druck,  den  das 
fließende  Wasser  senkrecht  zu  Keiner  Stromrichtung  ausübt.  (Mit 
3  Talein)  S.  25.  —  (»railich  und  t.  Lang:  Untersuchungen 
Ober  die  physikalischen  Verhältnisse  krystalKsirter  Körper.  II. 
S.  43.  —  Peterin  und  Weiss:  Untersuchungen  über  das  Tönen 
der  Flammen  flüssiger  und  fester  Körper.  Mit  1  Tafel.  S.  68.  — 
Di  tsch  einer:  Ueber  die  graphische  Linien -Ellipsen -Methode. 
Mit  2  Tafeln.    S.  76. 

Nr.  22.  A  Frei h.  v.  Baumgartner:  Nachtrag  zu  meinem 
Aufsätze:  Von  der  Umwandlung  der  Wärme  in  Clektricität.  S.  157. 
(Der  hochverdiente  Verfasser  dieses  Aufsatzes  hatte  im  Jahrgange  * 
1856  der  Sitzungsberichte.  Band  XXII.  eine  höchst  lesenswertbe, 
Abhandlung  unter  dem  Titel :  „Von  der  Umwandlung  der  Wärme 
in  Elektricität"  veröffentlicht.  Gegen  ilie  in  dieser  Abhandlung 
vorgetragenen  Ansichten  hat  Herr  Prof.  M  Oller  in  Freiburg  i.  B. 
einige  Bedenken  vorgetragen,  welche  Herr  Freiherr  v.  Baum- 
gartner in  dem  vorliegenden  Aufsatze  mit,  wie  es  uus  scheint, 
siegreichen  Gründen  widerlegt,  zugleich  aber  noch  andere  sehr 
beaebtenswerthe  und  lehrreiche  Bemerkungen  beifügt,  die  wir  der 
Aufmerksamkeit  uuserer  Leser  empfehlen.)  —  Karl  v.  Sonklar: 
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Ueber  die  Transversal -Schwingungen  eines  elastischen  Stabes. 
S.  207.  —  Alle:    Ueber  die  Bahn  der  Leda.   S.  258. 

Nr.  23.  Weisse:  Vereleichung  des  „Catatngus  generalis 
pro  1830"  in  Struve's  „Steflarum  fixarum  imprimis  duphciorn 
et  multiplicium  positiones  mediae.  Petropnli.  1852"  mit  den  bei- 
den Catalogen  aua  Ressers  Zonen -Beobachtungen.  S.  270.  — - 
Zantedeschi:  Deila  legge  fondamentale  delle  verge  vibranti 
e  delle  canne  a  bocca.  S.  290.  —  Derselbe:  Legge  archetipa 
delle  verghe.    S.  301. 

Band  XXX11I.  1858. 

Nr.  24.  Blaserna:  Ueber  den  inducirten  Strom  der  Neben- 
batterie. 8.  25.  —  Löwy:  Bestimmung  der  Bahn  des  Kometen 
V.  1858.  S.  150-  —  v.  Lnng:  Ueber  die  Minimam-  Ablenkung 
der  Lichtstrahlen  durch  doppelt  brechende  Prismen.    S.  155. 

Nr.  25.  Knochenhauer:  Ueher  den  elektrischen  Zustand 
der  Nebenbatterie  wahrend  ihres  Stromes.   S.  163. 

Nr.  26.  Simerka:  Losung  zweier  Arten  von  Gleichungen. 
S.  277.  —  Unger:  Botanische  Streifzüge  auf  dem  Gebiete  der 
(  nlturgeschichte  (allgemein  interessant).   S.  303. 

Nr.  27.  Weiss:  Ueber  die  Bahn  des  Kometen  VIII.  des  Jah- 
res 1858.  S.  360.  —  Grailich  und  Lang:  Untersuchungen  über 
die  physikalischen  Verhältnisse  krystallisirter  Körper  (IV.  Fort- 
setzung).   S.  360. 

Nr.  29.  v.  Lang:  Die  Aeuderungen  der  Krystalt- Axeu  des 
Arragonites  durch  die  Wärine,  gerechnet  au»  Rudberg's  Beobach- 
tungen. S.  577.  —  Adolph  Weiss  und  Edmund  Weiss: 
Untersuchungen  über  den  Zusammenhang  in  den  Aenderungen  der 
Dichten  und  Brechungs  Exponenten  in  Gemengen  von  Flüssigkeiten. 
S.  589.  —  Grailich:  Ueber  symmetrische  Functionen,  welche 
zur  Darstellung  gewisser  physikalischer  Verhältnisse  krystallisir- 
ter Körper  dienen  können.  S.  657.  (Wir  empfehlen  diese  Abhandlung 
recht  sehr  der  Beachtung.) 

Band  XXXIV.  1859. 

Nr.  1.  v.  Lang:  Einige  Bemerkungen  zu  Herrn  Dr.  J.  Ste- 
fan's  Abhandlung:  Ueber  die  Transversalschwingungen  eines 
elastischen  Stabes.    S.  63. 

Nr.  2.  Knochenhauer:  Ueber  den  Strom  der  Nebenbatte- 
rie. S.  77.  —  Murmann  und  Rotte r:  Untersuchungen  Aber  die 
physikalischen  Verhältnisse  krystallisirter  Korper.    S.  135. 

Nr.  3.  Lowy:  Ueber  die  Bahn  des  Kometen  Donati.  S.207. — 
Loffler :  Ueber  die  Methode,  die  grössten  und  kleinsten  Werthe 
unbestimmter  Integralformelu  zu  Gnden.   S.  227. 
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Band  XXXV.  1859. 

Nr.  7.  Tscher  male:  lieber  den  Zusammenhang  zwischen 
der  chemischen  Constitution  und  dem  relativen  Volumen  bei  flüs- 
sigeu  Verbindungen.    S.  18. 

Nr.  8.  Czermak:  Ueber  die  Sprache  bei  luftdichter  Ver- 
Schliessung des  Kehlkopfes.  S.  63.  —  Reitlinger:  Heber  flüs- 
sige Isolatoren  der  Elektricitat.   S.  73. 


Die  KOniglicb  Belgische  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Brüssel  hat  unter  dem  Titel: 

Tables  gänernles  et  analytiques  du  Recueil  des 
Bulletins  de  l'Academie  Royale  des  sciences, 
des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  1" 
Serie.  Tome  1  a  XXIII.  (1832 — 1856.)  Bruxelle*. 
Hayez.  1858.    (395  Seiten  in  8°.) 

ein  überaus  vollständiges  Inhaltsverzeichnis«  ihrer  „Bulletins" 
veröffentlicht,  welches  aus  den  beiden  Theilen  „Table  des 
matieres"  und  Table  des  auteurs"  besteht  Bei  der  gros- 
sen Wichtigkeit  dieser  Bulletins  für  die  Wissenschaft  machen 
wir  unsere  Leser  auf  dieses  Inhaltsverzeichnis«  besonders  auf- 
merksam, welches  bei  vielen  wissenschaftlichen  Untersuchungen, 
wo  es  nöthig  ist,  auf  die  wichtigen  Arbeiten  der  Belgischen  Aka- 
demie zurückzugehen ,  die  wesentlichste  Erleichterung  gewahren 
und  solche  Untersuchungen  sehr  zu  unterstützen  geeignet  sein  wird. 
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Mathematischer  und  physikalischer  Unterricht 

Für  die  preußischen  Real-  und  höheren  Bürgerschulen  ist 
so  eben  bei  der  neuen  Organisation  dieser  Lehranstalten  eine 
neue  ausführliche  Unterrichts-  und  Prüfungs-Ordnuug  er- 
schienen *).  Dieses  neue  Reglement,  welches  mit  Recht  von  dem 
ganzen  Lande  mit  besonderer  Freude  und  Genugthuung  begrüsst 
worden  ist,  ausführlich  zu  besprechen,  kann  hier  naturlich  nicht 
der  Ort  sein ;  einer  vorzugsweise  auch  der  Forderung  des  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterrichts  gewidmeten  Zeitschrift, 
wie  dem  „Archiv  der  Mathematik  und  Physik",  geziem* 
es  aber  wohl,  über  eine  so  wichtige,  so  sehr  und  so  tief  in  das 
ganze  Volks-  und  Staatsleben  eingreifende  Verordnung  röcksichtlich 
des  geoannten  Unterrichts  einige  Worte  zusagen,  namentlich  wenn 
es  mit  so  grosser  Freude,  mit  so  grosser,  aus  innerster  Ueber- 
zeugung  hervorgegangener  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  den 
gegebenen  Vorschriften  geschehen  kann,  wie  im  vorliegenden  Falle 
von  dem  Unterzeichneten. 

An  die  Abiturienten  der  Realschulen  werden  in  der  Mathe- 
matik und  Physik  die  folgenden  Anforderungen  gestellt,  wodurch 
also  zugleich  das  Ziel  bezeichnet  wird,  dessen  Erreichung  diese 
Schulen  in  den  genannten  Wissenschaften  zu  erstreben  haben. 

In  der  Math  ematik  hat  der  Abiturient  den  Nachweis  zu 
liefern,  dass  er  auf  dem  ganzen  Gebiet  der  Mathematik,  so  weit 
sie  Pensum  der  oberen  Klassen  ist  (Kenntniss  der  Beweisfüh- 
rungen, so  wie  der  Auflösungsmethoden  einfacher  Aufgaben  aus 


♦)  M.i.  %.  B.  Centralblatt  für  die  getammtr  l  ntrrrichu- 
YerwaltHNg  lu  Pr«u«««a.    1859.  Or.tobur.    S  5*2. 
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der  Algebra,  die  Lehre  von  den  Potenzen,  Proportionen,  Glei- 
chungen, Progressionen,  der  binomische  Lehramts  and  die  ein- 
fachen Reihen,  die  Logarithmen,  die  ebene  Trigonometrie,  Ste- 
reometrie, die  Elemente  der  beschreibenden  Geometrie  ^nnaly  tische 
^ometrie,  Kegelschnitte;  angewandte  Mathematik)  .Statik  und 
Mechanik),  sichere,  geordnete  and  wissenschaftlich  begründete 
Keontniss  beaitst,  und  daat  ihm  auch  die  elementaren  Theile  der 
Wissenschaft  noch  «roh!  bekannt  sind.  Ehen  so  muss  Fertigkeit 
in,  allen  im  praktischen  Leben  vorkommenden 
im  Reebnen  mit  allgemeinen  Grössen  und  im  Gebrauch  der 
matischen  Tafeln  vorhanden  sein.  Aof  strenge 
#ad  auf  Fertigkeit  in  der  Lltsung  det  Aufgaben  ist  bei  der  Abi- 
tnrientenprüfung  besonderer  Werth  zu  legen. 

In  der  Physik  muss  der  Abiturient  diejenigen  Begriffe  and 
Sätze,  und  eben  so  in  Betreff  der  Versuche  die  Methoden  ken- 
nen, welche  auf  die  Entwicklung  der  physikalischen  Wissen- 
schaft von  wesentlichem  Einflüsse  gewesen  sind.  Bei  der  auf 
Experimente  gegründeten  Kenntniss  der  Naturgesetze  muss  die 
Befähigung  vorhanden  sein,  dieselben  mathematisch  zu  entwickeln 
lad  zu  begründen;  die  Schaler  müssen  eine  Fertigkeit  darin  er- 
-warben  haben,  das  in  der  popolSren  Sprache  als  Qualität  Gefasnte 
durch  Quantitäten  auszudrücken.  Im  Einzelnen  ist  das  Ziel :  Be> 
Hanriischaft  mit  den  Gesetzen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewe- 
gung, der  Leh  re  von  der  WSrme,  der  Elektricitflt,  dem  Magna» 
it  vom  Schall  und  rem  Licht. 


Bei  der  schriftlichen  Prüfung  haben  die  Abiturienten  au  lief« 

Lösung  ran  vier  mathematischen  Aufgaben: 

a)  aus  dem  Gebiete  der  Gleichungen  zweiten  Grades; 

b)  aus  dem  Gebiete  der  Planimetrie  oder  analytischen 
Geometrie ; 

c)  ans  der  ebenen  Trigonometrie; 

d)  aus  der  Stereometrie  oder  den  Kegelschnitten ; 

1.  die  Losung  einer  Aufgabe  aus  der  angewandten  Ma- 
thematik (Statik  oder  Mechanik),  einer  physikali- 
schen Aufgabe  (Optik  oder  Wärmelehre),  und  einer 
Aufgabe  aus  der  Chemie.  Letztere  darf  nicht  zu  einer 
Relation  fiber  einen' Abschnitt  des  Systems  veranlassen, 
sondern  ist  so  zu  wählen,  dase  sie  Gelegenheit .  giebt, 
Kenntnisse  aus  verschiedenen  Theifen  der  Chemie  und 
Sicherheit  in  stitehiometrischen  Rechnungen  zu  zeigen.'4 

UeberhÜcken  wir  nun  diese  Bestimmungen,  so  geben  sie  uns 


tu:- 
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zu  verschiedenen  Betrachtungen  Veranlagung,  die  »her  In  IHVlftr 
Gesammtheit  uns  nur  zu  dem  Urtheil  fahren,  das«  alle  Vorschrif- 
ten ohne  Ans  nähme  iu  jeder  Beziehung  im  höchsten  Grade  zweck- 
mässig sind  und  zu  dem  lebhaftesten  'Danke  gegen  die  hohe  Untet- 
richtsbehörde  und  Alle,  die  derselben  bei  der  Abfassung  des 
neuen  Reglements  ratbend  zur  Seite  gestanden  haben ,  auffordern. 
Der  Unterzeichnete  darf  von  seinem  Standpunkte  aus  ein  solches 
Urlheil,  ohne  irgend  welche  MissdeUtung  zu  befürchten,  um  so 
eher  und  so  unumwundener  aussprechen,  weil  er  eines  TbeHü 
bei  dem  Erlas*  des  neuen  Reglements  auch  uicbt  im  Entfernte* 
sten  betbeiligt  gewesen  ist  und  betheiligt  sein  konnte,  dagegen 
aber  and-ern  Theils  darin  durchgängig  die  Grundsätze  afci 
maassgebend  betrachtet  worden  sind,  die  er  selbst,  wie  aufmerk* 
same  Leser  des  Archivs  sich  gewias  erinnern  werden,  bei  sehr 
vielen  Gelegenheiten  als  die  seinigen  ausgesprochen  und  geltend 
zu  machen  gesucht  hat. 

Was  zuerst  das  geforderte  Maass  mathematischer  und  phy- 
sikalischer Kenntnisse  betrifft,  so  ist  dies  in  allen  Beziehungen 
richtig  getroffen  worden,  und  namentlich  durfte  man  in  den  gestell- 
ten Anforderungen  nach  unserer  Ansicht  nicht  einen  Schritt 
weiter  geben,  ohne  den  Schüler  in  Regionen  der  Mathematik 
zu  fuhren,  welche  eine  für  seinen  geistigen  Standpunkt  nicht 
mehr  geeignete  Abstraction  der  Begriffe  fordern.  Dass  also  den 
früher  öfters  laut  gewordenen  Forderungen  vieler  Realschulieb- 
rer,  —  denen  wir  bekanntlich  an  nicht  wenigen  Stellen  des  Archivs 
stets  so  energisch  wie  möglich  entgegen  getreten  sind,  —  nach 
die  Elemente  der  sogenannten  höheren  Analyst«  in  den  Unter- 
richUkcej«  der  Realschulen  aufzunehmen,  nicht  Rechnung  getra- 
gen worden  ist,  dagegen  aber  manches  Wichtige,  was  früher  un- 
beachtet gelassen  worden  war,  gebührende  Berücksichtigung 
gefunden  hat,  liefert  einen  für  uns  Im  höchsten  Grade  erfreulichen 
Beweis,  mit  welcher  Weisheit  die  hohe  Unterrichtsbehörde  den 
Werth  des  mathematischen  Unterrichts  keineswegs  unter-,  aber 
auch  nicht  fiberschätzt.  Die  Aufnahme  der  Kegelschnitte  in  den 
Kreis  des  Unterrichts  ist  im  höchsten  Grade  erfreulich;  denn 
woher  soll  der  Universitätslehrer  Beispiele  einzelner  Curven,  deren 
er  bei  den  ersten  Anwendungen  der  Differentialrechnung  so  sehr 
bedarf,  hernehmen,  als  aus  dieser.  Lehre.  Eben  so  zweckmässig 
ist  die  Aufnahme  der  Elemente  der  analytischen  Geometrie,  und 
wer  sollte  sich  nicht  aufrichtigst  freuen,  dass  auch  endlich  der 
für  alle  praktischen  Fächer  so  überaus  wichtigen,  aber  auch  aus- 
serdem sehr  wesentliche  geistige  liildungselemeote  enthaltenden 
beschreibenden  Geometrie,  womit  natürlich  auch  andere  graphische 
Darstellung«  nietboden,  wie  Perspective,  SchaUcntonstructfoncn', 
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auch  die   neuere  Axonometrie   eng  zusammenhänge*'," 
Rechnung  getragen  worden  Ht  -  **** 

.  ^ .  Wa»  ferner  die  Physik  betrifft,  so  ist  auf  die  soge!rrannte  an- 
gewandte Mathematik:  Statik  und  Mechanik,  überhaupt  nnd  im 
Aligemeinen  aber  darauf  beiytmderer  Nachdruck  geletit  wofdee, 
rias*  in  der  Physik  das  mathematische  Element  und  Äh*  mathe* 
malische  Behandlung  vorherrschend  sein  soll,  wobei  Übrigen* 
immer  auch  dem  Experiment  gebührend  Rechnung  getragen  und 
«jeraselben  sein  sehr  wohl  begründeter  Werth  erhalten  bleiben 
soll  und  muss.  „Der  Schuler  soll  aber  bei  der  auf  Expe- 
rimente gegründeten  Kenntniss  der  Naturgesetze  «ich 
dif  Befähigung  erwerben,  dieselben  mathematisch  zu 
entwickeln  und  cu  begründen;  er  soll  die  Fertigkeit 
erwerben,  das  in  der  populäre»  Sprache  als  Qualität 
Gefassie  durch  Quantitäten  auszudrücken;  er  soll  ia 
der  Chemie  Sicherheit  in  stoebiometrischen  Rechnun- 
gen erwarben  haben."  Nichts  kann  dem  Unterzeichneten  mehr 
aus  der  Seele  geschrieben  sein,  als  dieses;  halten  alle  Lehrer 
•ich  streng  an  diese  überaus  weisen  Vorschriften,  m>  wird  der 
erfreulichste  Erfolg  des  in  so  vielen  Beziehungen  wichtigen  phy- 
sikalischen Unterrichts  gewiss  nicht  ausbleiben.  vt**; 

:9S  Nichts  kann  endlich  mehr  erfreuen,  als  dass  auf  die  eteenge 
Beweisführung  überall  der  grosste  Werth  gelegt  und  dieselbe  als 
die  erste  Grandbedingung  für  fruchtbringendes  Gelingen  des  mathema- 
tischen und  physikalischen  Unterrichts  überall  anerkannt  worden  tat  *). 

■  ■■■      M  .*«/..« 

•)  Im  aehroffaten  Gegeneatze  sa  dem  Obigen,  «oll  nach  einer  Ver- 
fügung -des  Kurfürstlich  Hcaaiachen  Minivteriunta  dea  Innern  rom  28.  Fe- 
bruar 1843  ,,der  Unterricht  in  der  Matheinntik  aus  rt*  m  GeliieC  der 
Abatraction  entfernt,  vielmehr  ninglichat  enncret  nnd  anaehanlich  gehal- 
ten,  and  Tun  den  Lehrern  der  Mathematik  «tili  darauf  Hedticht  genom- 
men werden  ,  den  Schülern  zunächst  in  der  Arithmetik  eine  genügende 
Hebung  zu  geben,  um  nicht«»  «ehr  da«  Wiaaen,  ala  daa  Könnea 
der  Schüler  auf  dem  Gebiete  an  erzielen,  daa  dieselben  zn  beherrechen 
im  Stande  eind."  —  Sauieati  aatl  Wir  hoffen  zur  Ehre  der  Karheaai- 
achen  Regierung,  daaa  diene  Verordnung,  von  welcher  wir  im  Archiv. 
ThI.  V.  S.  273.  ac.hon  «ngien :  Selten  int  wohl  eine,  dna  wahre  Weaea 
einer  Wisaenachaft  und  deren  Bedeutung  für  dun  Schulunterricht  an  durch 
and  durch  %  erkennende  Verordnung  erlnaaen  worden",  jetzt  ganz  nnd 
gar.  der  Vergcaaenheit  anheini  gegeben  worden  iat,.  nachdem  auagezeidi- 
sete  Jletaiache  Lehrer,  z.  B.  der  treffliche  Grebe  in  Caaael  in  der 
Schrift:  Ueber  die  Beschränkung  dea  ma  ihema  ti  ach  an  l'n- 
terrichta  anf  den  kurheaaiachen  Gvmnaaien.  Marburg, 
haalimmt  genug  gegen  nnd  über  dieaniha  aiih 
Atiatand  genommen  haben. 
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Der  jPnteneichoete  ist  der  Msjoon*,  Lehrer  der 

Mathematik  und  Physik  auf  Universitäten  and  höheren  technischen 
Lehranstalten  rücksichtlieh  der  Vorbildung  der  sich  tu  weiterer 
Ausbildung  ihnen  zuwendenden  Schüler  jetzt  nicht  mehr  werden  ver- 
langen und  wünschen  können  und  dürfen,  wenn  in-  den  genanntes? 
Wissenschaften  von  den  Realschulen  alles  das  geleistet  wifiß 
was  ihnen  jetzt  mit  der  grussten  Weisheit  und  Umsicht  tu  fel£ 
sten  aufgelegt  worden  ist.  Denn  Alles  scheint  uns  in  dieser  Be- 
ziehung auf  den  preußischen  Realschulen  von  nun  an  so  trefflich 
geordnet  und  geregelt,  dass  vernünftigerweise  kaum  noch  etwas 
zu  wünschen  übrig  bleibt. 

Sollen  nun  aber  namentlich  unsere  Universitäten, 'wie  doch 
vorausgesetzt  werden  nmss,  noch  hauptsächlich  mit  den  Zweck 
haben,  tüchtige  Lehrer  ftir  Gymnasien  und  Realschulen  *u  bilden, 
so  werden  sie  sich  auch  angelegen  sein  hissen  müssen,  das* 
künftig  auch  Vorlesungen  Ober  beschreibende  oder  deecriptive 
Geometrie  und  andere  verwandte  Gegenstände  sich  in  ihren  Lectiens- 
catalogen  angekündigt  finden,  was  bisher  wohl  nur  höchst  selten 
der  Fall  gewesen  ist.  Und  wegen  des  nun  in  schönster  Weise 
geordneten  physikalischen  Unterrichts  halt  der  Unterzeichnete -wie 
früher  bereits  immer,  um  so  mehr  jetzt,  eine  Vorlesung  üb*r 
Mechanik,  Oberhaupt  über  den  ganzen  mechanischen  Theil  der 
Physik  t»  elementarer,  aber  streng  mathematisch  l»e* 
grdndeter  Darstellung,  neben  den  natürlich  sich  von  selbst  versie- 
benden Vorlesungen  Ober  höhere  oder  analytische  Mechanik,  ftir  unbe- 
dingt noth wendig,  und  bekennt  gern,  dass  er  selbst  schon  früher 
oft  den  grossen  Nutzen  einer  solchen -elementaren  mechanischen 
Vorlesung  für  seine  Schüler  mit  Freuden  kennen  gelernt  hat  .. 

Mqgen  jetzt  nur  alle  Lehrer  eifrigst  dahin  streben,  ihren  Un- 
terricht in  einer  dem  grossen  Wertbe,  welchen  die  hohe  Unter« 
richtsheborde  den  herrlichen  Wissenschaften,  welche  diese  Zeit- 
schrift vertritt,  beimisst  und  diese  ihre  Ansicht  durch  da« 
besprochene,  in  allen  Beziehungen  treffliche  Reglement  öffentlich 
ausspricht  und  an  den  Tag  legt,  vollkommen  entsprechenden  Weise 
zu  ertheilen.  Dahin  durch  das  Obige  zu  wirken  ist  der  eifrigste 
Wunsch  des  Unterzeichneten  uud  die  hauptsächlichste  Abslebt 
der  obigen  Zeilen,  denen  nur  noch  die  Versicherung  hinzugefügt 
werden  mag,  dass  das  Archiv  allen,  die  Verbesserung  des  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterrichts  im  Auge  habenden  Auf- 
sätzen wie  bisher  auch  fernerhin  in  der  bereitwilligsten  Weise 
offen  stehen  wird.  Grunert  * 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Phytfk. 

Amtlicher  Bericht  öher  die  vier  und  dreiesigste 
Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  in 
Carlsruhe  im  September  1868.  Herausgegeben  von  den 
Geschäftsführern  derselben  Eisenlohr  und  V«lz.  Mit 
Tafeln  und  16  Holzschnitten.  Carlsruhe,  Mfiller'scbe 
Hofbuchhaudlung.   1859.  4. 

*  •  ff  ■   £\  i 

Als  wir  in  dem  mit  dem  vierten  Hefte  des  vorhergehenden 
Theils  unsers  Archivs  erschienenen  Literar.  Bericht«*  Nr.jCXXXil. 
den  „Amtlichen  Beriebt  übet  die  zwei  und  dreissigste  Versamm- 
lung deutscher  Naturforscher  und  Aerste  vom  Jahre  1856"  anzu- 
zeigen die  Freude  hatten,  schlössen  wir  unseren  Bericht  mit  dem 
Wunsche,  bald  auch  den  Amtlichen  Bericht  über  die  vorjährig«, 
in.  so  vielen  Beziehungen  schöne  und  wichtige  CarUfuher  Ver- 
sammlung anzeigen  zu  können.  Früher  als  wir  glauben  und  hoffen 
konnten,  ist  unser  Wunsch  in  Erfüllung  gegangen  ;  deou  schon  jetzt 
liegt  dieser  Bericht  über  die  vorjährige  Versammlung  in  einem 
in  der  trefflichsten,  nichts  zu  wünschen  übrig  lassenden  Weise 
ausgestatteten  Quarlbande  vor  uns.  In  der  That  sind  der  Flei&s 
und  die  Ausdauer  der  beiden  verehrten  Herausgeber  W.  Eisen- 
lohr  und  Volz,  die  sich  schon  durch  die  Leitung  der  Versamm- 
lung selbst  um  4iese  und  aUe^-dabei  Anwesenden  t^.sebfc verdient 
gemacht  haben,  wahrhaft. m  fcawuudern,  class  «ie  in  ^kr,  kurzen 
Zeit  einen  Jahres  ein  so  ummngceichetf,  von  der  ganzefeXersamm- 
luflfc  ein  so  interessantes,  lebensvolles  Bild  gebendes  Werk  zu 
Stande  brachten,  was  gewiss  auch  nur  dadurch  möglich  gewesen 
ist,  dass  sie  von  der  M  Ailertchen  Hof  buchdruckerei  und  den 
Behörden,  «reichen  dieselbe  vielleicht  unterstellt  ist,  in  jeder 
WTeise  bereitwilligst  und  kräftigst  unterstfitzt  wurden.  Dre  Wis- 
senschaft kann  für  solche  neue  Aufopferung  von  Zeit,  Kraft  und 
Mühe  allen  bei  dem  Znstandebringen  des  schönen  Werks  Bethei- 
ligten nur  ihren  wärmsten  und  innigsten  Dank  sagen.  Wir  aber 
sprechen  unsere  lebhafteste  Anerkennung  der  Trefflichkeit  des 
Werks  in  den  kurzen  Worten  aus:  dass  es  nach  unserer 
vollkommensten  U eberzeug un g  in  keiner  Beziehung 
Irgend  etwas  zu  wünschen  übrig  lässt,  und  wollen  nun 
versuchen,  seinen  Inhalt,  insofern  derselbe  in  den  Kreis  unsers 

Althirn  gehört,  im  Folgenden  anzugeben. 

*  ri »  ■  . 

:  Schoo  früher,  als  wir  die  schöne  Eröffnungsrede  des  treff- 
liehen W.  Eiseulobr  in  Tbl.  XX XII.  S.  140.  unseren  Lesern 
mittheilen  zu  können  die  Freude  hatten ,  haben  wir  uns  mit  der 
wärmsten  Anerkennung  über  die  grosse  Schönheit  und  .  wissen - 
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*:haftlicJie  Bedeutung  der  Carlsruhe? .Versammlung  ausgestochen. 
Jmlesa  sini  auch  von  manchen  inneren  Versammlungen*)  die 
dabei  Beteiligten  mit  innigem  Danjt,  fü>  das  ihnen  Gebotene  und 
die  ihnen  gewordene  wissenschaftlich®  Anregung  und  Erfrischung 
geschieden*.  Dagegen  steht  aber  jn^ioer  Beziehung  die  Cerjsj 
ruber  Versammlung  einzig  in  ihrstr  Art  da,  weil  einer  der  eqeft 
sten  deutschen  Fürsten  seine  Anerkennung  der  hohen  Bedeutung 
der  Naturwissenschaft  in  einer  jedes  für  diese  göttliche  Wissenschaft 
warm  schlagende  Herz  wahrhaft  erhebenden  Weise  dadurch  öftent- 
lich  aussprach  und  kund  gab»  das* v  er  nebst  seiner  erlauchten 
Gemahlin  mit  bewunderungswürdiger* Ausdauer  den  Verhandlungen 
von  Anfang  bis  zu  Ende  persönlich  beiwohnte,  und  denselben 
stets  mit  der  grössten  Theilnahme  folgte.  Dies  ist  eine  fürstlich* 
That,  deren  sieh  die  Wissenschaft  wahrhaft  freuen  kann  und  mos*; 
dieselbe  wird  zu  einem  historische»  Factum,  welches  ewig  in  den 
Annalen  der  Wissenschaft  verzeichnet  zu  werden  verdient,  desto 
mehr,  je  seltener  im  Allgemeinen  solche  Beispiele  hoher  fürst» 
lieber  Gesinnung  sind.  Wir  dürfen  hier  nicht  mehr  sagen,  um 
unseren  Lesern  die  Freude  nicht  zu  schmälern,  die  sie  aus  dar 
Lectflre  des  schönen  vorliegenden  Werks  io  der  angedeuteten 
Beziehung  schöpfen  werden.  Die  grosse  Aufopferung  der  beiden 
Geschäftsführer  und  das  Entgegenkommen  aller  Behörden  des 

■ 

•)  IntereMSitt  ist  da»  auf  S.  9.  gegebene  Verteiebniss  aller  bis  Jet  st 
stattgehabten  Versammlungen,  dessen  Mittheilung  an  diesem  Orte  wir 
unitern  Lesern  nicht  vorenthalten  könnest  Leipzig  1822,  Halle  1929, 
Würxburg  1824,  Frankfurt  a.  M.  182»,  Dresden  »826,  München  1827, 
Berlin  1826,  Heidelberg  1829,  Hamburg  1830,  Wien  1832,  Brealao  1893, 
Stuttgart  1834,  Bonn  1835,  Jena  1836,  Prag  1837,  Freiburg  i.  B.  1888, 
Pyrmont  1839,  Erlangen  1840,  Branoachweig  1841,  Mains  1842,  Grata  ' 
1843,  Brem«  1844,  Nürnberg  1845,  Kiel  1846,  Aachen  1847,  Regens- 
burg 1849,  Greifswald  1850,  Gotha  1851,  Wiesbaden  1852,  Tübingen 
1853,  Güttingen  1854,  Wien  1856,  Bonn  1857,  Carlaruhe  1858.  —  Aua- 
gefallen  lat  die  Versammlung  also  nur  zweimal,  nämlich  1831' Und 
1865,  beidemal  der  in  der  betreffenden  Stadt  herrschenden  Cholera  wegen, 
was  naturlich  ein  sehr  triftiger  Grnrid  für  die  Aussetzung  der  Yersntnwt- 
lung  war.  Desto  mehr  Ist  es  au  bedanern,  dn««  rann  in  dieeem  Jahre 
(1859)  die  Versammlung  ia  Königsberg  hat  ausfallen  lassen ;  nachdem 
der  Friede  von  Villafranca  im  Juni  geschlossen  war,  sacht  man  wjaW 
That  vergeblich  nach  irgend  einem  triftigen  Grunde  für  das  Ausfeilen 
einer  erst  im  September  stattfindenden  Versammlung,  die  gerade  Je  4ia- 
aem  Jahre  durch  ihre  groase  deutsche  Bedeutung  gewiss  das  Ihrige  au 
der  sehr  zu  wünschenden  Ausgleichung  vermhiedrner  bedauerlicher  Dif- 
ferensen  tn  Deutschland  beigetragen  halten  würde,  wethalb  der  Patriot 
es  um  so  mehr  beklagen  «tust,  data  die  Versammlung  gerade  in  dre- 
sem  Jahre  nirht  an  Stande  gekommen  ist.  GL 
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Staat«  und  der  Stadt  und  alter  für  Naturwissenschaft  «ich  irgend 
mferessirenden  Karlsruher  Gelehrten,  deren  Zahl- eine  »ehr  grosse 
ist,  bei  dieser  Versammlung,  jst  zu  bekannt»  nie  da«««  darüber 
^er  noch  etwas  zu  sagen  wtu*£. ,  Absichtlich  haben  wir  nieder  diese 
unsere  Anzeige  unter  die  Rtybjjrjffj:  „  Geschichte  der  Mathematik  und 
Ptiysik"  gestellt,  weil  wir  &u<\h  die  Carl« ruher  Versammlung  Cur 
•in  wirkliches  historisches  Ereignis«  halten. 

*SJLW.  Ei  s  e  n I o h  r  's  schone  Eröffnungsrede  haben  wir  a.  a.  O 
schon  vollständig  mitgetheilt.  Die  Rede  .des  zweiten  Geschäft« 
führers,  Medicinalraths  Volz,  über  das  Verhältnis»  der  Medicin 
zu  der  Naturwissenschaft,'  ist  interessant,  gehört  aber  nicht  in 
dei*  Kreis  unserer  Zeitschrift.  Als  allgemein  interessante  Reden 
bezeichnen  wir  noch :  Baumgartner  von  Freiburg:  Leber  die 
Bedeutung  des  Menschengeschlechts  in  den  Werken  der  »Schöpfung; 
—  Erdiiiann  von  Leipzig:  Ueber  das  Verbältniss  der  natur. 
wissenschaftlichen  Forschung  zum  religiösen  Glaulien;  —  Schaaf- 
hausen von  Bonn:  Ueber  den  Zusammenhang  der  Natur-  und 
Lebenserscheinungen;  —  Eimer  von  Langen  brücken,;  Ceber 
das  Gottesbewusstsein  in  der  Naturforschung.  Diese  Reden  sind 
vollständig  mitgetheilt,  und  solche  können  wir  hier  begreiflicher' 
weise  nur  namhaft  machen.  —  In  der  dritten  allgemeinen  Ver- 
sammlung machte  der  erste  Geschäftsführer  \V.  Eisenlohr  die 
höchst  erfreuliche  Mitteilung,  dass  Seine  Königliche  Hoheit  der 
(?Tossherzoi;  zur  Erinnerung  an  die  34.  Naturforscher- Versammlung 
•ine  zur  Vcrtheilung  an  sfiminrliche  Mitglieder  und  Theilnehruer 
bereit  liegende  Medaille  habe  prägen  lassen,  und  schloss  dann 
die  denkwürdige  Versammlung  mit  überaus  gern ut breichen,  Wor- 
ten^ die  Jeder  in  dem  Werke  selbst  mit  wahrer  Freude  und  Rüh- 
rung lesen  wird. 

Die  Zahl  aller  Mitglieder  und  Theilnehmer  war  U04,  eine  Zahl, 
in  deren  Höhe  schon  allein  wahrlich  Beweis  genug  für  die  Be- 
deutung der  Versammlung  liegt,  wenn  dieselbe  nicht  schon  ander- 
weitig genug  constatirt  wäre.  Interessant  mag  es  für  manchen 
unserer  Leser  sein,  dass  Herr  A.  de  Cnumont,  fondateur  du 
congres  «cieutifique  de  France,  in  der  Carlsruher  Versammlung 
persönlich  anwesend  »ar,  und  deren  Mitglieder  in  einem  beson- 
deren, in  der  dritten  allgemeinen  Sitzung  initgetheilten  Schreibett 
sur  lebhaften  Theilnahme  an  dem  congres  scientiCque  aufforderte; 
dersvthe  wird  im  Jahre  1800  zu  Cherbourg  vom  Isten  bis 
JOlen  September  gehalten  werden.  WTer  mochte  nicht  gern  diese 
Versammlung  in  einer  namentlich  durch  ihre  Crossen  Marine- 
Ktablissements  jetzt  so  ungemein  w  ichtigen  und  merkwürdigen  Stadt 
besudle»!    Deshalb  wird  vielleicht  für  manchen  unserer,  Leser 
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die  folgende  Mittheilung  des  Herrn  Caumont  interessant  sein: 
„Lea  chem in.«  de  fer  francais  accordent  remis  e  de  moitie  pour 
aller  et  revenir  ä  tous  »es  membres  prorteu rs  de  cartes:  ce» 
rtes  seirt  dtfposees  2  mois  a  Tavance  a  Paris,  nie  Richelieu  63 
rue  booloy  7:  elles  sont  (Tailleurs  adressees  ä  ceux  qui  IftJ 
serretaire  ge-ildWM  dB  congres*). 


Von  den  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  Aufsitzen 
thun  wir  nun  noch  der  folgenden  Erwähnung: 

Zur  ältesten  Geschichte  der  Zahlzeichen.  Von  Cantor, 
Ueber  die  neuen  Tafeln  von  Wolters  zur  Reduction  der  Oerter 
der  Sterne,  als  Fortsetzung  der  Tabulae  Kegiomontanae  von  Bes* 
sei.  Von  Argelan  der.  —  Ueber  den  Flächeninhalt  der  kugel- 
zone.  Von  Escher.  —  Heber  die  verschiedenen  Krümmungen 
in  einem  Punkte  einer  Flache  zweiten  Grade*.  Von  Zech.  — 
Ueber  seine  Ausgabe  der  Werke  Kepler'*.  Von  Frisch.  —  Ueber 
die  Reduction  der  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung mit  n  I  1  Veränderlichen  auf  eine  Differentialgleichung  der 
nten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen.  Von  Weiler.  — 
Ueber  ein  neues,  von  ihm  erfundenes  Photonieter  für  die  Bestim- 
mung der  Lichtstärke  von  Fixsternen.  Von  8chwerd.  —  Ueber 
Objective  zu  photometrischen Zwecken.  Von  Petzval.  (Nur  kurze 
Mitteilung.)  —  Ueber  Linsen  und  Linsensysteme  zur  Beobacb. 
tung  der  Farbenringe  im  polarisirteu  Lichte.  Von  Reusen.  (Mit 
vorzuglicher  Rücksicht  auf  das  schöne  neue  Polarisation«  -  Instru- 
ment von  Nörrenberg,  mit  dessen  feiner  Construction  es  mög- 
lich ist,  in  Krystallen  von  der  Feinheit  eines  Haares  noch  die 
doppelt  brechende  Polarisationsrichtung  und  selbst  die  innere 
Structur  mit  Hülfe  der  sichtbar  werdenden  optischen  Erschemuji- 
gen  zu  erkennen.)  —  W.  Eisenlohr  zeigte  im  physikalischen 
Auditorium  seine  schöne  Methode,  die  Wellenlänge  der  unsicht- 
baren oder  brechbarsten  Lichtstrahlen  zu  messen,  so  wie  die 
schönen  Erscheinungen,  welche  sich  theils  durch  objective  Dar- 
Stellung  mehrerer  Beugungsspectra ,  theils  durch  ihre  Zerlegung 
hervorbringen  lassen. 

Die  übrigen  physikalischen  Aufsätze  beziehen  sich  meistens 
auf  Elektricität,  Magnetismus,  Gase,  u.s.w.,  nämlich:  Ueber  die 

  '  .lnl  •  * 


•)  Der  Heransgeber  wird  es  immer  for  seine  Pflicht  hallen, 
Mitteilungen  im  Interesse  der  Lener  und  der  Wissenschaft,  wo  sie. sich 
ihm  darbieten,  su  machen.  Die  Genernl-Sekretaire  für  dea  Congres»  in 
C'herbourg  sind:  M.  Beiura,  pharmacien  major  de  la  marine  t  und 
|e  Vicnmte  Du  Moncel,  von  denen  also  die,  eine  Reise  nach  Fransreich 
•ehr  erleichtern .ten  Karten  xn  erhallen  sein  werden» 
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Bewehungon  mischen  Magnetismus,.  Torsion  üad  Wirme.  Von 
WH  edemanrh  —  Vergleichuog  des  elektrostatischen Urundge 
setees  mit  dem  elektrodynamischen.  Von  v.  Feilitzsch.  —  Ver- 
fahren eine  bedeutende  Anhäufung  der  Elektricität  an  den  Enden 
einer  Inductionsspirale  zu  Wege  zu  bringen.  Von  Böttger.  — 
Ueber  die  Molecularbewegungeu  in  gasförmigen  Korpern.  Von 
Clansios.  —  Ueber  magnetische  Adhaesion  nnd  nero  ^Elektro* 
Magnete.  Von  N  i  c  k  1  e s.  (Französisch.)  —  (Jeher  ein "  elektro- 
chemisches Cbronoscop.  Von  Hessler.  —  Ueber  elnelTelektri« 
sehen  Apparat  Von  Belli.  (Französisch.)  —  Ueber  die  physikalische 
Ursache  der  Harmonie  nnd  Disharmonie.  Von  Helmh<oltz-  — 
Ueher  die  Wärmeintensität  im  tyectriini  eines  Glas-  und  Flrntglas- 
priirma.  Von  Müller.  —  Ueber  das  Spectrom  des  elektrischen 
Elchis  m  Geissier  achen  Rfthren  und  über  eine  merkwürdige  Wir* 
kung  eines  Magnets  aof  das  Licht  an  der  negativen  Elektrode  der 
Geiseler sehen  Rohre.  Von  Rfficker,  wobei  üove  ein  Mittel 
angab,  die  elektrische  Natur  des  Nordlichts  optisch  zu  entscheiden. 

Im  physikalischen  Auditorium  der  polytechnischen  Schute 
zeigte  Ruhmkorff  aus  Paris  den  für  das  physikalische  tabinet 
dieser  berühmten  Lehranstalt  auf  die  Zeit  der  Naturforscher- 
Versammlung  bestellten  grossen  Inductions  •  Apparat  vor,  und 
steifte  damit  grossartige,  allgemein  überraschende  Versuche  an. 
Mittelst  einer  Batterie  von  40  Grove'schen  Elementen  und  einer 
Kleist'schen  Flasche  von  2  Quadratfuss  Belegung  erzeugte  er 
unter  Anderem  Funken  von  10 — 15  Centimeter  Lange.  Neu  Ist 
daran  die  Aokervorrichtung,  indem  die  Unterbrechung  des  Stro- 
mes durch  einen  Elektromagnet  und  ein  Volta'sches  Element  bewirkt 
wird.'  —  Man  sieht  auch  in  dieser  höchst  dankenswerthen  Ver- 
anstaltung einen  Beweis,  wie  sehr  von  der  überaus  thätigeti,  eifri- 
gen und  umsichtigen  Geschäftsführung  Alles  aufgeboten  wor- 
den war,  um  der  Versammlung  in  jeder  Beziehung  eine  wahrhaft 
wissenschaftliche  Bedeutung  zu  geben  und  zu  sichern. 

Möge  den  Herausgebern  des  vorliegenden  schönen  und  wich- 
tigen Werks  für  ihre  grosse  und  vielseitige  Aufopferung  nach 
allen  Seiten  hin  der  reichste  und  wärmste  Dank  von  allen  wahr- 
haft wissenschaftlichen  Männern  in  reichlichstem  Maasse  zu  Theil 
werden,  was  gewiss  nicht  (ehlen  wird,  wenn  alle  den  Werth 
solcher  Aufopferung  so  zu  schätzen  wissen,  wie  der  unterzeich- 
nete, Herausgeber  von  sich  seihst  gern  und  aufrichtig  bekennt 

.  .  Grunert. 

Uiber  Zahlensysteme  und  deren  Geschichte.  Von 
Joseph  Krist,  Professor  an  der  k.  k.  Ober-Reatechul« 
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zu  Ofe*.  (Vierter  Jahresbericht  der  k.  k.  Ober-Real- 
schul«  der  königlichen  freien  Hauptstadt  Ofen.  Am 
Schlüsse  des  Schuljahres  1889  veröffentlicht  vom  Di- 
recter.)   Ofen.  1869.  ' 

Der  Herr  Verfasser  des  wissenschaftlichen  Theils  dieses 
lesenswerihen  Programms  hat  nach  einer  kurzen  Einleitung  zu- 
erst in  der  Abtheilung  I.  die  allgemeine  Theorie  der  Zahlensysteme 
in  lehrreicher  Weise  entwickelt,  euch  die  gegenseitige  Verwand  - 
lang  der  Zahlensysteme  mit  veracffiedeiien  Grundzahlen  io  einan- 
der sehr  deutlich  erläutert,  wobei-  die  Dyadik,  das  Sexagesimal» 
systeui;  und  das  System  mit  der .  Grundzahl  Zwölf  besondere 
Berücksichtigung  gefunden  haben,  «as  in  einer  solchen  Schui- 
schrift  deshalb  besonders  zweckentsprechend  ist,  weil  die, drei 
genannten  Systeme  eine  gewisse  historische  Bedeutung  erlangt 
haben,  wie  auch  der  Herr  Verlasser  Oberall  hervorhebt,  xffir 
Kenner  der  Geschichte  der  Mathematik  brauchen  wir  nicht  erst 
zu  bemerken,  dass  und  warum  Leibnitz  an  dem  dyadischen 
System  besonderes  Interesse  nahm;  der  vielfache  Gebrauch  des 
Sexagesimalsystems  ist  gleichfalls  bekannt  genug,   und  schon 
Ptolemfiu*  bedient  sieb  in  seiner  Sehnentafel  der  Sexagesimal- 
Eintheilung;  Werneburgs  excentrische  Ideen  und  Wünsche  in 
seiner  Teliosadik  für  sein  sogenanntes  Taun  *)-System  siod 
wohl  wenigen  jüngeren  Lehrern  ,der  Mathematik  noch  belcannt, 
und  die  Erinnerung  an  dieselben      dieser  Schrift  war  daher  ganz 
zweckmässig.  —  Die  Abtheilun^  Ii.  enthält  eine  sehr  fleissige 
Geschiente  der  Zahlensysteme,  auf  die  wir  namentlich  Lehrer  an 
höheren  Unterrichtsanstalten,  denen  selten  grossere  Bibliotheken 
zu  Geböte  stehen,  deshalb  aufmerksam  machen,  weil  sie  in  der- 
selben auf  möglichst  engem  Räume  in  ziemlicher  Vollständigkeit 
Alles  zusammengestellt  finden ,  was  die  älteren  und  neueren  For- 
schungen auf  diesem  Gebiete  geliefert  haben.    Dabei  haben  aber 
nicht  bloss  die  Arbeiten  von  Mathematikern,   wie  Humboldt, 
Libri,  Cbasles,  Cantor  u.  s.  w.,  sondern  ganz  hauptsächlich 
auch  die  der  neueren  Sprachforscher  Prinsep,  Silvestrede 
Sacy,  Nesselmann,    Brockhaus,  Rask,  Lassen  u.  8.  w. 
Berücksichtigung  gefunden.    Ja  auch  des  verdienstvollen  magya- 
rischen  Sprachforschers  Paul   Hunfalvy  sprachwissenschaft- 
liche Untersuchungen  und  Ritter  von  Heufler's  Arbeiten  Ober 
die  Sprache  der  Zigeuner  sind  von  dem  kenotnissreichen  Herrn 
Verfasser  gebührend  beachtet  worden.  —  Wir  halten  daher  diese 
Schrift  für  einen  sehr  lehrreichen  and  dankenswert hen  Bei* 


•)  Zwölf. 


trag  sur  Geschiebte  der  Mathematik,  insbesondere  ww)  man  Ii» 

derselben  ziemlich  alles  Wissenswerthe  Ober  den  fraglichen  Gegen» 
stand  beiaammeii  findet.  Mit**  dieselbe  deshalb  unseren  Lesern 
Oberhaupt,  insbesondere  aber  allen  Lehrern  an  näheren  Unter* 
richtsanstalten  zur  Beachtung  bestens  empfohlen  sein. 

,.  Der  übrige  Inhalt  dieses  Programms  ist  zwar  in  pädagogischer 
Rücksicht  sehr  interessant,  weil  er  ein  anziehendes  Lebensbild 
eines  trefflichen  Schulmanns,  des  Schulraths,  jetzigen  "Bischofs 
von  Szathmir,  Dr.  Michael  Haas,  liefert,  und  durch  die  sehr 
vollständige  Mittheilung  des  Lehrplans  u.  s.  w.  der  k.  k.  Ober- 
Keulschule  zu  Ofen  die  Organisation  dieser  wichtigen  Lehran- 
stalten in  Oesterreich  in  sehr  anziehender  Weise  kennen  lehrt, 
gehört  aber  nicht  weiter  in  den  Kreis  dieser  literarischen  Berichte* 

.  .1 

•  i  

"V  '•  Geometrie.  '  ' 

pas  rechtwinkelig©  Paral  lelepip  ed.  Eine  mathe- 
matische Monographie  von  Professor  Friedr.  Mann  (an 
der  Kantonsscbule  zu  Frauenfeld).  Frauenfeld.  Huber. 
1859.  4. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  Schrift  hat  in  derselben  das  recht- 
winkelige Paraltelepiped ,  welches  selbst  in  den  ausführlichsten 
geometrischen  Lehr-  und  Handbüchern  mit  einigen  wenigen  Sätzen 
ubgefundon  wird,  einer  sehr  eingehenden  Betrachtung  unterwor- 
fen, und  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  neuer  Relationen  fffr  dieses 
so  einfache  raumliche  Gebilde  aufgefunden,  deren  weitere  Be- 
nutzung bei  dem  genmetrischen  Unterrichte  zu  wünschen  ist  und 
dazu  empfohlen  zu  werden  verdient.  Auf  Einzelnheiten  können 
wir  begreiflicherweise  nicht  eingehen,  und  bemerken  daher  nur 
noch,  dass  in  dem  zweiten  angewandten  T heile  seiner  ver- 
dienstlichen Schrill  Herr  Professor  Mann  Anwendungen  seiner 
Theorie  des  rechtwinkligen  Paralleleuineds  auf  die  Axonometrie 
gemacht,  namentlich  in  Nr.  47.  eine  der  Beachtung  recht  sehr 
zu  empfehlende  neue  Construction  des  den  axonoroetrischen  Con- 
struetioneu  zu  Grunde  zu  legenden  Axenkreuzes  mitgetheilt  hat! 
^löge  daher  die  kleine  Schrift  nochmals  der  Beachtung  unserer 
Leser  empfohlen  sein. 
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l>oxodromische  Trigonometrie  (Nautik >. 

Elements  d  e  -T  r  i  ß  o  n  o  rne*f  |  oiod  r  o  n.  i  q  u  e ,  «»jftj* 
d'appHe.tions  a  la  Navigaii«*  d  aprea  M.  X  A.  fiffiMD 

nert,  Membre  correspnniUot  de  la  fSocieU  Dunker- 
koise,  Professeur  ä  lUniversJt«*  de  Greifswald.  Par 
M.  Tejfiuf«,  Membre  tititfaire  residant.  (Extrai*  du 
6«  Vo|uni«  des  Memoire»  de  la  Sucieie  DunkerquöTse 
pour  I,  Encouragement  des  Sciences,  des  Lettres  "et 
des  Arts.).  Dunkerque.  Typographie  Benjamin  Kien. 
J8S0L  8°. 

-Ir.V.i 

Herr  P.  Ter  quem,  Profesaeur  d'Hydrographie  ä  Dunkerque, 
hat  in  der  vorliegenden  Schrill  eine  ausgezeichnete  Uebersetzilng 
oder  vielmehr  Bearbeitung  der  von  mir,  dem  unterzeichneten  Her- 
ausgeber des  Archivs,  im  Jahre  1849  herausgegebenen  Loxo- 
dromischen  Trigonometrie.  Leipzig.  I84U.  8°.*)  geliefert. 
Ich  darf  wohl  als  bekannt  voraussetzen,  dass  ich  in  dieser  Schrift 
unter  vorstehendem  Namen  die  Gestaltung  einer  neuen  mathema- 
tischen Wissenschaft  versucht  habe,  welche  für  die  Navigation 
auf  der  cllipsoidischen  Erde,  in  Bezug  auf  das  den  loxodromischen 
Curs  verfolgende  Schiff,  dasselbe  leisten  soll,  was  die  ebene, 
sphärische  und  sphäroidische  Trigonometrie  für  die  Geodäsie5  fei- 
sten, welche  also  für  den  Seemann  Dasselbe  sein  soll,  was  die 
letzteren  Wissenschaften  für  den  Geodäten  sind.  Je  mehr  ich 
mich  bemüht  habe,  durch  die  genannte  Schrift  der  loxodromiqchen 
Sehifffahrt  auf  der  ellipsoidischep  oder  sphärischen  Erde,  welche 
letztere  natürlich  nur  ein  besonderer  Fall  der  ersteren  ist,  eine 
eben  so  allgemeine  und  sichere  theoretische  Grundlage  zu  geben, 
wie  dieselbe  die  Geodäsie  in  der  ebenen,  sphärischen  und  sphä* 
roidischen  Trigonometrie  längst  besitzt:  desto  erfreulicher  ist  es, 
namentlich  bei  dem  grossen  Interesse,  was  ich  an  der  weiteren 
Ausbildung  aller  nautischen  Wissenschaften  überhaupt  nehme, 
natürlich  für  mich  gewesen,  dass  raeine  Bemühungen,  so  wenig 
dieselben  auch  bis  jetzt  das  eifrig  erstrebte  Ziel  wirklich  erreicht 
haben,  wovon  Niemand  mehr  als  ich  selbst  überzeugt  sein  kann, 
bei  der  seit  der  Gründung  der  französischen  nautischen  Lehran- 
stalten durch  den  grossen  Colbert  durch  hohe  wissenschaftlich« 
Ausbildung  so  sehr  ausgezeichneten  französischen  Marine  so  viel 
Anerkennung  gefunden  haben,  dass  einer  der  ausgezeichnetsten 
Professeur«  d'Hydrographie ,  Herr  Paul  Ter  quem  in  Dünkir- 
chen,  ein  Sohn  des  durch  die  Herausgabe  der  Nouvellea  An- 


*)  M.  ..  Litrmr.  B*r.  Xr.  XLVIII.  (Tbl.  III.)  S.  Ö6T. 
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nales  de  Math*matiqa*s  so  «ehr  verdienten  Herr»  O.  Ter- 
quem  in  Paris,  eine  Uebersetzutig  meiner  genannten  Schrift  für 
nothwendig  and  zweckdienlich  erachtet  hat.  Aber  es  ist  die« 
durchaus  nicht  eine  blosse  Uebersetzung,  sondern  vielmehr  in  mehr- 
facher Beziehung  eine  Bearbeitung  meiner  Schrift,  indem  Herr 
Te'rquem  bei  der  ganzen  Darstellung  sich  noch  weit  mehr,  als 
Ich  seihst  ursprünglich  gethan  hatte,  dem  eigentlichen  prakti- 
schen Gebrauch  In  der  Nautik  angeschlossen  und  für  denselben 
die  von  mir  entwickelte  Theorie  wahrhaft  fruchtbar  zu  machen 
gebucht  hat.  Auch  sind  der  Schrift  zwei  besondere,  sehr  lehr- 
reiche Noten  beigefügt  worden,  von  denen  ich  namentlich  die 
zweite  hervorhebe,  welche  die  von  Herrn  Givry  an  den  Azimuthen 
auf  den  reducirten  Charten  angebrachte  wichtige  Correction  betrifft. 
Es  nat  sich  also  auf  diese  Weise  Herr  Terquem  ein  durchaus 
selbstständi^es  Verdienst  erworben,  was  ich  hiemit  in  der  freu- 
digsten  und  dankbarsten  Weise  anerkenne;  und  ich  bin  aus  allen 
vorher  angeführten  Gründen  der  Meinung,  dass  Niemand,  welcher 
sich  für  den  fraglichen  Gegenstand  und  die  namentlich  auch  isa 
theoretischer  Rucksiebt  zu  so  vielen  wichtigen  Untersuchungen 
Veranlassung  gehende  Nautik  Oberhaupt  interessirt,  auch  neben 
meiger  ursprünglichen  Schrillt  die  neue  Bearbeitung  des  Herrn 
Terquem  wird  entbehren  können,  weshalb  dieselbe  der  allge- 
meinsten Beachtung  recht  sehr  empfohlen  werden  musa ,  was  ich 
hiermit  aus  vollkommenster  Ueberzeügung  thue. 

Es  ist  mir  wohl  noch  erlaubt,  darauf  hinzuweisen,  dass  man 
zweckmässig  mit  dem  Studium  c?er  obigen  Schriften  das  meiner 
Abhandlung  in  Thl.  XXI.  Nr.  XXfI.  S.  304.  vt-rhinden  wird»  worin 
ich  eine  besonders  einfache  Entwicklung  der  Gleichungen  der 
LoXtfdromen  auf  Rotationsflächen  gegeben  zu  haben  glaube.  Fer- 
ner Verweise  Ich  auf  die  von  mir  gefundenen  merkwürdigen  Aus- 
drücke für  den  FlKcheninhatt  loxodromischer  Dreiecke  auf  der 
Kugelflache  und  auf  dem  Ellipsoid,  die  ich  in  den  Abhandlungen 
TM.  XVI.  Nr. II.  S.23.  und  Thl.  XXVII.  Nr.  XIX.  S.143.,  haüptsXch- 
lieh  aber  in  meinem  bei  Gelegenheit  der  vierhundertjährigeh 
Jubelfeier  der  hiesigen  Universität  im  Jahre  1856  verfassten  Deca- 
nats- Programm:  De  area  trianguli  loxodromici  in  super- 
flcieellipsoidis.  Gryphiswatdiae.  Kunike.  1896.  4*.  ent- 

wickelt  habe, 

t'-v:  > 

M£ge  die  Nautik  aus  allen  diesen  Arbeiten  den  von  mir  so 
sehr  gewünschten  Nutzen  sieben. 

Grunert 

•  ■ 
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Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Künigl.  Bubinischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  1859. 
Januar  -  Juni.   Prag.  1859.  rf. 


Es  ist  sehr  erfreulich,  dass  die  um  die  Wissenschaften  m 
so  vieler  Beziehung  hochverdiente  Königlich  Böhmische  Gesell* 
schaft  der  Wissenschaften  zu  Prag  von  dem  jetzigen  Jahre  an, 
nach  dem  Beispiele  vieler  anderen  Akadetnieen  und  Gesellschaf- 
ten  der  Wissenschaften  Sitzungsberichte  herausgeben  wird,  in 
denen  alle  in  den  stattgehabten  Sitzungen  vorgekommenen  Ver- 
handlungen in  der  Kürze  mitgetheilt  werden.  Das  erste  Heft  die- 
ser Sitzungsberichte  liegt  vor  uns,  und  wir  werden  seinen  Inhalt, 
eben  so  wie  den  Inhalt  der  ferner  erscheinenden  Hefte,  so  l>aM 
dieselben  uns  zugehen,  in  unseren  Literarischen  Berichten  mit- 
theilen.  Der  Inhalt  des  vorliegenden  Hefts,  so  weit  derselbe  lo 
den  Kreis  des  Archivs  gehurt,  ist  folgender. 

Da«  Heft  wird  eröffnet  durch  ein  Verzeichnis«  aller  jetzigen 
Ehrenmitglieder,  ordentlichen,  auswärtigen  und  ausserordentlichen 
Mitglieder.  Die  Gesellschaft  besteht  aus  einer  philologischen, 
historischen,  naturwissenschaftlich  -  mathematischen  ,  philosophi- 
schen Section.    In  der  Sitzung  der  naturwissenschaftlich -mat  he- 

Cati sehen  Section  vom  21.  Februar  1859  hielt  Herr  Ritter,  von 
asner  einen  physiologisch -optischen  Vortrag  über  das  Bino- 
cular sehen,  welcher  nach  dem  kurz  mitgetheilten  Inhalte  den 
wichtigen  Gegenstand  ganz  vom  mathematischen  Standpunkte 
behandelte.  Die  betreffende  Abhandlung  ist  im  lOten  Actenbande 
vollständig  aufgenommen.  —  Ferner  machte  Herr  Matzka  Mit- 
theilung über  seine  interessanten  Untersuchungen  über  die  Be 
rechnung  der  Rauminhalte  und  Schwerpunkte  solcher  Körper, 
welche  von  zwei  parallelen  gleich  vielseitigen  Vielecken  (Grund- 
ebenen)  und  eben  so  vielen  dazwischen  liegenden  seitlichen 
windschiefen  Vierecken  begrenzt  sind,  wofern  die  Seiten  - 
kanten  entweder  gerad,  und  zwar  im  allgemeinen  paarweis 
gekreuzt  oder  angemessen  gekrümmt  sind.  Mit  der  betreffen- 
den vollständigen,  sehr  interessanten  Abhandlung  hat  Herr  Matzka 
das  Archiv  beehrt ;  unsere  Leser  kennen  dieselbe  aus  Tbl.  X XX 11 1 . 
Hft.2.Nr.XlI.S.12l.  —  In  der  Sitzung  derselben  Section  vom 
21.  März  1859  erläuterte  Herr  Pierre  in  sehr  deutlicher  Weise 
das  neue  Nßrrenberg'sche  Polarisation«  -  Instrument  ;  die  beigefügte 
Figur  dient  sehr  zur  besseren  Veranschaulicbung  der  ganzen 
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Sache.  —  In  der  Sitzung  vom  18.  April  1859  *)  theilte  Herr  Jeli-1 
nek  eine  Arbeit  de«  Herrn  Popper  mit»  in  welcher  derselbe  diel 
Methode  von  W  od  die  zur  Aufhnduug  der  Wurzeln  numerischer 
Gleichungen  einer  Mndilication  unterwirft,  wodurch  diene  Methode 
In  der  Regel  schon  bei  zweimaliger  Anwendung  der  Transforma- 
tion, welche  der  Weddle'schen  Methode  zu  Grunde  liegt,  die 
gesuchte  Wurzel  bis  auf  6  Deciuialen  genau  liefert.  Die  gemacht 
Cen  Mittheilungen  sind  ungeachtet  ihrer  Kürze  sehr  geeignet,  einen 
deutlichen  Begriff  von  Herrn  Popper'«  Metbode  zu  geben.  —  Herr 
Kofiatka  besprach  die  neueren  Planimeter  und  ihre  Benutzung, 
unter  Vorzeigung  eines  Wetli 'sehen  und  eines  Amsler' sehen 
derartigen  Instruments.  In  dem  Vortrage  wurden  die  EigenthTini- 
lichkeiten  der  verschiedenen  Instrumente  namentlich  rückzieht  lieh  i 
des  angewandten  Coordinatensystems  sehr  deutlich  hervorgehoben  i 
und  eine  Vereinfachung  der  von  Stampfer  zuerst  entwickelten 
allgemeinen  Theorie  des  W  et  Ii  'sehen  Instruments  angegeben, 
welche  flSr  den  Vortrag  besonders  geeignet  sei.    Bei  der  grossen 


den  wir  uns  erlauben,  Herrn  Kofiatka  freundlichst  zu  ersuchen, 
uns  seine  Theorie  zur  Veröffentlichung  in  dem  Archiv  gefälligst 
mitzutheilen,  was  gewiss  der  Sache  sehr  forderlich  sein  wurde 
lind  im  allgemeinen  Interesse  de«  praktischen  Unterrichts  sehr  zu 
wünschen  wäre.  —  In  der  Sitzung  vom  23.  Mai  1859  demonstrirte 
Herr  Purkyne  einen  optisch -physikalischen  Versuch  über  die 
scheinbare  Bewegung  gerader,  in  radialer  Richtung  bewegter  Linien. 

Wir  wünschen  sehr,  bald  zu  ähnlichen  Mittheilungen  über 
die  verdienstlichen  Arbeiten  der  Gesellschaft  Gelegenheit  zu  haben. 


•)  Wir  meinen  immer  die  roathematierii-natorwiMeiMchaftl.  S 
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Am  5.  December  1859  starb  zu  Paris  der  berühmte  Verfasser 
,     der  „El 4 mens  de  Statique*'  und  vieler  anderer  wichtiger 
Werke  und  einzelner  Abhandlungen, 

«*  L.  Poinsot. 

&  ■  1 

dessen  ausführlichem  Necrolog  wir  späterhin  unseren  Lesern  roit- 
•i+  tbeilen  zu  kunneu  hoffen. 


*- 

eil 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Gewiss  werden  alle  Leser  des  Archivs  mit  besonderer  Freude 
,  vernehmen ,  dass  Se.  Königliche  Hoheit  der  regierende  Grossber- 
zog  von  Baden  so  eben  mit  bekannter  Munificenz  einen  neuen 
Beweis  hoher,  den  Wissenschaften  gewidmeter  fürstlicher  Gunst 
zu  geben  geruhet  haben,  durch  Bewilligung  der  Mittel  zur  Wieder- 
berstellung der  Mannheimer  Sternwarte  und  zur  Anstellung  eines 
tüchtigen  Astronomen  an  derselben,  so  dass  dieser  alte  berühmte 
Tempel  der  Wissenschaft  von  jetzt  an  mit  vollgültigem  Rechte 
wieder  in  die  Reihe  der  den  neuesten  Ansprüchen  vollkommen 
Rechnung  tragenden  Sternwarten  eintritt.  Se.  Königliche  Hoheit 
haben  Sich  dadurch  ein  neues  unvergängliches  Denkmabl  in  der 
Geschichte  der  Wissenschaft  gesetzt.  Gewiss  aber  werden  wir 
auf  den  Dank  unserer  Leser  durch  die  folgende  Mittheilung  der 
nähereu  Umstände  dieses  denkwürdigen  Ereignisses,  welche  uns 
in  dankenswertester  Weise  von  kundiger  Freundes  -  Hand  ge- 
macht worden  ist,  rechnen  dürfen.  G. 


Die  Mannheimer  Sternwarte  befand  sich  seit  dem  im  Jahre 
'1hl.  XXXIV.  Hf».  3.  3 
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1846  erfolgten  Tode  Nicolai's  in  einem  verwaisten  Zustande, 
welcher  eigentlich  schon  mehrere  Jahre  früher  durch  seine  Krank- 
heit eingetreten  war.  Bei  dem  damaligen  Zustande  der  Sternwarte 
konnte  ein  Astronom  nach  dem  einstimmigen  (Jrtheil  aller  Sach- 
verständigen unmöglich  ein  befriedigendes  Resultat  seiner  Thätig- 
keit  auf  derselben  erhalten.  Es  wurden  darum  von  verschiedenen 
Seiten  Vorschläge  gemacht,  wie  die  festgesetzten  Fonds  und  die 
vorhandenen  Instrumente  benützt  %verden  konnten.  Das  Zweck» 
dienlichste  schien,  eine  neue  Sternwarte  zu  bauen,  und  es  theilte 
der  verstorbene  Astronom  Schumacher*),  auf  Verlangen  des 
Professor  W.  Eisenlohr,  diesem  einen  sehr  sorgfältig  ausgearbei- 
teten Plan  mit.  Inzwischen  kamen  die  bewegten  Zeiten  von  1848 
und  1849,  in  denen  die  badische  Regierung  Ersparnisse  eintreten  zu 
lassen  geouthigt  war,  welche  auch  dieses  Institut  trafen.  So  blieb 
die  Sternwarte  unbenutzt,  mit  Ausnahme  der  Jahre  1852  — 1857, 
in  welchen  Herrn  Dr.  Neil  die  Aufsicht  über  dieselbe  übertra- 
gen war. 

Bei  der  Naturforscher- Versammlung  in  Bonn  (1857)  berieth 
sich  Professor  Eisenlohr  mit  mehreren  Astronomen  über  die 
Frage,  in  welcher  Art  die  Mannheimer  Sternwarte  wieder  in  die 
Reihe  der  nützlichen  Anstalten  dieser  Art  eintreten  könnte,  indem 
er  bei  den  wohlwollenden  Gesinnungen  Sr.  Königlichen  Ho- 
heit des  Grossherzogs  für  Alles  was  Wissenschaft  und  Kunst 
betrifft,  auf  eine  günstige  Annahme  zweckmässiger  Vorschläge 
rechnete.  Es  wurde  anerkannt,  dass  in  der  jetzigen  Zeit  kleinere 
Sternwarten  nicht  nur  sehr  nützlich,  sondern  auch  bei  der  not- 
wendig gewordeneu  Tbeilung  der  Arbeit  unentbehrlich  seien. 
Unter  der  ausgezeichneten  Mitwirkung  des  Herrn  Professor  Ar- 
gelaoder,  der  aus  Liebe  zur  Wissenschaft  mehrore  Male  aus- 
drücklich nach  Mannheim  und  Karlsruhe  reiste,  um  nähere  Einsicht 
zu  nehmen,  kam  nun  ein  Project  zu  Stande,  welches  Professor 
Eisenlohr  Sr.  Königlichen  Hoheit  dem  Grosshersoge 
uod  Seinem  hohen  Ministerium  vorlegte.  Der  Erstere  ge- 
nehmigte es  mit  lebhafter  Freude,  nachdem  auch  das  Ministerium 
des  Innern  bereitwillig  die  wohlwollendsten  Anträge  gestellt  hatte. 
Als  nun  die  in  demselben  Jahre  (1857)  versammelte  Ständekam- 
mer auch  die  nuthigen  Geldmittel  bewilligt  hatte,  erhielt  Professor 
Eisenlohr  den  Auftrag,  für  den  Vollzug  zu  sorgen.  In  Gemein- 
schaft der  Herren  Professoren  Arge  I  and  er  und  Schwer  d  wurde 
nun  die  Auschafiuug  der  nöthigen  Instrumente,  welche  im  nach- 


•)  Schumacher  war  früher  «elbtt  einige  Zeit  lang  an  der  Man 
heimer  Sternwarte  angestellt  gewesen.  G. 
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stehenden  Verzeichniss  unter  der  Rubrik  „Neuere  Instrumente" 
enthalten  sind,  so  wie  die  neu  zu  treffenden  Einriebtungen  an 
der  Sternwarte  berathen  und  beschlossen.  Da  die  Herstellung 
des  grossen  Hefractors  längere  Zeit  in  Anspruch  nahm,  so  erfolgte 
die  Borufung  des  neuen  Astronomen  Herrn  Professor  Dr.  Sc  b  ön- 
feld,  welcher  schon  seit  sechs  Jahren  als  Assistent  an  der 
Bonner  Sternwarte  angestellt  war  und  durch  mehrere  ausgezeich- 
nete Arbeiten  bekannt  ist,  erst  im  September  dieses  Jahres. 
Derselbe  machte  sogleich  eine  Reise  nach  München,  um  die 
wichtigsten  Instrumente  einzusehen  und,  nachdem  er  sie  geprüft, 
in  Empfang  zu  nehmen.  Dieselben  sind  nun  auf  der  Sternwarte 
aufgestellt  und  somit  ist  dieses  Institut  aufs  Neue  in's  Leben 
gerufen.  Die  an  demselben  befindlichen  und  auch  jetzt  noch 
brauchbaren  älteren  Instrumente,  so  wie  die  neu  angeschafften, 
sind  im  folgenden  Verzeicbniss  enthalten. 

a)  Aeltere  Instrumente. 

1)  Ein  Mauerquadrant  mit  achrom.  Fernrohr  von  Bird  in  Lon- 
don 1775.   Halbmesser  des  Kreises  7%',  Objectiv  3*  7W  Oeffnung. 

2)  Das  Passage -Instrument  mit  dreifachem  achrom.  Objectiv 
von  Ramsden  in  London  1785.  Länge  des  Fernrohrs  0',  Oeff- 
nung des  Objecti?s  3"  10",    Drei  Okulare. 

3)  Der  Multiplikationskreis  von  Reichenbach  mit  stehender 
Säule;  der  Vertikalkreis  hat  3',  der  Azimuthaikreis  26*  Durch- 
messer; das  Fernrohr  4'  Länge.   Objectiv  3"  6*  Oeffnung. 

4)  Eine  Secundenpendel-Uhr  von  Arnold  in  London;  Coro- 
pensation  Zink-Stahl;  Echappement  nach  Graham  auf  Rubinen. 

5)  Eine  Secundenpendel-Uhr  von  Norton  in  London;  ohne 
Rubinen,  sonst  wie  die  vorige. 

6)  Eine  Secundenpendel-Uhr  von  le  Paute  in  Paris;  ohne 
Corapensation. 

7)  Ein  siebenfflssiger  Heliometer  von  Dollond  Sohn,  Ob- 
jectiv 3". 

8)  Kometeosucber  von  Ramsden,  Focallänge  2',  Feld  6°. 

9)  H ad ley' scher  Spiegelsextant  von  Troughton. 

10)  Libelle,  Länge  2',  von  Ramsden. 

11)  Barometer,  Thermometer,  Normaltoise  etc.  etc. 

b)  Neuere  Instrumente. 

1)  Ein  achtfOssiger  Refractor  von  Steinheil  von  6"  Oeffnung 

3% 
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mit  Sucher,  parallaktisch  montirt,  auf  gusseisernem  Pfeiler,  mit 
Fluguhr  von  Mahl  er,  mit  Frictionswerk  den  Sternen  folgend, 
in  AR.  zu  verstellen  ohne  Unterbrechung  des  Fortruckens,  die 
Achsen  in  Steinen,  die  Kreise  auf  Silber,  nebst  siebeo  Okularen, 
Sonnenglas  und  Kreismikrometer  mit  achromatischem  Okular. 
Ferner  dazu  geborig: 

ein  Lampenfilarmikrometer , 

ein  Okular* Heliometer, 

sechs  achromat.  Mikrom  et  erokulare, 

ein  weiteres  Kreismikrometer, 

drei  Kreismikrometerplatten , 

ein  Centrirapparat  för  das  Objectiv, 

ein  Sonnenglaskeil  zur  Trennung  der  Doppelsterne, 

ein  Extraokular. 

2)  Ein  Kometensucher  von  27"  Länge 2?w  Oeffnung. 

3)  Ein  Chronometer  von  Tiede  in  Berlin. 

4)  Eine  Sekundenpendel -Uhr  von  Bob  in  Furtwangen. 

Der  Kefractor  ist  auf  der  Plattform  der  Sternwarte  in  einem 
kreisrunden  Häuschen  mit  sechs  Fuss  hoher  Mauer  und  einer 
Drehkuppel  von  15'  Durchmesser  aufgestellt.  Die  Kuppel  ist 
aus  Eisen  und  Holz  construirt;  mit  Klappen  versehen  und  mit 
Segeltuch  überzogen,  welches  mit  einem  sehr  dauerhaften  Material, 
der  sogenannten  Diamantfarbe,  angestrichen  ist.  Sie  ruht  auf  vier 
Kaoonenkugeln,  welche  bei  der  Drehung  der  Kuppel  zwischen 
der  unter  ihr  befestigten  gusseisernen  Rinne  und  einer  ihr  ge- 
genüberstehenden auf  dem  runden  Mauerchen  fest  gemachten 
gleichen  Eisenbahn  fortrollen.  Die  obere  Rinne  ist  mit  horizon- 
tal stehenden  Zähnen  versehen ,  in  welche  ein,  durch  eine  Kur- 
bel drehbarer  Trieb  eingreift.  Durch  diese  Einrichtung  ist  die 
Bewegung  der  Kuppel  sehr  leicht.  Vier  Haltefest,  welche  zu- 
gleich Frictionsrollen  sind,  verhindern,  dass  der  Sturmwind  die 
Kuppel  abheben  kann. 

In  demselben  Räume  befinden  sich  die  Sekundenpendel -Uhr 
und  ein  Schrank  zur  Aufbewahrung  der  not h igen  Apparate. 
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Geometrie  und  Trigonometrie. 

Elemetarny  wyklad  matematyki  von  J.  K.  Stecz- 
kowski,  Professor  an  der  Jagiellonischen  Universität 
zu  Krakau.    T h I-  III.,  Band  III.    Analytische  Geometrie 

(Man  vergleiche  Litcrar.  Her.  Nr.  XC.  S.  4.  und  Nr.  CXXX1.  S.  1.) 

Wir  beeilen  uns  von  dem  Erscheinen  des  vorstehenden  Ban- 
des des  im  Jahre  1851  begonnen  Werkes  der  elementaren  Ma- 
thematik zu  berichten,  welcher  die  Theorie  der'  analytischen 
Geometrie,  so  weit  sich  diese  auf  elementarem  Wege  darstellen 
lässt,  umfasst. 

Herr  Professor  Stcczkowski  hat  sich  durch  die  Heraus- 
gabe des  neuen,  jetzt  in  seiner  Vollendung  vorliegenden  Werkes 
unstreitig  ein  grosses  Verdienst  erworben,  da  uns  kein  anderes» 
Werk  in  polnischer  Sprache  bekannt  ist,  in  welchem  die  ganze 
elementare  Mathcmalik  so  vollständig  und  anschaulich  entwickelt 
wäre. 

Da  die  Mathematik  bereits  den  Standpunkt  erreicht  hat,  dass 
man  fast  alle  Wahrheiten  der  analytischen  Geometrie,  sowohl  auf 
dem  Wege  der  höheren,  als  der  elementaren  Mathematik  beweisen 
kann,  so  hat  dies  den  Herrn  Verfasser  bewogen,  die  analytische 
Geometrie,  «reiche  man  gewöhnlich  zur  elementaren  Mathematik 
nicht  rechnet,  in  diese  letztere  einzuschliessen. 

Im  ersten  Thcile  dieses  Bandes,  —  in  der  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene,  —  wird  die  Theorie  der  Linien  des  zweiten 
Grades,  da  sie  einen  der  wichtigsten  Theile  derselben  ausmacht, 
auf  eine  ihrer  Wichtigkeit  ganz  entsprechende  Weise  behandelt; 
während  im  zweiten  Theile,  in  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes,  der  Herr  Verfasser  die  nahe  Verwandtschaft  der  analy- 
tischen und  descriptiven  Geometrie,  so  viel  als  thunlich,  für  den 
Anlanger  hervorhebt;  den  Haupttheil  dieses  Bandes  aber  macht 
die  Theorie  der  Flächen  des  zweiten  Grades  aus. 

Der  Erfahrung  zu  Folge ,  dass  der  Anfänger  viel  leichter  von 
dem  speziellen  Falle  auf  den  allgemeinen  schliesst,  (als  umge- 
kehrt), hat  der  Herr  Verfasser  nicht  die  schiefwinkligen  Coordi- 
naten,  von  welchen  die  rechtwinkligen  offenbar  nur  ein  spezieller 
Fall  sind,  sondern  in  allen  seinen  Untersuchungen  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  angewandt,  von  welchen  er  erst  auf  die  schief- 
winkligen scbliesst.  In  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
bedient  sich  Herr  Stecz kowski  ausschliesslich  der  rechtwinkli- 
gen Coordinaten. 
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In  der  Einleitung  wird  auf  die  Beschränktheit  der  euklidischen 
Methode  hingewiesen,  und  an  einigen  Beispielen  die  Art  und 
Weise,  wie  sich  die  Alten  bei  Lösung  geometrischer  Aufgaben 
zu  helfen  suchten,  gezeigt,  zugleich  aber  auch  dargetban,  welch 
ungeheuren  Fortschritt  die  Mathematik  seit  Descartes's  Erfin- 
dung der  analytischen  Geometrie  gemacht  hat. 

Nachdem  dann  im  ersten  Abschnitt  die  Bestimmung  des  Punk« 
tes  in  der  Ebene,  die  Gleichung  und  Theorie  der  geraden  Linie 
entwickelt,  und  die  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  analyti- 
sche Geometrie  gemacht  sind,  wird  im  zweiten  Theit  die  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  abgehandelt. 

Im  dritten  Abschnitte  werden  die  allgemeinen  Gleichungen 
der  Linien  des  zweiten  Grades,  so  wie  die  geometrische  Bedeu- 
tuug  dieser  Linien,  ihre  Identität  mit  den  schon  im  Alterthum 
bekannten  Kegelschnitten,  besprochen,  und  gegen  Ende  dessel- 
ben Abschnitts  noch  die  polaren  Gleichungen  der  Curven  des 
zweiten  Grades  entwickelt  und  die  wichtigsten  dahin  gehörenden 
Aufgaben  gelost. 

Der  vierte  und  fünfte  Abschnitt  setzt  die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte, so  weit  dies  der  elementare  Weg  gestattet,  aus  einander, 
vorzuglich  ist  aber  hier  die  Theorie  der  Durchmesser,  Tangenten 
und  Asymptoten  erklärt,  und  am  Ende  die  Quadratur  dieser  Li- 
nien angegeben,  wo  die  Quadratur  der  Hyperbel  auf  die  im  Archiv 
Band  XXV.  Nr.  V.  entwickelte  Weise  durchgeführt  ist. 

Im  sechsten  Abschnitte  endlich  ist  von  den  Anwendungen 
der  Theorie  der  Curven  des  zweiten  Grades  auf  die  Auflösung 
der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  die  Rede,  wobei  mehre 
zweckmässig  gewählte  Aufgaben  entwickelt  werden,  die  zu  Glei- 
chungen von  diesen  Graden  führen. 

Es  folgt  ferner  das  Delische  Problem  und  eine  Losung  der 
Aufgabe  von  der  Dreitbeilung  des  Winkels.  Bei  dem  Delische« 
Problem  wird  erörtert,  dass  zu  dessen  Auflösung  nicht  durchaus 
zwei  Parabeln  nothig  sind,  sondern,  dass  mau  die  zweite  durch 
einen  Kreis  ersetzen  kann. 

Bei  der  Auflosung  der  Aufgabe  von  der  Dreitbeilung  des 
Winkels  führt  der  Herr  Verfasser  die  platonische  Losung  mit 
Hülfe  der  Couchoide  und  Cissoide  aus,  deutet  auf  ihre  Mängel 
hin,  und  lost  sie  mit  Hülfe  der  Hyperbel,  oder  zwei  sich  schnei- 
dender Parabeln,  oder  endlich  auch  mit  Hülfe  einer  Parabel  und 
eines  Kreises. 

Im  zweiten  Theile  dieses  Bandes,  in  der  analytischen  Geo 
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metrie  des  Raumes,  bedient  «ich  der  Herr  Verfasser,  wie  schon 
bemerkt,  nur  der  rechtwinkligen  Coordinaten,  da  diese  zu  viel 
einfacheren  Resultaten  fuhren,  als  die  Betrachtung  mit  schief- 
winkligen, und  behandelt  hier  im  ersten  Abschnitt  die  Lage  der 
Punkte  im  Räume.  Im  zweiten  schreitet  er  gleich  zur  Theorie 
der  Ebene  fort,  und  nachdem  er  die  allgemeine  Gleichung  der 
Ebene  gefunden  hat,  geht  er  erst  zur  geraden  Linie  im  Räume 
über.  Die  Gleichungen  der  geraden  Linie  kann  man  nämlich 
leicht  linden,  wenn  man  schon  die  Gleichungen  der  Ebene  kennt, 
weil  jede  gerade  Linie  als  der  Durchschnitt  zweier  sich  schnei- 
dender Ebenen  angesehen  werden  kann. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinaten, und  zwar  nur  der  rechtwinkligen,  weil  die  schiefwinkligen 
in  diesem  Tbeile  bei  Herrn  Steczkowski  keine  Anwendung 
linden. 

Im  vierten  Abschnitt  werden  zunächst  krumme  Flächen  im 
Allgemeinen  abgehandelt,  sodann  die  Theorie  der  Kugel,  der  Ober- 
fläche des  Cylinders  und  des  Kegels,  der  schiefen  und  Rotations- 
Flächen  kurz  aus  einander  gesetzt. 

Der  fünfte  Abschnitt  umfasst  eine  ausführliche  Behandlung 
der  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades,  und  im  sechsten  und 
letzten  Abschnitt  giebt  der  Herr  Verfasser  noch  die  Theorie  der 
Beruhrungsebene  der  krummen  Flächen  zweiten  Grades. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  durch  dieses  ganze  Werk  je- 
denfalls ein  unvergängliches  Denkmal  in  der  Geschichte  der  pol- 
nischen mathematischen  Literatur  gesetzt,  so  dass  wir  ihm  zur 
Vollendung  desselben  nur  aufrichtig  Gluck  w ansehen  können. 

S. 

Elementarny  wyklad  matematyki  von  J.  K.  Stecz- 
kowski, Professor  an  der  Jagi el Ionischen  Universität 
zu  Krakau.    Thl.  III.  Band  II.    Ebene  und  sphärische 

Trigonometrie. 

Eben  so  sehr  freuen  wir  uns,  das  Erscheinen  des  zweiten  Ban- 
des des  III.  Theils  der  von  uns  vor  Kurzem  angezeigten  Geometrie 
anzeigen  zu  können,  von  welchem  Alles  dasjenige,  was  bei  dem 
Berichte  des  ersten  Theiles  zur  Empfehlung  gesagt  worden  ist, 
in  ganz  gleichem  Maasse  gilt. 

Das  neue  Buch  zeichnet  sich  durch  eine  leicht  übersichtliche, 
naturgemässe,  systematische  Anordnung,   wie  durch  eine  klare 
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und  gründliche,  nach  einer  gewissen  Vollständigkeit  und  Ausführ- 
lichkeit strebende  Darstellung  aus. 

Die  Hauptsätze  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
sind  auf  verschiedene,  sowohl  analytische,  als  geometrische  Weise 
beniesen,  um  auch  hier  die  mannigfaltige  Beweisführung  dem 
Anfänger  zu  bekunden;  zugleich  zeigt  der  Herr  Verfasser,  dass 
ebenso  wie  die  Planimetrie,  auch  die-  ebene  und  sphärische  Tri. 
gonometrie  ein  gewisses  Ganze  bilden,  indem  er  darthut,  wie  die 
Beweise  der  Lehrsätze  der  sphärischen  Trigonometrie  gänzlich 
auf  der  ebenen  Trigonometrie  beruhen,  und  wie  man  sogar  alle 
Analogien  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  einem  ebenen  Drei- 
ecke herleiten  kann. 

Bei  der  Herleitung  der  trigonometrischen  Funktionen  betrach- 
tet der  Herr  Verfasser  nicht,  wie  es  gewöhnlich  geschiebt,  die 
trigonometrischen  Linien  im  Kreise,  sondern  leitet  sie  aus  der 
Betrachtung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  ab. 

In  der  Einleitung  ist  auf  die  Ungenauigkeit  der  Constructions- 
oder  euklidischen  Methode  hingewiesen,  ebenso  ist  von  den  durch 
Hipparchus  und  Ptolcmaeus  in  die  Rechnung  eingeführten  Sehnen 
die  Rede,  und  von  der  Art,  in  welcher  letzterer  seine  Tafeln  be- 
rechnet hat. 

Nachdem  dann  der  Herr  Verfasser  im  ersten  Abschnitte  die 
einzelnen  Funktionen  hergeleitet  und  ihre  Natur  und  ihre  wechsel- 
seitigen Beziehungen  in  sehr  eleganter  und  anschaulicher  Weise 
aus  einander  gesetzt  hat,  weist  er  im  zweiten  Abschnitte  nach, 
wie  man  dieselben  auf  elementarem  Wege  berechnen  und  in  Tafeln 
aufstellen  kann.  Die  zweite  von  den  hier  zur  Berechnung  der 
einzelnen  Funktionen  angegeben  Methoden  ist  zwar  kürzer  und 
einfacher,  aber  auch  oft  mit  Schwierigkeiten  verbunden,  da  sie 
auf  der  Auflösung  der  Gleichungen  von  höheren  Graden  beruht. 
In  demselben  Abschnitte  sind  noch  die  Kontroll- Methoden  von 
puler  und  Legendre  besprochen  und  die  Logarithmentafeln  und 
deren  Einrichtung  erläutert. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Auflösung  der  Dreiecke, 
und  enthält  zahlreiche  numerische  Beispiele,  ganz  geeignet,  den 
Anfänger  in  der  Lösung  trigonometrischer  Aufgaben  zu  Oben. 

Im  vierten  und  letzten  Abschnitt  werden  zuerst  die  zu  Mes- 
sungen nöthigen  Instrumente  und  deren  Gebrauch  beschrieben, 
sodann  einige  lehrreiche  Aufgaben  aus  der  Geodäsie  gelöst  und 
die  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  Geometrie  und  Stereometrie 
gezeigt. 

* 
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In  der  sphärischen  Trigonometrie  geht  der  Herr  Verfasser 
sogleich  an  die  Auflösung  der  Dreiecke,  da  alle  nothigen  Vor- 
kenntnisse  bereits  Band  III.  Tbl.  I.  niedergelegt  worden  sind.  Alle 
bei  der  Auflösung  sphärischer  Dreiecke  vorkommenden  Fälle  sind 
hier  auf  sehr  vollständige  Weise  entwickelt,  und  die  von  berühm- 
ten Mathematikern  gefundenen  Formeln  mit  in  Betracht  gezogen. 

Aus  den  Gauss'schen  Formeln  sind  zwei  für  die  ebene  Tri- 
gonometrie sehr  wichtige  Lehrsätze  hergeleitet;  —  diesen  für  die 
ebene  Trigonometrie  höchst  wichtigen  Relationen  hat  Herr  Anger 
in  unserem  Archiv  bereits  früher  Rechnung  getragen. 

Schliesslich  werden  noch  einige  Anwendungen  der  sphärischen 
Trigonometrie  auf  die  Geometrie  und  Geodäsie  erwähnt.  Es  sind 
auch  hier  wie  in  der  ebenen  Trigonometrie  zur  grosseren  Hebung 
des  Anfängers  zahlreiche  numerische  Aufgaben  gelost.  S. 


Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften. 

Zeitschrift  für  populäre  Mitth eilungen  aus  dem  Ge- 
biete der  Astronomie  und  verwandter  Wissenschaften. 
Herausgegeben  von  Professor  Dr.  C.  A.  F.  Peters,  Di- 
rector  der  Sternwarte  in  Altona.  Band  I.  Heft  3.  Al- 
tona. 1859. 

Die  beiden  ersten  Hefte  dieser  neuen  überaus  verdienstlichen 
Zeitschrift,  welcher  wir  den  ungehindertsten  Fortgang  im  Interesse 
der  in  ihr  vertretenen  Wissenschaften  voo  Herzen  wünschen,  sind 
im  Literar.  Ber.Nr.CXXV.  S.  I.  und  Nr.  CXXVI.  S.  6.  angezeigt 
worden. 

Das  vorliegende  dritte  Heft  enthält  zwei  Aufsätze.  Der  erste 
führt  die  Ueberschrift:  „Beiträge  zur  Biographie  von  F.W. 
B  es  sei.  Von  M.  Wich  mann."  In  einer  Vorbemerkung  spricht 
der  hochverdiente  Herr  Herausgeber  sich  über  den  Inhalt  dieses 
Aufsatzes  folgendermassen  aus :  „Die  nachfolgenden  Bruchstücke 
einer  Biographie  von  Bessel  sind  mir  von  Herrn  Professor  Er- 
man  (in  Berlin)  zur  Publication  in  diesen  Blättern  zugesandt  wor- 
den. Bei  dem  Interesse,  welches  jede  Kunde  aus  B  es  sei's 
Leben  den  Freunden  der  Wissenschaft  gewahren  muss,  werden 
diese  Mittbeilungen  den  Lesern  der  Zeitschrift  ohne  Zweifel  will- 
kommen sein.  Indem  sie  ein  letztes  Andenken  von  Wichmann*) 


*)  Leider  bereit«  verstorben. 
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bieten,  gewahren  sie  zugleich  eine  Ergänzung  zur  bekannten,  lei- 
der unvollendeten  Selbstbiographie  von  Bossel.  Durch  seine 
Beziehungen  zu  B es sei  und  dessen  Familie,  so  wie  durch  den 
Einblick  in  die  hinterlassenen  Papiere  Besse  Ts  ,  bat  Wich  mann 
sich  eine  umfassende  und  getreue  Vorstellung  der  ersten  Ent- 
mckelungspertode  unseres  grossen  Astronomen  bilden  können. 
'  Er  scheint  den  Plan  gehabt  zu  haben,  die  von  ihm  gesammelten 
Nachrichten  in  einer  ausführlichen  Biographie  niederzulegen,  aber 
sein  Tod  hat  die  Fortsetzung  und  Vollendung  der  begonnenen 
Arbeit  verhindert"  —  Wir  wüssten  nicht,  was  wir  diesen  Worten 
des  Herrn  Herausgebers  noch  Wesentliches  hinzufügen  sollten. 
Aber  so  viel  können  wir  unsern  Lesern  versichern,  dass  ihnen  die 
Leetüre  dieser  Bruchstucke  einen  sehr  grossen  Genus«  gewähren 
wird,  so  wie  auch,  dass  viele  in  denselben  vorkommende  mathe- 
matische und  astronomische  Notizen  Gelegenheit  zu  vielfacher  Be- 
lehrung darbieten.  Wir  danken  daher  dem  Herrn  Herausgeber  für 
die  Mittheilung  dieses  Aufsatzes  recht  sehr,  und  wünschen,  dass 
er  die  verdiente  Beachtung  in  reichstem  Maasse  finden  möge, 
indem  wir  nur  noch  bemerken,  dass  der  Aufsatz  mit  dem  ferneren 
Aufenthalte  ß  es  sei's  in  Bremen  nach  der  Bekanntwerdung  mit 
Ol  her  8  bis  zur  Uebersiedelung  nach  Lilienthal  (August  1804 
bis  Marz  1806),  wovon  jedoch  nur  der  Anfang  noch  mitgetbeilt 
ist,  schliesst. 

• 

Der  zweite  in  diesem  dritten -Hefte  enthaltene  Aufsatz  bat  die 
Ueb  er  schritt:  „Beitrag  zur  Kunde  der  periodi  sch  en  Ent- 
wicklung der  Pflanzen.  Von  Dr.  C.  H.  Germar,"  in  wel- 
chem der  Herr  Verfasser  in  sehr  verdienstlicher  Weise  sehr 
interessante  hundertjährige  Beobachtungen  über  die 
Laubentfaltung  der  frühen  Buchen  aus  dem  Schlosspark 
zu  Augustenburg  auf  der  Insel  Alsen  mittheilt  Indem  wir  auch 
auf  diesen  lehrreichen  Aufsatz  aufmerksam  machen,  wünschen 
wir  sehr,  recht  bald  das  vierte  Heft  dieser  der  Wissenschaft  schone 
Früchte  tragenden  und  deren  weitere  Verbreitung  wesentlich  för- 
dernden Zeitschrift  anzeigen  zu  können. 


Physik, 

Lehrbuch  der  Physik  mit  mathematischer  Begrün- 
dung. Zum  Gebrauche  in  den  höheren  Schulen  und  zum 
Selbstunterrichte.  Von  Dr.  August  Kunzek,  L  k.  ord. 
Professor  der  Physik  an  der  Universität  in  Wien  u.  s.w. 
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Zweite  verbesserte  and  vermehrte  Auflage.  Mit  390  in 
den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Wien.  1860. 
Braumflller.  8. 

Unsere  Leser  werden  sich  aus  den  im  Literarischen  Bericht 
Nr.  CXX1V.  S.  2.  -  Nr.  LXXXVI.  S.  11.  -  Nr.  CV.  S.  7.  gelie- 
ferten  Anzeigen  erinnern,  dass  der  Herr  Verfasser  des  vorliegen- 
den ausgezeichneten  Werkes  in  drei  methodisch  vom  Leichteren 
zum  Schwereren  fortschreitenden  Werken  einen  trefflichen  voll- 
ständigen Cure u«  der  gesaramten  Physik  veröffentlicht  hat,  welcher 
nicht  genug  empfohlen  werden  kann.  Zwischen  dem  „Lehrbuche 
der  Experimentalphysik"  und  deo  „Studien  aus  der 
höheren  Physik"  steht  das  vorliegende  Werk  gewissermassen 
in  der  Mitte.  Die  erste  Auflage  desselben  ist  im  Lite  rar.  Ber. 
Nr.  LXXXVI.  S.  11.  mit  hinreichender  Ausführlichkeit  und  verdien- 
tem Lobe  von  uns  angezeigt  worden.  In  dieser  ersten  Auflage 
musste  der  Leser  häufiger  auf  das  oben  genannte  „Lehrbuch 
der  Experimentalphysik"  zurückgehen,  weil  beide  Werke  in 
einein  gewissen  inneren  Zusammenhange  standen  und  nach  der  Ab» 
sieht  des  Herrn  Verfassers  stehen  sollten.  Die  vorliegende  neue 
Auflage  tritt  dagegen  jetzt,  was  wir  nur  sehr  loben  können,  als 
ein  völlig  selbständiges ,  von  dem  erwähnten  Eleroentarbuche 
ganz  unabhängiges  Werk  auf,  indem  der  Herr  Verfasser,  wie  er 
in  der  Vorrede  selbst  sagt,  „bemüht  war,  das  Werk  in  ein  selbst- 
sliindiges  Ganze  umzugestalten,  so  dass  zum  Yerstäudniss  der  in 
demselben  behandelten  Naturgesetze  und  ihrer  Begründung  das 
Nachschlügen  seiner  Experimentalphysik  oder  eines  anderen  Wer- 
kes jetzt  nicht  mehr  erforderlich  ist,  und  nur  die  Kenntniss  eini- 
ger einfachen  Lehren,  die,  einmal  gelernt,  nicht  leicht  vergessen 
werden,  vorausgesetzt  wird."  Der  streng  mathematische  Charak- 
ter, welchen  wir  schon  bei  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  mit 
so  vielem  Lobe  uns  hervorzuheben  bemuhten,  ist  dem  Werke  auch 
in  der  neuen  Auflage  nicht  bloss  vollständig  erhalten  worden, 
sondern  dasselbe  ist  in  mehreren  Partieen,  ohne  die  experimen* 
tale  Seite  der  Physik  im  Geringsten  zu  vernachlässigen  und  hin- 
tenanzusetzen, noch  mehr  wie  früher  in  den  Vordergrund  getre- 
ten, wobei  sich  jedoch  der  Herr  Verfasser  seiner  Absicht  gemäss 
ganz  streng  in  den  Gränzen  der  sogenannten  Elementar- Mathe- 
matik, so  weit  dieselbe  auf  Schulen  gelehrt  zu  werden  pflegt, 
gehalten  bat,  was  gegenwärtig  um  so  mehr  gerechtfertigt  erscheint, 
da  ja  die  später  erschienenen  Studien  aus  der  höheren  Phy- 
sik denen,  die  weiter  zu  geben  beabsichtigen,  das  trefflichste 
Hiilfsmittel  darbieten.  Den  mathematischen  Darstellungen  ist  auch 
in  dieser  neuen  Auflage  wie  in  der  früheren  ein  mehr  geometri- 
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scher  als  rein  analytischer  Charakter  verliehen  worden,  was  wir 
nicht  bloss  vollkommen  billigen sondern  als  einen  besonderen 
Vorzug  eines  solchen  Werkes  erkennen,  weil  dadurch  dem  Schü- 
ler die  schönste  Gelegenheit  zur  Anwendung  seiner  in  der  reinen 
Elementar- Mathematik  erworbenen  Kenntnisse  dargeboten  wird. 
Die  mathematischen  Beweise  sind  überall  streng,  und  liefern  den 
Beweis,  dass  der  Herr  Verfasser  selbst  in  einer  streng  mathema- 
tischen, hauptsächlich  geometrischen  Schule  erzogen  worden  ist, 
diesen  streng  geometrischen  Geist  in  erfreulichster  Weise  sich  im* 
mer  zu  erhalten  gewusst  hat,  und  denselben  überall  auch  in  das 
Feld  der  Anwendung  zu  übertragen  bemühet  ist,  was  namentlich 
das  vorliegende  Buch  für  Anlanger  zu  einer  buchst  lehrreichen, 
den  streng  mathematischen  Geist  immer  mehr  kräftigenden  und 
weckenden  Leetüre  macht.  Rücksichtlich  des  Inhalts  können  wir 
nur  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  sich  derselbe,  mit  Einschluss 
der  wichtigsten  chemischen  Lehren,  so  wie  der  Grundlehren  der 
Astronomie  und  der  Meteorologie,  über  das  weite  Gebiet  der  gan- 
zen Physik  in  ziemlich  gleichniässiger  Ausführung  der  eiozelnen 
Partieen  erstreckt.  Eine  grosse  Anzahl  gut  ausgeführter  Holz- 
schnitte trägt  sehr  viel  sowohl  zur  Deutlichkeit  der  mathematischen 
Beweise  als  auch  zur  Veranschaulichung  der  vielen  physikalischen 
Instrumente  und  Apparate  bei,  welche  man  in  diesem  schonen 
Werke  beschriehen  und  erläutert  findet.  Wir  können  nicht  sagen, 
wie  sehr  wir  uns  über  das  Erscheinen  dieser  neuen  Auflage  des 
von  uns  schon  in  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  so  warm  em- 
pfohlenen Werkes  gefreuet  haben,  da  hierin  zugleich  unser  frühe- 
res so  günstiges  Urtheil  die  beste  Bestätigung  findet.  Dasselbe 
nimmt  in  Rücksicht  auf  wahre  Gründlichkeit  in  theoretischer  Be- 
ziehung, namentlich  aber  auch  rücksichtlich  der  überall  vorwalten- 
den mathematischen  Strenge,  ferner  in  Bezug  auf  die  Deutlichkeit, 
mit  welcher  die  verschiedenartigsten  Apparate  beschrieben  uud 
abgebildet  sind,  und  in  Bezug  auf  die  Umsicht,  mit  welcher  auch 
stets  Anwendungen,  wo  sie  sich  irgend  auf  dem  Gebiete  der  ei- 
gentlichen Praxis  darboten,  Berücksichtigung  gefunden  haben, 
jedenfalls  eine  der  ersten  Stellen  in  der  neueren  physikalischen 
Literatur  ein,  und  verdient  daher  solchen  Anfängern,  denen  es, 
mit  einer  gründlichen  und  möglichst  vollständigen  Kenntniss  der 
sogenannten  Elementar  -  Mathematik  ausgerüstet,  um  eine  ent- 
sprechende wahrhaft  gründliche  Kenntniss  der  Physik  zu  thuo  ist, 
vorzugsweise  zum  sorgfältigsten  Studium  empfohlen  zu  werden, 
womit  wir  nur  in  erhöhetem  Maasse  das  wiederholen,  was  wir 
schon  hei  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  mit  wärmster  Anerken- 
nung der  Verdienstlichkeit  dieses  Werkes  gesagt  haben. 
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Endlich  fügen  wir  noch  hinzu,  dass  dasselbe  wegen  seiner 
grossen  Deutlichkeit  sich  ganz  vorzüglich  auch  zum  Selbststudium 
eignet;  und  dass  namentlich  auch  alle  Lehrer  der  Physik  den 
reichsten  Nutzeu  aus  demselben  ziehen  können,  versteht  sich  nach 
dem  Obigen  ganz  von  selbst.  Möge  dem  Werke  die  Anerkennung, 
welche  es  nach  unserer  Meinung  in  jeder  Beziehung  so  sehr 
verdient,  in  reichstem  Maasse  zu  Theil  werden. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  C.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    4°.   (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXI.  S.9.). 

No.  4.  (Luglio  e  Agosto  1859.). 

Intorno  alle  coniche  ioscritte  in  una  stessa  superficie  svilup- 
pabile  del  quarto  ordine  (e  terza  classe).  Nota  del  Prof.  Luigi 
Cremona.  p.201.  —  Note  de  Geometrie  inflnitesiroale.  Par 
A.  Mannheim,  p.  208.  —  Sur  quelques  formules  pour  la  diffe- 
rentiation.  Par  M.  A.  Cayley.  p.  214.  —  Dimostrazione  dell' 
irreduttibiiita  dell'  equazione  formata  con  le  radici  primitive  dell' 
unita.  Nota  del  Sig.  V.  A.  Lebesgue.  p.  232.  —  Sur  les  diffe 
rences  de  lr,  et  sur  le  calcul  des  nombres  de  Bernoulli.  Par 
E.  Catalan.  p.  239.  —  Ricerche  analitiche  sopra  le  attrazioni 
esercitate  da  una  linea  piana  verso  un  punto  roateriale  collocato 
nel  suo  piano,  ed  in  particolarc  sull'  attrazione  del  quadrante  di 
un'  ellisse  verso  41  centro.  Nota  del  Prof.  Barnaba  Tortolini. 
p.  244.  —  Intorno  ad  una  equazione  trinoraia.  Nota  del  Prof.  A. 
Genocchi.  p.  253.  —  Applicazione  di  una  formola  d'integrale 
detinito  multiplo  all'  integrazione  di  una  classe  di  equazioni  a 
derivate  parziali,  e  a  coefQcienti  costanti  del  Prof. Barnaba  Tor- 
tolini. p.260. 

Rtvlsta  blbllogrnflca.  Sopra  una  nuova  espressione  pel 
risultante  di  due  equazioni  algebriche.  Articolo  del  Prof.  Fran- 
cesco Brioschi.   p.  262.  —  Pubblicazioni  recenti.  p.264. 

No.  5.  Settembre  e  Ottobre  1859. 

La  Teorica  dei  Covarianti  e  degli  Invariant!  delle  forme  binarie, 
e  le  sue  principali  applicazioni.  Monogratia  del  Sig.  Prof.  F. 
Brioschi  (Continuazione).  p. 265.  —  Sur  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface  des  ondes  par  Mr.  Ed.  Combescure.   p.  278.  — 
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Osservaziooi  sulla  precedente  Memoria  del  Sig.  Prof.  Francesco 
Brioschi.  p.  285.  — -  Fondaraeoti  di  una  Teorica  generale  delle 
funzioni  di  una  variabile  coraplessa  di  B*  Rio  mann  (Tradorione 
dal  Tedesco).  p.  288.  —  Sopra  alcuoe  proprietä  della  propaga 
ziooe  della  corrente  elettrica  nei  fili  telegrauct,  dedotte  dalia 
Teoria  di  Ohm.  Nota  del  Sig.  Filippo  Keller,  p.306.  — 
Sopra  alcune  Ii  nee,  e  superlicie  derivate.  Memoria  del  Sig.  Prot 
Barnaba  Tortolini.  p. 316.  —  Extrait  d'aoe  lettre  de  Mr. 
Mich.  Roberte  a  Mr.  Tortoliui,  sur  la  theerie  des  equations 
alge-briques.   p.  330. 

Rivista  blbllo|rr*flCA.  Sulla  rlduzione  delle  equazioni 
isoperiroetricbe  alla  forma  canonica.  Articolo  del  Sig.  Prof.  F 
Brioachi.  p.  333.  —  Differential  Equations  by  George  Boole. 
Articolo  del  Prof.  B  arnaba  Tortolini.   p. 336. 

Bulletins  de  l'Acad^mie  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaox-arte  de  Belgique.  (Vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  CXXV.  S.  7.). 

2r>"  Annöe,  2™  Sit.  T.  I.  1857.  Tremblements  de  terre  en 
1855,  par  M.  A.  Perrey.    Rapport  de  M.  Ad.  Quetelet.   p.  48. 

—  Occultation  de  Jupiter  par  la  lune,  le  12.  janvier  1857;  note  par 
M.  Ern.  Quetelet.  p. 50.  —  Note  sur  les  tremblements  de 
terre  ressentis  en  1855,  avec  suppldments  pour  les  annies  ante*- 
rieurs;  par  M.  A.  Perrey.  Deuxieme  Partie.  Tremblements  de 
terre  en  1855.  p.  64.  (Sehr  vollständige  und  flei&sige  Arbeit).  — 
Note  de  M.  Geniller  sur  la  Constitution  physique  du  soleil.  Rap- 
port de  M.  le  capitaine  Liagre.  p.22l.  —  Sur  les  triangulatioos 
qui  ont  ete*  faites  en  Belgique  posterieurement  a  1830;  par  M.  le 
g4ne>al  Nerenburger.  p. 281.  —  Observations  des  passages  de 
la  lune  et  des  etoile«  de  roeme  culmination;  par  M.  A.  Qaetelet. 
p.  478. 

26-e  Ann^e,  2»"  Ser.  T.  II.  1857.  Essais  analytiqees.  Les 
lignes  du  troisieme  ordre;  par  M.  F.  Dagoreau.  Rapport  de 
M.  Braaseur.  p.  7.  —  Determination  de  la  difference  de  los- 
gitude  de  BruxeUea  et  de  Berlin;  par  M.A.  Quetelet  p.  17. — 
Ob&ervatioos  des  passages  de  la  lune  et  des  e*toiles  de  meme 
culmination  faites  en  1855  et  1856;  par  M.  A.  Quetelet.    p.  18. 

—  Theorie  geometrique  des  rayons  et  centres  de  conrbure;  par  M. 
E.  Lamarle.  p.33.  (Sehr  lesenswerthe  Abhandlung).  —  Theorie 
geometrique  des  rayons  et  centres  de  conrbure.  Note  additioneile. 
Par  M.  Lamarle.  p.  307.  —  V-ariations  anmielles  des  instro- 
nients  m&eorologiques  a  Bruxelles;  par  M.  A.  Qaetelet  p.  321. 
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—  Variations  horaires  des  Instruments  raeteorologiques  ä  Bruxelle* 
Observations  faites  dans  le  royaume.    2«"«  artide;  par  M.  A. 
Quetelet   p.50L  —  Theorie  gdonieVique  de«  rayons  et  centres 
de  courbare.   Note  additiooelle.    Courbes  reductibles  au  type  cy- 
eloTdal.    Par  M.  Lamarle  p.528.  (S.  ohert). 

(Fortsetzung  im  nächsten  Hefte.) 


Unterrichtswesen. 

Als  icb  in  der  vorigen  Nummer  dea  Literarischen  Bericht« 
das  Referat  Gber  die  neu  erlassene,  naeb  meioer  vollkommensten 
Ueberzeugung  in  allen  Beziehungen  in  hohem  Grade  treffliche 
„Unterrichts-  und  Prüfungsordnung  der  (preussi- 
schen)  Realschulen  und  der  höheren  Bürgerschulen" 
schrieb,  lag  mir  nur  das  October-Heft  1859.  des  „Centrai- 
blatts für  die  gesammte  Unterrichts- Verwaltung  in 
Preussen  von  Stiehl"  vor,  welches  für's  Erste  nur  unter  1. 
den  Lebrplan  und  die  innere  Gliederung  der  Real- 
schulen, unter  III.  die  Unterscheidung  der  Realschulen 
und  deren  Berechtigungen,  und  hauptsächlich  unter  II.  das 
Reglement  für  die  A  biturienten  -  Prüfungen  der  Real- 
schulen enthält,  an  welches  letztere  ich  mich  daher  bei  meinem 
Referat  auch  nur  allein  angeschlossen  habe  und  anschlössen 
konnte.  Das  November- Heft.  185U.  des  genannten  Journals, 
welches  S.  646.  ff.  noch  Erläuternde  Erklärungen  zu  der 
eigentlichen  Unterrichts-  und  P  rüfungs-Ordnung  mit- 
theilt, war  damals  noch  nicht  in  meinen  Händen.  Namentlich  in  Be- 
ziehung auf  meine  in  jenem  Referat  rücksichtlich  des  Unterrichts 
in  der  höheren  Analysis  gemachte  Bemerkung  halte  ich  mich  jetzt 
für  verpflichtet  —  und  thue,  wegen  des  sehr  lebhaften  Interesses, 
welches  ich  an  diesem  neuen  Reglement  und  den  Lehranstalten, 
die  dasselbe  betrifft,  nehme,  dies  auch  sehr  gern,  —  hier  nachträg- 
lich zu  bemerken,  dass  die  Erläuterungen  (S.  068  a.  a.  O.)  noch  fol 
gende  Bestimmung  enthalten :  „Besonders  befähigte  Abthei- 
lungen und  einzelne  talentvolle  Schüler  in  Prima  wird  der 
Lehrerauch  in  die  höhere  Aualvsis,  die  Differential-  und  Integral- 
rechnung  und  die  sphärische  Astronomie  einfuhren  können."  — 
Dass  ich  auch  diese  Bestimmung  unter  dieser  Form  mit  dem 
vollkommensten  Beifall  begrüsse  und  in  derselben  nur  noch  mehr 
die  grosse  Umsicht,  mit  welcher  das  fragliche  Reglement  verfasst 
ist,  freudigst  erkenne,  versteht  sich  von  selbst.  Nur  gegen  jede 
obligatorische  Einführung  des  Unterrichts  in  der  höheren  Aua- 
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lysis  in  den  Lebrplan  der  Realschulen  und  als  eigentlicher 
Prüfungs-Gegenstand  erkläre  ich  mich  nach  wie  vor  in  be- 
stimmtester Weise.    Mit  einzelnen  talentvollen  Schülern 

den  Versuch  zu  machen,  wenigstens  dies  zu  können,  d.h.  dazu 
die  Erlaubniss  zu  haben,  ist  ganz  in  der  Ordnung,  und  kann  gegen 
die  hohe  Unterrichts  -  Behörde  nur  zu  neuem  aufrichtigen  Danke 
auffordern.    Wenn  man  aber  einmal  einen  solchen  Versuch  macht, 
dann  thue  man  es  auch  in  völlig  strenger  Weise,  nicht  etwa  so 
ä  la  Laer o ix  seligen  Andenkens,  oder  nach  der  Weise  mancher 
deutschen  Elementarbücher ,  welche  auch  der  Differentialrechnung 
einige  Seiten  widmen,  und  zwar  den  Begriff  der  Gränze  einführen, 
aber  den  argen,  die  ganze  Darstellung  völlig  illusorisch  machenden 
Fehler  begehen,  dass  sie  bei  ihren  sogenannten  Gränzen  -  Be- 
stimmungen oder  Gränzen -Ermittelungen  die  Existenz  einer 
Gränze  schon  stillschweigend  voraussetzen,  wogegen  doch  der 
Nachweis  dieser  Existenz  einer  Gränze  gerade  das  ist, 
worauf  es  zunächst  und  hauptsächlich  ankommt.   Wie  schädlich 
ein  solcher  ganz  unerfindlicher  und  fehlerhafter  Elementar -Un- 
terricht für  den  höheren  Unterricht  ist,  und  wie  entmuthigend  er 
bei  diesem  letzteren  namentlich  auch  auf  die  Schüler  wirkt,  wenn 
ihnen  klar  gemacht  wird,  dass  sie  das  früher  Erlernte  völlig  bei 
Seite  werfen  und  sich  in  ganz  neue  Vorstellungen  und  Anschauun- 
gen Gnden  müssen,  kann  nur  der  Lehrer  gehörig  beurtheilen, 
welchem  bei  dem  höheren  Unterrichte  eine  reiche  und  vielfache 
Erfahrung  zur  Seite  steht,  und  der  es  als  einen  wesentlichen 
Theil  seiner  Aufgabe  betrachtet,  sich  im  Einzelnen  mit  den  Be- 
dürfnissen seiner  Schuler  bekannt  zu  machen,  und  jeden  nach 
seiner  Individualität  genau  kennen  zu  lernen.  Grunert 
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Literarischer  Bericht 

CXXXVL 


Am  27.  Juli  1859  starb  zu  Saalfeld  nach  zwei  und  einvier- 
teljähriger  segensreicher  amtlicher  Wirksamkeit  als  Lehrer  für 
Mathematik  und  Naturwissenschaft  an  der  dortigen  Realschule, 
tief  betrauert  von  seinen  Vorgesetzen,  Collegen  und  Schulern, 

Dr.  Andreas  Völler, 

welchem  das  Archiv  einige  sehr  werthvolle  Beiträge  verdankt. 
Derselbe  war  geboren  zu  Helba  am  11.  September  1833. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Die  Märtyrer  unter  den  Naturforschern.  Ein  Vor- 
trag zu  Gunsten  der  Humboldt-Stiftung  gehalten  zu 
Stettin  am  7.  Februar  1860.  von  Dr.  H.  Emsmann,  Pro- 
fessor zu  Stettin.   Leipzig.  O.  Wiegand.  1860.  8. 

So  wie  die  im  Literarischen  Bericht  Nr.  CXXX.  S.  1.  ange- 
zeigte Schrift  desselben  Herrn  Verfassers,  enthält  auch  die  vor- 
liegende einen  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  Beitrag  zur 
Geschichte  der  Naturwissenschaft,  wenn  auch  die  in  demselben 
mitgeteilten  Thatsachen  schon  allgemeiner  bekannt  sind  als  die 
in  der  früheren  Schrift  gemachten  Mittheilungen.  Neben  Anaxa- 
goras,  Aristoteles,  Aristarch,  dem  Bischof  Virgi Ii us  von 
Salzburg  im  8ten  Jahrhunderte ,  haben  naturlich  die  bekannten 
Schicksale  Roger  Bacon's,  des  Copernicus,  Giordano 
Bruno  s,  Kepler's  und  hauptsächlich  Galilei's,  mit  welchem 

Thl.  XX XIV.  HO.  4.  4 
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das  eigentliche  Märtyrertfaam  in  den  Naturwissenschaften  schliefst, 
die  meiste  Berücksichtigung  gefunden. 


Arithmetik. 

Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Doctor  J.  H.  W.Leh- 
mann in  Spandau  an  den  Herausgeber. 

Der  Hauptmann  a.  D.  Adolf  von  der  Scbulenburg  in 
Magdeburg  bat  sich  seit  Jahren  in  die  Theorie  der  höheren 
algebraischen  Gleichungen  so  weit  hineingearbeitet»  dass  es  ihm 
gelungen  ist,  allgemeine  und  sehr  merkwürdige,  mir  bisher  unbe- 
kannte Sätze  zu  entdecken,  welche  die  Form  der  Wurzeln  aller 
Gleichungen  in  Functionen  der  CoefQcienten  evident  darstellen, 
indem  das  nfache  jeder  Wurzel  einer  Gleichung  des  nten  Grades 
aus  Auflosungssummen   zusammengesetzt  ist,   deren  jede 
gleich  ist 

(wobei  y,  v,  2,  u,....  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  des 

•  MBU 

nten  Grades,  Vi,  Vi,  Vi,  Vi,....  aber  die  n  verschiedenen 
Wurzeln  der  nten  Ordnung  aus  1  sind,  nämlich,  wenn  n  gerade 
ist,  +1  und  —1  und  n — 2  imaginäre  Wurzeln ,  und  wenn  n  un- 
gerade ist,  +1  und  n  — 1  imaginäre).   Unter  diesen  Auflosungs- 

summen  ist  die  erste  — y  +  t>  +  2-|-?<  +  indem  hier  Vi  uberall 

=  1  gesetzt  wird ;  sie  ist  gleich  dem  Entgegengesetzten  des  Coef- 
ficienten  von  xn~l  in  der  gegebenen  Gleichung;  in  jeder  der  fibri- 

R 

gen  71  —  1  AuflCsungssummcn  aber  werden  ffir  Vi  alle  n  verschie- 

n 

denen  Werthe  von  Vi  gesetzt,  und  zwar  für  die  verschiedenen 
Auflusung8summen  in  verschiedener  Permutation.  Herr  von  der 
Schulenburg  zeigt  alsdann,  dass  die  genannten  n  —  1  Auf- 
losungssuromen  die  Formen 

VF ,  C(VF)*,  D(VF)\  E(VF)*,....M(vF)*~* 
■ 

haben,  wobei  VF  überall  mit  derselben  (reellen  oder  imaginä- 
ren) nten  Wurzel  aus  1  multiplicirt  gedacht  werden  mnss  (so  dass. 
wenn  man  nach  und  nach  alle  n  Wurzeln  aus  1  wählt,  alle  n  Wur- 
zeln der  gegebenen  Gleichung  herauskommen),  jede  der  Grössen 
F,  C,  D,  E,....  aber  von  der  J^orm 
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«—l  »—i  «—l  «—i  »—l 

G'  +  VF*  +  CiV^)*  +  D\VF)*  +  E'(\/F)*  + . . . .  +  M  '(VF)»-* 

je<le  der  Grossen  G",  F ,  C,  D' ,  JE', —  aber  von  der  Form 

ist,  u.  s.  w.  £r  entwickelt  eine  Methode,  wie  man  F,  C,  0,  AI 
vermittelst  Gleichungen  bestimmen  kann,  die  den  (n  — l)s(en  Grad 
nicht  übersteigen,  und  bedient  sich  dazu  nicht  nur  der  vollstän- 
digen symmetrischen  Functionen  von  y,  e,  r,  sondern 
auch  der  getheilten  symmetrischen  Functionen,  auf  welche 
Abel  in  seinem  Beweise  der  Unmöglichkeit  der  allgemeinen  Auf- 
lösung der  den  4ten  Grad  übersteigenden  Gleichungen  keine 
Rücksicht  genommen;  er  zeigt,  dass  die  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung der  getheilten  symmetrischen  Functionen,  wenn  sie  auch 
anfangs  vom  wten  oder  einem  noch  höheren  Grad  zu  sein  scheinen, 
sich  doch  auf  den  (it  —  l)sren  Grad  zurückführen  lassen,  und  legt 
dadurch  die  Schwäche  des  Abel 'sehen  Beweises  der  Unmöglich- 
keit der  allgemeinen  Auflösung  dar.  Er  führt  die  allgemeine 
Auflosung  der  Gleichungen  des  fünften  Grades  in  ex- 
tenso durch. 

Es  ist  wegen  der  grossen  Weitläufigkeit  dieser  Arbeit  nicht 
zu  verwundern,  dass  Herr  von  der  Schulenburg  seine  Ent- 
wicklung noch  nicht  so  weit  ausgeführt  bat,  dass  jeder  andere 
Mathematiker  von  Profession  sich  daraus  vernehmen  konnte;  die 
vollständige  Ausführung  mochte  noch  ein  halbes  Jahr  auf  sich 
warten  lassen,  und  die  Vollendung  des  Drucks  sich  bis  gegen 
den  Schluss  des  gegenwärtigen  Jahres  hinziehen. 

Ich  habe  die  moralische  Ueberzeugung,  dass  der  Ver- 
fasser die  Schwäche  des  Abel'schen  Beweises  aufgedeckt,  die 
allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des  5ten  Grades  gefunden, 
und  dadurch  ein  Problem  gelöst  hat,  woran  man  seit  250  Jahren 
vergebens  arbeitete,  und  dass  seine  Methode  sich  auf  alle  höheren 
Gleichungen  ausdehnen  lassen  würde,  wenn  nicht  die  zu  grosse 
Weitläufigkeit  die  Ausfährung  verböte.  Dass  hier  nicht  von  prak- 
tischer Anwendung  auf  numerische  Gleichungen  die  Rede  sein 
könne,  versteht  sich  von  selbst;  das  Interesse  ist  rein  wissenschaft- 
lich; es  handelt  sich  hauptsächlich  um  Darlegung  der  Schwäche 
des  Abel'schen  Beweises.  Meine  gründliche  Revision  der  Ma- 
noscripte  erstreckt  sich  auf  die  Theorie  der  Gleichungen  des  3ten 
und  4ten  Grades,  und  ich  finde  darin  ein  abgeschlossenes  Ganzes, 
worin  der  organische  Zusammenhang  viel  klarer  nachgewiesen  ist 


> 


Digitized  by  Google 


4 


Liter  arischer  Bericht  CXAXVI. 


als  von  Card  an  und  Bombe  Iii;  ausserdem  habe  ich  das,  was 
der  Verfasser  von  den  Gleichungen  des  5ten  Grades  bisher  klar 
übersichtlich  entwickelt  bat,  schon  sehr  weit  verfolgt,  und  finde 
darin  eine  ausnahmslose  strenge  Consequenz  und  Schärfe,  na- 
mentlich eine  bewundernswürdige  Sicherheit  und  Leichtigkeit  im 
Gebrauch  des  Imaginären;  mit  einem  Worte,  ich  halte  den  Vor* 
fasser  für  einen  Mann,  welcher  der  Aufgabe,  die  er  sieb  vorge- 
setzt hat,  gewachsen  ist.  Die  geordnete  Ausarbeitung  der  Blätter, 
welche  mir  vorgelegen  haben,  wurde  an  und  fiHr  sich  schon  ein 
gutes  Buch  werden,  auch  wenn  das  Endziel,  die  allgemeine  Auf- 
lösung der  Gleichungen  des  5ten  Grades,  noch  nicht  hinzukäme* 
Ist  aber  das  Endziel  erreicht  und  in  die  Oeffentlicbkeit  gegeben, 
so  ist  an  dem  glücklichen  buchhändlerischen  Erfolge  nicht  zu 
zweifeln,  insofern  man'  sein  Augenmerk  nicht  auf  den  Absatz  in 
Deutschland  allein,  sondern  auch  auf  das  ganze  wissenschaftliche 
Europa  und  Amerika  richtet. 

Sollten  Sie,  hochgeehrter  Herr  Professor,  geneigt  sein,  die 
von  mir  hier  gegebenen  Notizen  in  Ihre  geschätzte  Zeitschrift 
aufzunehmen,  so  würden  Sie  dadurch  dem  Herrn  von  der  Schu- 
lenburg und  mir  einen  grossen  Gefallen  thun;  denn  es  ist  nicht 
zu  zweifeln,  dass  die  Bekanntmachung  auf  den  von  soliden  Buch- 
handlungen zu  fassenden  Entschluss  des  Verlags  einen  sehr  we- 
sentlichen Einfluss  haben  würde.  Ich  aber  bin  bereit,  alle  Ver- 
antwortung zu  tragen. 

Spandow,  deo  22.  März  1860. 

Dr.  J.  H.  VV.  Lebmann. 

Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  aller 
Grade.  Von  L.  Mossbrugger,  Lehrer  der  Mathema- 
tik an  der  Kantonschule  zu  Aarau.  Aarau.  Sauerlän- 
der.   1S59.  4°. 

Gegenüber  der  vorstehenden  Anzeige  des  Herrn  Doctor  Leb- 
mann, nach  welcher  Herr  von  der  Schulenburg  in  Magde- 
burg die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  gefunden  haben 
soll,  halte  ich  mich  für  verpflichtet,  zu  bemerken,  dass  mit  einem 
„Aarau,  den  17ten  December  1859"  datirten  Briefe  die 
oben  genannte  Schrift  von'  ihrem  geehrten  Verfasser  mir  zugesandt 
worden,  und  etwa  am  Ende  des  vorigen  oder  am  Anfange  des 
laufenden  Jahrs  in  meine  Hände  gelangt  ist.  Leider  hat  mir  bis 
jetzt  die  nothige  Zeit  und  Ruhe  gefehlt,  diese  Schrift  einer  so 
sorgfältigen  und  eingehenden  Prüfung  zu  unterwerfen,  wie  dieselbe 
namentlich  heu  einem  Gegenstande  von  der  Art  des  in  Rede  ste- 
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benden  unbedingt  nöthig  ist,  wenn  ich  mich  soll  för  berechtigt 
halten,  ein  bestimmtes  Urtbeii  zu  fallen,  ob  Herr  Mossbrngger 
seinen  Zweck,  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  zu  ge- 
ben, wirklich  erreicht  hat.  Ich  bin  also  genothigt,  ein  solches 
bestimmtes  Urtheil  noch  zurück'  und  einer  späteren  Zeit  vorzu- 
behalten, wurde  auch  deshalb  Ober  die  vorliegende  Schrift  für 
jetzt  noch  geschwiegen  haben,  wenn  mir  nicht  so  eben  die  vor- 
stehende Ankündigung  des  Herrn  Doctor  Lehmann  zugegangen 
wäre,  welche  unverzüglich  zum  Druck  zu  bringen,  ich  mich  für 
verpflichtet  hielt.  Dadurch  glaubte  ich  aber  nach  meinen  Grund- 
sätzen in  solchen  Dingen  zugleich  auch  die  Verpflichtung  über- 
nommen zu  haben,  von  der  obigen  seit  etwa  einem  Vierteljahre 
in  meinen  Händen  befindlichen  Schrift  für  jetzt  wenigstens  eine 
vorläufige  kurze  Anzeige  zu  liefern,  wie  ich  dies,  eine  weitere 
.  Besprechung  mir  noch  vorbehaltend,  jetzt  thun  werde. 

Zuerst  sei  daher  im  Allgemeinen  bemerkt,  dass  Herr  L.Moss- 
brugger  in  §.7.  der  obigen  Schrift  die  allgemeine  Auflösung 
der  Gleichung  des  nten  Grades  gegeben  bat,  welche  er  auf  die 
Form 

ar"  =  Atx—*  +  Azx«-*  +  ....  +  An-vr*  +  A»-ix  +  A„ 

gebracht  und  also  in  gewöhnlicher  Weise  das  zweite  Glied  aus 
der  Gleichung  weggeschafft  annimmt,  bevor  er  zu  der  Auflosung 
selbst  übergebt.  Diese  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  wird 
in  §.  1.  gelehrt.  Nach  einem  für  die  Gleichungen  aller  Grade  im 
Allgemeinen  übereinstimmenden  Verfahren  wird  nun  zuerst  in  $.2. 
die  Auflosung  der  Gleichung  des  dritten  Grades  gegeben,  welche 
zu  der  gewöhnlichen  Auflösung  des  Cardanus,  natürlich  auf 
einem  besonderen,  Herrn  Mossbrugger  eigentümlichen  Wege 
führt.  In  §.  3.  wird  die  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten ,  in 
§.  4.  die  der  Gleichung  des  fünften  Grades,  überall  in  ganz  allge- 
meinen Formeln  und,  wie  schon  erwähnt,  bei  den  Gleichungen 
aller  Grade  nach  einem  im  Wesentlichen  übereinstimmenden 
Verfahren  gegeben.  Dann  beschäftigt  sich  in  §.5.  Herr  Moss- 
brugger mit  der  allgemeinen  Auflosung  der  Gleichungen  gerader 
Grade  von  der  Form 

**»  +  iM»— a  +  A3x*»~*  +  ....  +  A*m-ix  +  A±m  =  0, 

geht  in  §.  6.  zu  der  Auflösung  der  Gleichung  des  sechsten  Gra- 
des über,  und  giebt  dann,  wie  schon  oben  erinnert,  in  $.7.  ganz 
im  Allgemeinen  die  Auflösung  jeder  beliebigen  Gleichung  des 
nten  Grades. 

Dies  ist  im  Allgemeinen  der  Inhalt  der  offenbar  mit  grosser 
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Sorgfalt  ood  Genauigkeit  verfassen  Schrift,  und  die  angewandte, 
bei  den  cubiachen  Gleichungen  au  der  bekannten  cardanischeo 
Auflösung  führende  Methode  für  die  Gleichungen  aller  Grade  im 
Wesentlichen  dieselbe,  was  jedenfalls  ein  günstige«  Vorurthei! 
erwecken  muss.  Mehr  über  die  Methode  hier  zu  sagen,  ist  für 
jetzt  nicht  möglich,  indem  wir  uns  mit  der  Bemerkung  begnügen 
müssen,  dass  dieselbe  zunächst  und  hauptsächlich  auf  die  Bil- 
dung einer  Hülfcgleicbang  zurückkommt,  welche  bei  der  allgemei- 
nen Gleichung  des  fiten  Grades  vom  Grade  w(n  —  1)  ist. 

Ich  wiederhole,  dass  diese  Anzeige  für  jetzt  durchaus  nur 
als  eine  vorläufige  zu  betrachten  ist,  und  dass  ich  mich  eines  be- 
stimmten Urtheils  über  den  Werth  und  Erfolg  der  angewandten 
Metbode  ganz  enthalte,  dasselbe  einer  späteren  Besprechung  vor- 
behaltend. Es  ivürde  die  jetzige  Anzeige  auch  ganz  unterblieben 
sein,  wenn  ich  nicht  durch  die  so  eben  eingegangene  vorstehende 
Ankündigung  des  Herrn  Doctor  Lehmann  genothigt  worden  wäre, 
oder  vielmehr  durch  dieselbe  mir  die  Verpflichtung  auferlegt  ge- 
glaubt hätte,  zugleich  Über  Herrn  Mossbruggers  Schrift  im 
Kurzen  zu  berichten.  Unter  allen  Bedingungen  ist  dieselbe  der 
Aufmerksamkeit  und  Beachtung  der  Leser  zu  'empfehlen. 

G  r  u  n  e  r  t. 


Astronomie. 

Aufruf. 

Joannis  Kepleri  opera  omnia 

edidit  Chr.  Frisch.    Francofurti  et  Erlangac,  Heyder  et 
1  Zimmer.    Vol.!.  1858. 

Eine  Ehre,  deren  sich  mancher  wenig  bedeutende  Schrift- 
steller in  Deutschland  rühmt,  war  einem  der  grössten  Namen 
unseres  Vaterlandes  bisher  nicht  widerfahren:  wir  besessen  keine 
Gesammtausgabe  der  Werke  Kepler's.  Und  doch  gehört  Kep- 
ler au  den  wenigen  Auserwählten,  bei  denen  jedes  Epithet 
überflüssig,  die  nicht  dem  Fachmanne  allein,  sondern  jedem  Ge- 
bildeten bekannte,  ruhmgekrönte  Gestalten  sind.  Kein  beson- 
derer Gau  kann  ihn  sein  eigen  nennen,  die  Orte  seiner  Geburt, 
seiner  Erziehung  und  selbstständigen  Thätigkeit  machen  ih. 
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zum  Deutschen  im  allgemeinsten  Sinne  des  Wortes.  Er  hat 
den  deutschen  Geist  für  immer  und  alle  Zonen  verherrlicht 
durch  Tiefe  der  Gedanken  und  unverwüstlichen  Humor,  durch 
Ausdauer  sonder  gleichen  und  ungebrochene  Phantasie,  durch 
unerschütterliche  Ehrenhaftigkeit  und  seltene  Urtheilskraft. 
Uud  die  Producte  dieses  Geistes  existiren  grossentheils  nur  in 
wenigen  Exemplaren  oder  sind  geradezu  bloss  handschriftlich 
vorhanden.  Sollen  die  widerlichen  Erbärmlichkeiten,  welche 
einen  der  edelsten  Menschen,  die  es  je  gab,  sein  ganzes  Leben 
hindurch  verfolgten,  sich  noch  an  seinen  unsterblichen  Arbei- 
ten fortsetzen,  und  uns  Epigonen  beschieden  sein,  die  allent- 
halben zerstreuten  Erzeugnisse  seiner  Hand  nach  und  nach  dem 
Untergange  geweiht  zu  sehen,  wie  seine  Zeitgenossen  einst  um- 
sonst die  Stätte  suchten,  wo  seine  irdischen  Ueberreste  ruhen? 

In  acht  vaterländischer  Weise  hat  Professor  Frisch  seit 
vielen  Jahren  in  aller  Stille  daran  gearbeitet,  diese  Schmach 
von  uns  abzuwenden,  und  tritt  nun  mit  einem  völlig  geordneten, 
aus  den  verschiedensten  Quellen  mit  bewundernswürdiger  Auf- 
opferung gesammelten  Materiale  für  nicht  weniger  als  acht 
ziemlich  starke  Bände  vor  die  Verehrer  Kepler 's  hin,  deren 
Zahl  Legion  —  sein  sollte.  Zwei  bereits  erschienene,  den  er- 
sten Band  bildende  Hefte  enthalten:  Mysterium  Cosraographi- 
cum,  Apologia  Tychonis,  Caiendaria,  Opera  Astrologica,  mit 
wichtigen,  hauptsächlich  aus  Kepler* s  Briefwechsel  geschöpften 
Commentaren,  und  zeugen  für  die  Umsicht  und  Sorgfalt,  weiche 
hier  aufgewendet  wurden ,  um  uns  die  Werke  des  unvergängli- 
chen Todten  in  würdiger  Gestalt  vorzuführen.  Aber  das  treff- 
liche Unternehmeu  stockt  —  aus  Mangel  an  Theilnahme.  Schon 
einmal*)  erhob  ich  meine  Stimme  im  Vereine  mit  meinen  Col- 
legen:  Argelander,  Hansen,  Encke,  Gould,  Peters, 
Rümker,  Struve  d.  ä.  u.j.,  Zech,  leider  nicht  mit  der  ge- 
wünschten Wirkung  zu  Gunsten  dieser  so  höchst  verdienstlichen 
Publikation,  die  nicht  nur  eine  alte  Schuld  Deutschlands  an 
einen  seiner  herrlichsten  Söhne  bezahlen,  sondern  die  heutige 
Welt  in  den  Stand  setzen  soll  an  der  Quelle  zu  schöpfen,  was 


•)  Aug*  barger  Allgemeine:  Zeitung,  14.  Juli  1857,  Heiinge. 
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ihr  nachgerade  unzählige  Maie  unlauter  geboten  wurde.  Ich 
wähle  heute  zu  diesem  wiederholten  Aufrufe  ein  Organ  *),  das  als 
Reliquie  des  deutschen  Reiches  doppelt  berufen  ist,  sich  Sr. 
Römisch  kaiserlichen  Majestät  Mathematikers  anzunehmen.  Möge 
die  patriotische  Begeisterung  für  einen  anderen  grossen  Deut- 
schen, deren  Nachklänge  wir  noch  vernehmen,  sich  auch  hier 
bewähren!  Kepler  litt  im  Leben  hauptsächlich  unter  der  un- 
glückseligsten aller  Spaltungen  unseres  Vaterlandes ;  möge  die 
Erinnerung  an  ihn  versöhnt  werden  durch  die  Einigkeit,  mit 
der  wir  beitragen  zur  Errichtung  eines  Denkmals,  das  in  unse- 
ren Tagen  von  der  Presse  dauernder  und  erfolgreicher  gegrün- 
det wird  als  durch  Meissel  und  Marmor!  Wenn  nur  einige 
Länder  noch  dem  von  Preussen  und  Oesterreich  gegebenen 
schönen  Beispiele  in  Unterstützung  dieses  Unternehmens  bei- 
treten, wenn  insbesondere  öffentliche  Bibliotheken  es  nicht  ver- 
schmähen, ein  Werk  zu  erwerben,  das  jeder  derselben  zur 
Zierde  gereichen  wird,  so  ist  die  Bereicherung  nicht  bloss  der 
deutschen,  sodern  der  gesammten  Literatur  um  einen  wahren 
Schatz  gesichert,  dessen  universeller  Charakter  in  der  glänzen- 
den Liberalität  der  russischen  Regierung  einen  sprechenden 
Ausdruck  gefunden  hat. 

Wien,  den  17.  December  1859.  C.  v.  Li  Uro*. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  zum  Gebrauche  bei  Vorle- 
sungen und  zum  Selbstunterrichte  von  Dr.  W.  Eisen- 
lohr,  Grossh erzogl.  Bad.  Gebei meratbe  und  Professor 
der  Physik  an  der  polytechnischen  Schule  in  Carls- 
ruhe, u.s.w.  Achte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  665  Holzschnitten.  Stuttgart.  Krais  und  Hoffmann. 
1860.  8. 

Wenn  ein  physikalisches  Lehrbuch  In  einem  verhaltnissmässig 
kurzen  Zeiträume  in  einer  achten  Auflage  erscheint,  —  gewiss 
ein  seltener  Fall,  wenigstens  in  Deutschland,  —  so  hat  durch 
diesen  grossen  dem  Werke  geschenkten  Beifall  das  Pub  Ii  kam!  über 
dessen  Werth  und  Vortrefflichkeit  ein  Urtheil  gesprochen,  gegen 

*)  rmprfinglicli  mitgetheilt  in  der  „Lcopoldina.  Mr.».'* 
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welches  jede  weitere  Kritik  auch  selbst  dann  verstummen  müsste, 
wenn  dieselbe  nicht  so  vollständig  mit  der  Stimme  des  Publi- 
kums übereinzustimmen  sich  gedrungen  fühlte,  wie  dies  bei 
dem  Unterzeichneten  rücksichtlieh  des  vorliegenden  Werkes  der 
Fall  ist.  Der  Unterzeichnete  kennt  und  benutzt  dieses  Werk  seit 
langer  Zeit,  und  bekennt  gern  und  dankbar,  aus  demselben 
Vieles  gelernt  und  durch  dasselbe  vielfach  bei  seinen  Bestrebun- 
gen unterstützt  worden  zu  sein.  Vor  allem  ist  die  grosse  Fülle 
von  Thatsachen  hervorzuheben,  die  in  diesem  Werke  enthalten 
sind,  wobei  es  sich  zugleich  über  das  ganze  Gebiet  der  Physik 
gleichmassig  verbreitet,  so  dass  es  schwerlich  einen  Gegenstand 
geben  mochte,  über  den  man  nicht  eine,  wenn  auch  zuweilen  nur 
kurze,  aber  für  den  Kundigeren  und  Geübteren  stets  ausreichende 
Belehrung  in  demselben  fände.  Dabei  sind  die  betreffenden  nu- 
merischen Bestimmungen  überall  sehr  vollständig,  genauer  als  in 
vielen  anderen  Werken,  und  überall  nach  den  neuesten  und  besten 
Untersuchungen  gegeben.  Die  zu  den  Versuchen  erforderlichen 
Instrumente  und  Apparate  sind  durchgängig  nach  ihren  neuesten 
und  bessern  Einrichtungen  sehr  deutlich  beschrieben  und  durch 
sehr  gut  ausgeführte  Holzschnitte  erläutert,  so  wie  auch  ihre  Vor- 
züge und  Mängel  stets  Berücksichtigung  gefunden  haben,  und 
zu  ihrer  Handhabung  die  nothigen  Fingerzeige  gegeben  worden 
sind.  Unter  den  Instrumenten  sind  nicht  gerade  bloss  die  neuesten 
und  besten,  sondern  auch  die  älteren,  sollten  dieselben  auch  zu- 
weilen nur  eine  historische  Bedeutung  haben,  wie  z.  B.  das 
Sau  es  ure'sche  Haar- Hygrometer  und  einige  andere,  beschrieben 
worden,  was  jedenfalls  vollständig  gebilligt  werden  muss,  und  von 
Vielen  dankbar  erkannt  werden  wird.  Im  Ganzen  kann  man  sagen, 
dass  rücksichtlich  der  Thatsachen  und  der  physikalischen  Instru- 
mente das  vorliegende  Werk  eine  im  höchsten  Grade  vollständige 
Darstellung  der  beutigen  Physik  liefert,  was  wenigstens  alles  We- 
sentliche und  irgend  Wichtige  oder  zu  kennen  Wünschenswertbe 
betrifft.  Aber  auch  die  darin  befolgte  wissenschaftliche  Darstellung 
ist  eine  sehr  ansprechende  und  gründliche,  die  mit  zweckmässiger 
Kürze  sehr  grosse  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  vereinigt,  und 
überall  das ,  worauf  es  bei  jedem  Gegenstande  vorzugsweise  an- 
kommt, gehörig  hervorhebt  und  in  den  Vordergrund  stellt.  Und 
ist  die  Darstellung  auch  nicht  vorherrschend  eine  mathematische, 
die  sie  bei  der  ganzen  Anlage  des  Werkes  und  dem  durch  das- 
selbe zu  erreichenden  Zweck  nicht  sein  konnte  und  sollte;  so 
gehört  dasselbe  doch  keineswegs  in  die  grosse  Klasse  derjenigen 
physikalischen  Bücher,  welche  vor  jeder  mathematischen  Betrach- 
tung zurückschrecken.  Vielmehr  muss  man  dem  Herrn  Verfasser 
dass  Zeugniss  geben,  dass  er  auch  in  dieser  Beziehung  so  viel 
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geleistet  hat,  wie  der  Zweck  des  Buches  irgend  gestattete  and 
forderte.  Wo  der  Gegenstand  eine  mathematische  Behandlaeg 
in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt  war,  ist  dieselbe  ancb  auf 
elementarem  Wege  deutlich  und  bestimmt,  zugleich  so  einfach 
wie  möglich,  gegeben  worden,  namentlich  auch  in  dem  mechani- 
schen Theile  der  Physik,  in  welchem  bekanntlich  so  viele  andere, 
selbst  beliebte  physikalische  Bucher  sehr  schwach  sind.  Natürlich 
ist  aberall  nur  so  weit  gegangen  worden,  wie  die  vorausgesetzten 
elementaren  Kenntnisse  gestatteten,  was  gana  mit  dem  Torge- 
steckten Ziele  übereinstimmt,  in  welcher  Besiehung  wir  je.  B.  aaf 
die  Lehre  vom  Pendel  verweisen,  wo  nur  die  bekannte  Formel 


bewiesen  worden  ist,  natürlich  nicht  bis  zu  der  die 

Zeit  einer  Pendelschwingung  ausdrückenden  unendlichen  Reibe 
fortgeschritten  werden  konnte,  zu  der  nur  auf  dem  Wege  der  In- 
tegralrechnung zu  gelangen  möglich  ist.  Endlich  heben  wir  noch 
hervor,  was  wir  jederzeit  ftir  einen  besonderen  Vorzog  eines  phy- 
sikalischen Lehrbuchs  zu  halten  geneigt  sind,  dass  überall  da», 
was  als  ausgemachte  Thatsache  betrachtet  werden  darf,  von  dem, 
was  zur  Zeit  nur  hypothetisch  ist,  streng  gesondert  worden  ist. 

Ueber  den  Inhalt  eines  Buches,  welches  in  einer  achten  Auf- 
lage vorliegt,  im  Einzelnen  noch  etwas  sagen  zu  wollen,  wurde 
natürlich  ganz  unnütze  Weitläufigkeit  sein.  Dass  in  der  neuen 
Auflage  alle  neueren  Entdeckungen  nachgetragen  wordeo  «iod, 
versteht  sich  nach  dem  Obigen  ganz  von  selbst,  wobei  übrigen« 
die  in  der  vorhergebenden  Auflage  befolgte  Eintheilung  auch  io 
der  neuen  ganz  beibehalten,  und  nur  erst  am  Schluss  ein  neuer 
Paragraph  eingeführt  worden  ist,  was  die  vielen  Lehrer,  welche 
das  Buch  bei  ihrem  Unterrichte  benutzen,  dem  Herrn  Verfasser 
gewiss  besonders  Dank  wissen  werden. 

Möge  das  Bach  auch  in  seiner  neuen  Gestalt  so  segensreich 
wie  bisher  zur  Forderung  einer  der  schönsten  und  edelsten  Wis- 
senschaften wirken,  und  der  Herr  Verfasser  darin  seine  beste 
Belohnung  finden  für  die  auf  dessen  Ausarbeitung  und  stete,  mit 
der  fortschreitenden  Wissenschaft  gleichmässige  Weiterfahren* 
verwandte  sehr  grosse  Sorgfalt  und  Mühe.  Vorzugsweise  aileo 
Lehrern,  aber  noch  für  das  Selbststudium,  gönnen  wir  dasselbe 
nur  zu  sorgfältigster  Beachtung  auch  in  seiner  neuen  Ausgabe 
dringend  empfehlen. 


-  — ~  _  -  - 
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Vermischte  Schriften. 

Bulletin«  de  l'Acadämie  Royale  des  scIences,  de« 
lettre«  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.CXXXV.  S.  14.). 

26™  Anne>,  2—  Ser.  T.III.  1857.  Sur  m  memoire  de  M. 
J.  F.  Rameaux  intitule*:  Des  lois  suivant  tesquelles  lea  diraen- 
sions  du  corps,  dans  certaines  classes  d'animaux,  determinent 
la  eapacite*  et  iea  mouvements  fonctiooellea  des  Poumoos  et  du 
eoeur.  Rapport  de  M.  Th.  Schwann.  (Gans  mathematisch  ge- 
haltener physiologischer  Artikel),  p.  94.  —  Determination  de  la 
difference  des  longitudes  des  observatoires  de  Bruxelles  et  de 
Berlin;  par  M.  A.  Quetelet.  p.  104  —  Sur  lea  etoiles  Alantes 
et  le  magnelisme  terrestre,  extrait  d'nne  lettre  de  M.  Hanateen 
a  M.  Ad.  Quetelet.  p.  105.  —  Etoiles  filantes  observees  au 
mois  d'aoüt  1857»  ä  Bruxelles  et  ä  Gand;  note  de  M.  A.  Que- 
telet. p.  116.  —  Les  etoiles  filantes  du  mois  d'aoüt  1867;  par 
M.  VVartmann,  pere,  de  Geneve.  p.  121.  —  Recherches  sur  la 
petaistance  des  impreasiona  de  la  retine;  par  M.  Meisens.  p.  214- 
(Sehr  lesenswert!)).  —  Theorie  geomätrique  des  rayons  et  eentres 
de  cotrrbure.  2"*«  note  additionelle ;  par  AI.  Lamarle.  p.205. 
(S.  oben).  —  Note  sur  la  mesure  de  precision  des  Observation» 
meVidiennes  faites  ä  lobservetoire  royal  de  Bruxelles;  par  M. 
Liagre.  p.330.  —  Coup  d'oeil  sur  les  appareils  enregiatreurs 
des  phenomene«  meteorologiques  et  projet  d  un  nouveau  syaaeme 
d'instrumenU;  par  M.  Ch.  Montigny.  p.46ö. 

Monats-Bericht  der  Kvnigl.  Preussiechen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  Berlin.   Januar  I8ö0. 

Durch  die  Liberalität  der  Königlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Berlin  ist  der  Herausgeber  des  Archivs  in  den  Stand 
gesetzt  worden,  regelmässig  und  sogleich  nach  dem  Erscheinen 
dieaer  Monats- Berichte  deren  Inhalt  —  natürlich  nur  so  weit 
derselbe  In  den  Kreis  des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik 
gehört,  —  anzeigen  zu  können,  wofür  derselbe  Wer  der  Köm  gl  i 
chen  Akademie  seinen  verbindlichsten  und  gehorsamsten  Dank 
auszusprechen  nicht  unterlassen  kann. 

Das  vorliegende  Heft  (Januar  1860)  enthält  streng  genommen 
zwar  nur  eine  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörende  Abhandlung, 
auf  welche  aber  die  Leser  unserer  Zeitschrift  besondere  aufmerk- 
sam gemacht  werden  müssen,  da  dieselbe  jedenfalls  sehr  lehr- 
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reich  ist  und  jedwede  Beachtung  sehr  verdient.  Es  ist  dies  die 
Abhandlung : 

Ueber  die  Prüfungsmittel  des  Stromes  der  ley- 
dener  Batterie.   Von  Herrn  BJess.   S.5  — S.  25. 

Begreiflicherweise  können  wir  auf  Einzelnheitee  in  diesen  Lite- 
rarischen Berichten  nicht  eingehen.    Indess  bemerken  wir  im 
Allgemeinen  Folgendes.   Der  Herr  Verfasser  sagt  im  Eingange 
seiner  Abhandlnng:    „Im  elektrischen  Strome  unterscheidet  man 
die  Elektricitätsmenge,  Dichtigkeit,  Entladungsdauer,  Art  der  Ent- 
ladung und  Richtung  des  Stroms."   „Die  Elektricitätsmenge  wird 
durch  die  Ansaht  gleichwertiger  Erregungsakte  gemessen,  welche 
die  Batterie,  die  Dichtigkeit  durch  die  Anzahl,  welche  die  Flächen- 
einheit derselben  in  den  elektrischen  Zustand  versetzt  bat.  Die 
Entladung  der  Batterie  geschieht  durch  ihre  Verbindung  mit  dem 
Schliessungsbogen,  in  welchem  der  Entladungsstrom  durch  viel- 
fache Wirkungen  merklich  wird.    Aber  die  Stärke  dieser  Wir- 
kungen ist   im  Allgemeinen  nicht  gegeben  durch  die  Kenntnis* 
der  Elektricitfitsmenge  und  Dichtigkeit  der  Batterie,  man  muss 
noch  die  Dauer  und  Art  der  Entladung,  in  einigen  Fällen  auch 
die  Richtung  des  Stromes  kennen.    Zeit  und  Art  der  Entla- 
dung sind,  bei  constanter  Elektricitfitsmenge  und  Dichtigkeit, 
veränderlich  mit  der  Beschaffenheit  des  Schliessungsbogens ;  sie 
werden  indirect  bestimmt  durch  Beobachtung  der  Wirkung  des 
Stromes."  „Die  hauptsächlichsten  Prüfungsmittel  des  Entladuogs- 
stroms  bezwecken  die  Kenntnis«  dieser  unbekannten  Factoren 
des  Stromes  und  dürfen  nur  solchen  Wirkungen  entnommen  sein, 
welche  von  der  Zeit  und  Art  der  Entladung  abhangen." 

In  dieser  Beziehung  werden  nun  nach  und  nach  discutirt: 
$.  1.  Die  Elongation  der  Magnetnadel.  —  $.2.  Magnetisirong  von 
Eisen  nadeln.  —  j.  3.  Schlagweite.  —  §.4.  Erwärmung.  —  §.5 
Elektrodynamische  Abstossung.  —  §.6.  Mechanische  Wirkung. 
Glfiben  von  Metalldräthen.  —  §.  7.  Chemische  Wirkung.  Zündung. 
—  §.  8.  Polarisirung  von  Metallplatten.  Bildung  von  Staubfiguren. 
Durchbohrung  von  Papier. 

Wenn  auch  nicht  eigentlich  in  den  Kreis  des  Archivs  gehö- 
rend, kennen  doch  als  allgemein  interessant  hier  noch  die  beiden 
folgenden  Aufsätze  erwähnt  werden: 

Karsten:  Beitrag  zur  Kenntniss  des  Verwesunge- 
prozesses.  S.  38.— S.  44. 

Kühne t  Ueber  die  Wirkung  des  amerikanischen 
Pfeilgiftes. 
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